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4 Spis treści



Niech Rn b ↪edzie przestrzeni ↪a euklidesow ↪a. Dyskretn ↪a podgrup ↪e Γ grupy
izometrii Izom(Rn) = E(n) = O(n) n Rn o zwartym obszarze fundamental-
nym nazywamy grup ↪a krystalograficzn ↪a. Z twierdzeń Bieberbacha podgrupa
translacji grupy Γ jest podgrup ↪a normaln ↪a o skończonym indeksie. Innymi
s lowy, istnieje krótki ci ↪ag dok ladny grup

1 → Zn → Γ → G→ 1,

ze skończon ↪a grup ↪a G.
W poniższym tekście opisano, w sposób maksymalnie zwi ↪ez ly, w lasności

grup krystalograficznych. Wykorzystano do tego celu teori ↪e reprezentacji i
kohomologii grup skończonych. Jeżeli Γ jest beztorsyjna, to jest grup ↪a pod-
stawow ↪a rozmaitości Mn = Rn/Γ. Okazuje si ↪e, że Mn jest rozmaitości ↪a Rie-
manna o krzywiźnie sekcyjnej zero, tak zwan ↪a rozmaitości ↪a p lask ↪a. W pracy
opisano wiele interesuj ↪acych zwi ↪azków pomi ↪edzy w lasnościami Γ i Mn.

W pierwszych dwóch rozdzia lach wprowadzono podstawowe poj ↪ecia oraz
dowiedziono twierdzeń Bieberbacha. W nast ↪epnych omówiono, najważniejsze
wed lug autora, rezultaty z ostatnich lat. Wiele w ↪atków, jak na przyk lad
zwi ↪azki z geometri ↪a algebraiczn ↪a, nie zosta lo podj ↪etych i autor ma nadziej ↪e
na rozszerzenie niniejszego opracowania w przysz lości.

Przedstawiany tekst jest zapisem rocznego wyk ladu ∗ monograficznego,
jaki autor prowadzi l na Uniwersytecie Gdańskim w roku akademickim 2004
i 2005. S luchaczami byli studenci czwartego i pi ↪atego roku matematyki. Do
zrozumienia materia lu wystarczy podstawowa znajomość algebry i topologii
z pierwszych lat studiów matematycznych. Pomocne powinny okazać si ↪e
zamieszczone ćwiczenia, choć niektóre s ↪a trudne.

Autor bardzo dzi ↪ekuje Panu prof. Czes lawowi Bagińskiemu za bardzo wni-
kliw ↪a recenzj ↪e. Dzi ↪eki niej unikn ↪a l wielu b l ↪edów merytorycznych i tekst
zosta l dużo lepiej zaprezentowany. Dzi ↪ekuje ponadto Pani dr Aleksandrze
Nowel i Pani redaktor Dorocie Zgaińskiej za przeczytanie maszynopisu i zro-
bienie licznych uwag.

∗Cz
↪
eść pracy by la wykonana w czasie pobytu w IHES we Francji i dofinansowana przez

Euro-Programme 2 (RITA-CT-2004-505493).



1. Poj ↪ecia wst ↪epne

Niech Rn oznacza n-wymiarow ↪a przestrzeń euklidesow ↪a ze standardowym
iloczynem skalarnym zdefiniowanym wzorem

〈x, y〉 = Σn
i=1xiyi,

gdzie x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn. Iloczyn ten
pozwala zdefiniować norm ↪e wektorów

|| x ||=
√

〈x, y〉 =
√

Σn
i=1x

2
i

i naturaln ↪a metryk ↪e

d(x, y) =|| x− y ||=
√

Σn
i=1(xi − yi)2.

Definicja 1.1 Odwzorowanie f : Rn → Rn nazywamy izometri ↪a, jeżeli dla
dowolnych x, y ∈ Rn mamy

d(x, y) = d(f(x), f(y)).

Poniższe stwierdzenie jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a definicji i jego dowód
zostawiamy czytelnikowi.

Stwierdzenie 1.1 Zbiór wszystkich izometrii przestrzeni Rn wraz z operacj ↪a
sk ladania przekszta lceń jest grup ↪a.

�

Grup ↪e wszystkich izometrii przestrzeni Rn b ↪edziemy oznaczać symbolem
E(n).W celu opisu jej podstawowych w lasności przypomnijmy definicje dwóch
typów przekszta lceń: translacji i przekszta lcenia ortogonalnego.

Definicja 1.2 Niech a b ↪edzie ustalonym elementem przestrzeni Rn. Trans-
lacj ↪a przestrzeni Rn o element a nazywamy przekszta lcenie ta : Rn → Rn

określone wzorem
ta(x) = a + x.
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Stwierdzenie 1.2 Zbiór wszystkich translacji przestrzeni Rn jest podgrup ↪a
normaln ↪a grupy E(n). Przyporz ↪adkowanie a → ta jest izomorfizmem addy-
tywnej grupy Rn na grup ↪e wszystkich translacji przestrzeni Rn.

�

Grup ↪e wszystkich translacji przestrzeni Rn b ↪edziemy oznaczać symbolem Rn.

Definicja 1.3 Przekszta lcenie liniowe A przestrzeni euklidesowej Rn w Rn

nazywamy ortogonalnym, jeśli dla dowolnych x, y ∈ Rn, zachodzi równość

〈x, y〉 = 〈A(x), A(y)〉.

Stwierdzenie 1.3 Przekszta lcenie liniowe A przestrzeni euklidesowej Rn jest
ortogonalnym wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje norm ↪e dowolnego wektora,
tzn. dla dowolnego x ∈ Rn,

‖ x ‖=‖ A(x) ‖ .

Dowód: Implikacja ’⇒’ wynika bezpośrednio z definicji przekszta lcenia or-
togonalnego. W celu dowodu implikacji w stron ↪e przeciwn ↪a za lóżmy, że A
jest przekszta lceniem liniowym, takim że ‖ x ‖=‖ A(x) ‖, dla dowolnego
x ∈ Rn. Wtedy oczywíscie A zachowuje form ↪e kwadratow ↪a Q, zdefiniowan ↪a
wzorem Q(x) =‖ x ‖2, a to z kolei oznacza, że A zachowuje form ↪e dwuliniow ↪a
f, zdefiniowan ↪a wzorem f(x, y) = 1

2
(Q(x + y) − Q(x) − Q(y)). Bezpośredni

rachunek dowodzi, że f jest identyczna z iloczynem skalarnym przestrzeni
Rn.

�

Stwierdzenie 1.4 Zbiór wszystkich przekszta lceń ortogonalnych przestrzeni
Rn wraz z operacj ↪a sk ladania przekszta lceń jest grup ↪a.

�

Grup ↪e opisan ↪a w powyższym stwierdzeniu nazywamy grup ↪a ortogonaln ↪a prze-
strzeni Rn i oznaczamy symbolem O(n). W przysz lości elementy tej grupy
b ↪edziemy traktowali jako macierze, a także jako odwzorowania liniowe prze-
strzeni Rn i Cn.
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Rozważmy ortonormaln ↪a baz ↪e e1, e2, . . . , en przestrzeni Rn. Z podsta-
wowego wyk ladu algebry liniowej wynika, że macierz A dowolnego prze-
kszta lcenia ortogonalnego w tej bazie jest ortogonalna, tzn. A−1 = AT , gdzie
AT jest macierz ↪a transponowan ↪a do A. Przyporz ↪adkowanie, które każdemu
przekszta lceniu ortogonalnemu przypisuje jego macierz w tej ustalonej bazie,
jest izomorfizmem grupy ortogonalnej na grup ↪e macierzy ortogonalnych (z
operacj ↪a mnożenia macierzy). Ze wzgl ↪edu na ten izomorfizm, pod poj ↪eciem
grupy ortogonalnej O(n) b ↪edziemy rozumieć t ↪e w laśnie grup ↪e macierzy orto-
gonalnych.

Stwierdzenie 1.5 Każda izometria przestrzeni Rn jest superpozycj ↪a prze-
kszta lcenia ortogonalnego i translacji. Innymi s lowy, jeżeli f : Rn → Rn jest
izometri ↪a przestrzeni Rn, to istnieje translacja ta i przekszta lcenie ortogo-
nalne A tej przestrzeni, takie że f = A ◦ ta.

Dowód: Niech a = f(0) i A = f ◦ t−a. Wtedy oczywíscie A jest izometri ↪a
i A(0) = 0. W myśl stwierdzenia 1.3, do zakończenia dowodu wystarczy
pokazać, że A jest przekszta lceniem liniowym. Niech x, y ∈ Rn b ↪ed ↪a do-
wolnymi wektorami i C p laszczyzn ↪a rozpi ↪et ↪a na tych wektorach. Ponieważ
A jest izometri ↪a, wi ↪ec obrazem równoleg loboku o bokach x, y i przek ↪atnej
x + y jest równoleg lobok o bokach f(x), f(y) i przek ↪atnej f(x) + f(y). Ob-
razem przek ↪atnej równoleg loboku jest przek ↪atna obrazu, wi ↪ec f(x + y) =
f(x) + f(y). To dowodzi liniowości A. Zatem A jest przekszta lceniem orto-
gonalnym i f = A ◦ fa.

�

Wprowadzimy teraz bardzo ważne poj ↪ecie z teorii grup.

Definicja 1.4 Niech H i K b ↪ed ↪a dowolnymi grupami z operacjami, odpo-
wiednio, ’◦’ i ’?’. Za lóżmy ponadto, że H jest podgrup ↪a grupy automor-
fizmów grupy K. Produktem pó lprostym grup H i K nazywamy grup ↪e
H n K, której elementami s ↪a wszystkie uporz ↪adkowane pary (h, k), h ∈
H, k ∈ K, z operacj ↪a

(h1, k1)(h2, k2) = (h1 ◦ h2, h1(k2) ? k1).

Przyk lad 1.1 Na mocy stwierdzenia 1.5 b ↪edziemy przyjmować, że

E(n) = O(n) n Rn.
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Jest to zbiór wszystkich par (A, ta) = (A, a) ∈ O(n)×Rn z dzia laniem danym
wzorem

(A, a)(B, b) = (AB,Ab + a),

gdzie (B, b) ∈ O(n) × Rn.

W powyższym przyk ladzie pierwsza wspó lrz ↪edna nazywana jest obrotem,
a druga – translacj ↪a. Symbol n oznacza produkt pó lprosty grupy Rn, z
dzia laniem dodawania, i grupy ortogonalnej O(n).

Przyk lad 1.2 Grupa A(n) = GL(n,R) n Rn. Jest to produkt pó lprosty
grupy Rn z grup ↪a GL(n,R).

Stwierdzenie 1.6 Mamy nast ↪epuj ↪acy ci ↪ag podgrup

E(n) ⊂ A(n) ⊂ GL(n + 1,R).

Dowód: Niech (A, a) ∈ E(n). Wówczas jest to także element grupy A(n).

Ponadto, jeżeli zapiszemy go jako macierz (n+1)×(n+1) w postaci

[
A a
0 1

]

,

jest on elementem grupy GL(n + 1,R).

�

Ostatnie stwierdzenie pozwala nam określić topologi ↪e na grupie E(n) jako
indukowan ↪a z R(n+1)2 .

Definicja 1.5 Podzbiór X przestrzeni euklidesowej jest dyskretny, jeżeli
każdy jego punkt x ma otoczenie otwarte Ux, takie że cz ↪eści ↪a wspóln ↪a zbioru
Ux i X jest tylko punkt x.

Definicja 1.6 Niech Γ b ↪edzie podgrup ↪a grupy izometrii przestrzeni euklide-
sowej Rn. Nazywamy j ↪a podgrup ↪a dyskretn ↪a, jeżeli jako podzbiór przestrzeni
euklidesowej R(n+1)2 jest dyskretna. Mówimy, że Γ dzia la w laściwie dyskret-
nie na Rn, jeśli dla każdego x ∈ Rn istnieje takie jego otoczenie otwarte Ux,
że zbiór

{γ ∈ Γ | γUx ∩ Ux 6= ∅}
jest skończony. Ponadto b ↪edziemy mówili, że Γ dzia la wolno, jeśli dla każdego
x ∈ Rn zbiór {γ ∈ Γ | γx = x} zawiera tylko element neutralny (I, 0) grupy
Γ.
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Lemat 1.1 Jeżeli Γ jest dyskretn ↪a podgrup ↪a grupy E(n) i V0 ⊂ Rn jest kul ↪a
otwart ↪a o środku w punkcie 0 i promieniu r, to

{γ ∈ Γ | γV0 ∩ V0 6= ∅} ⊂ Γ ∩ (O(n) × V ′
0),

gdzie V ′
0 jest kul ↪a o środku w punkcie 0 i promieniu 2r. (Tutaj O(n)×V ′

0 jest
rozumiany jako podzbiór grupy E(n).)

Dowód: Niech γ = (A, a) ∈ Γ b ↪edzie takim elementem, że γV0 ∩ V0 6= ∅.
Wówczas istniej ↪a x, x′ ∈ V0, takie że γx = Ax + a = x′. St ↪ad na mocy
nierówności trójk ↪ata || a ||=|| x′ − Ax ||≤|| x′ || + || Ax ||≤ 2r. Zatem
γ ∈ O(n) × V ′

0 .

�

Stwierdzenie 1.7 Niech Γ ⊂ E(n) b ↪edzie podgrup ↪a grupy E(n). Nast ↪epuj ↪ace
warunki s ↪a równoważne:

(i) Γ dzia la w laściwie dyskretnie na przestrzeni Rn,

(ii) Γx nie ma punktu skupienia dla każdego x ∈ Rn,

(iii) Γ jest dyskretn ↪a podgrup ↪a grupy E(n).

Dowód: Za lóżmy, że grupa Γ dzia la w laściwie dyskretnie na Rn. Udo-
wodnimy, że jest ona dyskretna. Niech ci ↪ag elementów {γn}n=∞

n=1 grupy Γ
b ↪edzie zbieżny do identyczności. Rozpatrzmy otoczenie 0 ∈ U0 ⊂ Rn i zbiór
{γi | U0∩γiU0 6= ∅}, który z definicji dzia lania jest skończony. St ↪ad γi = (I, 0)
od pewnego n i grupa Γ jest dyskretna. Aby udowodnić wynikanie przeciwne,
wykorzystamy lemat 1.1.

Niech x ∈ Rn b ↪edzie dowolnym punktem, Vx – kul ↪a o środku w x i
promieniu r, a tx – translacj ↪a o x. Wówczas z definicji dzia lania w laściwie
dyskretnego i lematu 1.1 mamy

{γ ∈ Γ | γVx∩Vx 6= ∅} = {γ ∈ Γ | t−xγtxV0∩V0 6= ∅} ⊂ t−xΓtx∩(O(n)×V ′
0 ).

Ponieważ grupa Γ jest dyskretna, wi ↪ec powyższy zbiór jest skończony i grupa
Γ dzia la w laściwie dyskretnie na Rn. Udowodnilísmy równoważność (i) oraz
(iii).

Za lóżmy warunek (i). Udowodnimy, że dla każdego x ∈ Rn zbiór Γx nie
ma punktu skupienia. Przypuśćmy przeciwnie, że taki punkt y ∈ Rn istnieje.
To znaczy, że istnieje ci ↪ag elementów {γix = Aix+ai}i=∞

i=1 zbieżny do punktu
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y. Ponieważ grupa O(n) jest zwarta, wi ↪ec możemy za lożyć, że ci ↪ag {Ai}i=∞
i=1

jest zbieżny do pewnego A ∈ O(n). St ↪ad ci ↪ag elementów {ai}i=∞
i=1 jest zbieżny

do punktu −Ax + y. Istotnie wyrażenie

|| ai + Ax− y ||≤|| ai + Aix− y || + || Aix− Ax ||

może być dowolnie ma le dla dostatecznie dużego i. Pokazalísmy zatem, że
ci ↪ag izometrii {γi}i=∞

i=1 jest zbieżny do γ = (A,−Ax+y) w grupie E(n). St ↪ad
ci ↪ag izometrii {γiγ

−1
i+1}i=∞

i=1 jest zbieżny do identyczności. A to jest sprzeczne
z dyskretności ↪a grupy Γ.

Odwrotnie zak ladaj ↪ac, że dla każdego x ∈ Rn zbiór Γx nie ma punktów
skupienia, udowodnimy, że Γ dzia la w laściwie dyskretnie. Niech x0 ∈ Rn

b ↪edzie taki, że dla każdej kuli Ux0 o środku w x0 zbiór

{γ ∈ Γ | γUx0 ∩ Ux0 6= ∅}

jest nieskończony. A to oznacza, że zbiór Γx0 ma punkt skupienia. Do-
stalísmy sprzeczność.

�

Stwierdzenie 1.8 Dyskretna podgrupa grupy E(n) dzia la wolno na Rn wtedy
i tylko wtedy, gdy jest beztorsyjna (nie ma elementów skończonego rz ↪edu).

Dowód: Jeżeli grupa Γ ma element γ skończonego rz ↪edu k, to dla każdego
x ∈ Rn punkt x + γx + γ2x + · · · + γk−1x nie zmienia si ↪e, gdy dzia lamy na
nim elementem γ. To oznacza, że dzia lanie grupy izometrii Γ nie jest wolne.
W przeciwn ↪a stron ↪e stwierdzenie wynika z nast ↪epuj ↪acej równości zbiorów

{γ ∈ Γ | γa = a} = Γ ∩ ta(O(n) × 0)t−a,

gdzie a ∈ Rn, a ta oznacza translacj ↪e o a. Ponieważ grupa O(n) jest zwarta,
a grupa Γ dyskretna, wi ↪ec zbiór po prawej stronie jest zawsze skończony.

�

Kolejna definicja dotyczy bardzo ważnego poj ↪ecia.

Definicja 1.7 Przestrzeń topologiczn ↪a Hausdorffa M nazywamy rozmaito-
ści ↪a odpowiedniej klasy, jeżeli spe lnione s ↪a poniższe warunki:
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1. Istnieje pokrycie M rodzin ↪a zbiorów otwartych Ui, i ∈ I, z których
każdy jest odwzorowywany za pomoc ↪a homeomorfizmu ϕi na otwarty pod-
zbiór Rn.

2. Jeżeli Ui ∩ Uj 6=6 0, to odwzorowanie (tzw. funkcja przej́scia)

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj)

jest odpowiedniej klasy.

Para (Ui, ϕi) jest nazywana map ↪a rozmaitości M, a zbiór wszystkich map
– jej atlasem.

Przyk lad 1.3 Przestrzenie liniowe Rn, Cn oraz ich przestrzenie rzutowe
RP n i CP n s ↪a rozmaitościami. n-wymiarowa sfera

Sn = {x ∈ Rn+1 ||| x ||= 1}

oraz n-wymiarowy torus

T n = S1 × S1 × · · · × S1 = Rn/Zn

s ↪a rozmaitościami. Pokazanie tego jest prostym ćwiczeniem [60].

Definicja 1.8 Grup ↪a Liego G nazywamy rozmaitość różniczkow ↪a, która jest
jednocześnie grup ↪a. Ponadto dzia lania mnożenia G × G → G i brania ele-
mentu odwrotnego G → G s ↪a odwzorowaniami różniczkowalnymi rozma-
itości.

Przyk lad 1.4 Sfera S1 ⊂ C z dzia laniem mnożenia liczb zespolonych jest
abelow ↪a grup ↪a Liego. Iloczyn kartezjański grup S1, tzn. n-wymiarowy torus
T n = (S1)n, jest grup ↪a Liego. Grupy macierzy U(n), O(n), SL(n,R), SL(n,C)
s ↪a grupami Liego.

Zaczniemy od obserwacji, któr ↪a b ↪edziemy wykorzystywać wielokrotnie i w
wielu innych miejscach.

Lemat 1.2 [11, lemat 8.4, s. 98] Niech G b ↪edzie grup ↪a Liego, a Γ jej pod-
grup ↪a. Jeżeli istnieje otwarte otoczenie U elementu neutralnego e, takie że
U ∩ Γ = {e}, to Γ jest przeliczalnym, domkni ↪etym, dyskretnym podzbiorem
grupy G.
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Dowód: Niech e ∈ V b ↪edzie otwartym otoczeniem elementu neutralnego,
takim że V V −1 ⊂ U. Jego istnienie wynika z ci ↪ag lości odwzorowania
G × G → G, opisanego wzorem (g1, g2) 7→ g1g

−1
2 , i tego, że w tym od-

wzorowaniu obrazem pary (e, e) jest e. Jeżeli ci ↪ag elementów {hn} grupy Γ
jest zbieżny do h, to z definicji wynika, że istnieje liczba naturalna N, taka
że ∀n > N, hn ∈ V g. Zbiór V g jest otoczeniem otwartym punktu g. Niech
hn = vng i hm = vmg dla pewnych vn, vm ∈ V. Mamy hnh

−1
m = vnv

−1
m ∈ U. Po-

nieważ U ∩Γ = {e}, wi ↪ec hnh
−1
m = e i hn = hm, ∀n,m > N i g = hN ∈ Γ. Po-

nadto dla każdego h ∈ Γ, hU jest otwartym otoczeniem h, którego przeci ↪ecie
z Γ jest równe h. To dowodzi dyskretności zbioru Γ. W końcu rodzina zbiorów
{hV | h ∈ Γ} jest indeksowan ↪a rodzin ↪a parami roz l ↪acznych podzbiorów grupy
Γ. Istotnie, jeżeli h1V ∩ h2V 6= ∅, to h1v1 = h2v2 dla pewnych v1, v2 ∈ V i
h−1

2 h1 = v2v
−1
1 ∈ V V −1 ⊂ U. St ↪ad h1 = h2 i gdyby Γ nie by la przeliczalna,

to oznacza loby nieistnienie przeliczalnej bazy zbiorów otwartych.

�

Lemat 1.3 Jeżeli Γ jest podgrup ↪a grupy E(n), to odwzorowania π1 : E(n) →
E(n)/Γ rzutowania na grup ↪e ilorazow ↪a oraz π2 : Rn → Rn/Γ rzutowania na
przestrzeń orbit dzia lania grupy izometrii Γ na Rn s ↪a otwarte i domkni ↪ete.

Dowód: Jest to bezpośrednia konsekwencja definicji topologii na przestrze-
niach ilorazowych (zob. np. [23]).

�

Stwierdzenie 1.9 Niech Γ b ↪edzie podgrup ↪a grupy E(n). Wówczas przestrzeń
orbit Rn/Γ jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzeń warstw E(n)/Γ jest
zwarta.

Dowód: Na podstawie lematu 1.3, rzutowanie π : E(n) → Rn na drug ↪a
wspó lrz ↪edn ↪a indukuje ci ↪ag le i domkni ↪ete odwzorowanie φ : E(n)/Γ → Rn/Γ,
określone wzorem

φ((A, r)Γ) = Γr.

Z ćwiczenia 1.3 wynika, że jest to poprawna definicja. St ↪ad zwartość prze-
strzeni E(n)/Γ indukuje zwartość przestrzeni Rn/Γ. W drug ↪a stron ↪e za-
uważmy, że dla każdego punktu r ∈ Rn/Γ, φ−1(r) = (O(n) × r)/Γ jest
zbiorem zwartym. St ↪ad i z za lożenia o zwartości przestrzeni orbit Rn/Γ
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oraz domkni ↪etości odwzorowania φ wynika zwartość przestrzeni E(n)/Γ (zob.
ćwiczenie 1.6).

�

Drugi dowód stwierdzenia 1.9 opiera si ↪e na poniższym lemacie.

Lemat 1.4 Przestrzeń E(n)/Γ jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
zwarty podzbiór D ⊂ E(n), taki że E(n) =

⋃

γ∈Γ γD = ΓD.

Dowód: Grup ↪e E(n), jako podzbiór R(n+1)2 , można pokryć nieskończonym
zbiorem zbiorów otwartych Uk ∩E(n), gdzie Uk jest kul ↪a otwart ↪a o środku w
zerze i promieniu k. Ich obrazy π1(Uk∩E(n)) w naturalnym epimorfizmie π1 :
E(n) → E(n)/Γ tworz ↪a otwarte pokrycie przestrzeni zwartej E(n)/Γ. St ↪ad
istnieje k0, takie że π1(Uk0 ∩ E(n)) = E(n)/Γ. Niech D b ↪edzie domkni ↪eciem
zbioru (Uk0 ∩ E(n)), tzn. D = (Uk0 ∩ E(n)). Jest teraz oczywiste, że

E(n) =
⋃

γ∈Γ

γD = ΓD.

Dowód lematu w odwrotn ↪a stron ↪e wynika z definicji.

�

Lemat pozostaje prawdziwy, z analogicznym dowodem, jeśli E(n) zast ↪apimy
przestrzeni ↪a Rn. Możemy teraz zakończyć drugi dowód stwierdzenia 1.9. Wy-
starczy zauważyć, że istnienie zwartego obszaru z lematu 1.4 dla przestrzeni
Rn i E(n) jest równoważne. Niech D b ↪edzie takim zbiorem dla E(n). Z de-
finicji mamy E(n) = ΓD. Ponieważ E(n)(0) = Rn, wi ↪ec ΓD(0) = Rn i D(0)
staje si ↪e zwartym podzbiorem z lematu 1.4 dla przestrzeni Rn. Odwrotnie,
niech D b ↪edzie zbiorem z lematu 1.4 dla grupy Γ i przestrzeni Rn. Wówczas
zbiór

C = {x ∈ E(n) | x(0) ∈ D} = O(n) ×D

jest tym zbiorem dla E(n), gdyż ΓC = E(n) i C ∩ Rn = D.

�

Definicja 1.9 Podgrup ↪e Γ grupy E(n) nazywamy kozwart ↪a, jeżeli prze-
strzeń ilorazowa E(n)/Γ jest zwarta.
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Definicja 1.10 Niech X b ↪edzie G zbiorem. Domkni ↪ety podzbiór F ⊂ X
nazywamy obszarem fundamentalnym dzia lania grupy G na zbór X, jeżeli

X =
⋃

g∈G

gF

i gF ∩ g′F = ∅, dla g 6= g′ ∈ G.

Uwaga: Rozważany powyżej zbiór D nie zawsze jest obszarem fundamen-
talnym. Przyk lady obszarów fundamentalnych s ↪a rozważane w rozdziale 3.

Ćwiczenie 1.1 Opisać wszystkie izometrie przestrzeni R2.

Ćwiczenie 1.2 Przeprowadzić brakuj ↪ace powyżej dowody stwierdzeń i lematów.

Ćwiczenie 1.3 Niech Γ b ↪edzie podgrup ↪a grupy E(n). Niech

γ1 = (A1, r1), γ2 = (A2, r2)

b ↪ed ↪a takimi elementami grupy E(n), że γ1Γ = γ2Γ. Udowodnić, że istnieje γ ∈ Γ,
takie że γr1 = r2.

Ćwiczenie 1.4 Niech f : Rn → Rn b ↪edzie odwzorowaniem liniowym, a g ∈ O(n).
Udowodnić, że wówczas

|| gf ||=|| f ||=|| fg || .

Ćwiczenie 1.5 Niech G b ↪edzie grup ↪a Liego. Udowodnić, że w G istnieje przeli-
czalna baza zbiorów otwartych.

Ćwiczenie 1.6 Niech f : X → Y b ↪edzie ci ↪ag lym i domkni ↪etym odwzorowaniem
przestrzeni topologicznej X na przestrzeń topologiczn ↪a Y . Za lóźmy ponadto, że
dla dowolnego y ∈ Y, f−1(y) jest przestrzeni ↪a zwart ↪a. Udowodnić, że przetrzeń X
jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzeń Y jest zwarta.

Wskazówka [23, s. 50]: Pokazać, że f jest domkni ↪ete wtedy i tylko wtedy,
gdy dla każdego punktu y ∈ Y i zbioru otwartego U, zawieraj ↪acego przeciwobraz
f−1(y) punktu y, istnieje otoczenie V punktu y ∈ Y, takie że f−1(V ) ⊂ U.



2. Twierdzenia Bieberbacha

Definicja 2.1 Dyskretn ↪a i kozwart ↪a podgrup ↪e grupy E(n) nazywamy grup ↪a
krystalograficzn ↪a wymiaru n.

Uwaga: Pierwsza cz ↪eść 18 problemu Hilberta dotyczy la opisania dyskret-
nych grup izometrii Rn, maj ↪acych zwarty obszar fundamentalny, a zatem
n-wymiarowych grup krystalograficznych.

Przyk lad 2.1 Jeśli (B, t(1/2,0)) i (I, t(0,1)) s ↪a elementami grupy E(2), gdzie

B =

(
1 0
0 −1

)

, to najmniejsza podgrupa Γ grupy E(2), zawieraj ↪aca te

elementy, jest grup ↪a krystalograficzn ↪a wymiaru dwa, a przestrzeń orbit R2/Γ
jest butelk ↪a Kleina.

Cz ↪eść problemu Hilberta, dotycz ↪aca grup krystalograficznych, zosta la rozwi ↪a-
zana przez matematyka niemieckiego L. Bieberbacha.

Twierdzenie 2.1 (Bieberbacha) 1. Jeżeli Γ ⊂ E(n) jest grup ↪a krystalo-
graficzn ↪a, to jej zbiór translacji Γ ∩ (I × Rn) jest maksymaln ↪a i normaln ↪a
podgrup ↪a abelow ↪a o skończonym indeksie.

2. Dla każdej liczby naturalnej n istnieje skończona liczba klas izomorfi-
zmu grup krystalograficznych wymiaru n.

3. Dwie grupy krystalograficzne wymiaru n s ↪a izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy s ↪a sprz ↪eżone w grupie A(n).

Uwaga: Oryginalny dowód Bieberbacha pochodzi z roku 1910 (zob. [9]
i [10]). W nast ↪epnych latach pojawi ly si ↪e inne dowody: w roku 1911 G.
Frobeniusa [27], w roku 1938 H. Zassenhausa [61]. Wspomnijmy także o
późniejszych dowodach: L. Auslandera [3] (1960, 1961), J. Wolfa [60] (1970),
M. Gromowa [29] (1978). Dowód Gromowa dotyczy grup wirtualnie nilpo-
tentnych, a na użytek grup krystalograficznych zosta l opracowany przez P.
Busera i H. Karchera [13-15] (zob. dodatek). W cytowanych tutaj pracach
Busera i Karchera można znaleźć także omówienia, porównania niektórych z
tych dowodów.

Dowód:∗ Na dowód sk lada si ↪e seria lematów.

∗Dowód, w dużej cz
↪
eści, bazuje na [60].
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Lemat 2.1 W grupie ortogonalnej O(n) istnieje otoczenie U elementu neu-
tralnego I, takie że dla dowolnych g, h ∈ U spe lniony jest warunek: jeżeli g
jest przemienne z komutatorem [g, h] = ghg−1h−1, to g jest przemienne z h.

Dowód: Niech λ1, λ2, . . . , λr b ↪ed ↪a wartościami w lasnymi odwzorowania g :
Cn → Cn, a Cn = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vr – odpowiadaj ↪acym im rozk ladem na
podprzestrzenie niezmiennicze. Ponieważ g[g, h] = [g, h]g, wi ↪ec ghg−1h−1 =
hg−1h−1g. Ponadto dla i = 1, 2, . . . , r oraz ∀x ∈ Vi mamy gx = λix. St ↪ad

ghg−1h−1x = hg−1h−1gx = hg−1h−1λix = λihg
−1h−1x

i hg−1h−1Vi ⊂ Vi. Ponieważ h i g s ↪a izomorfizmami, wi ↪ec h−1Vi = g−1h−1Vi.
Mamy

h−1Vi = (h−1Vi ∩ V1) ⊕ (h−1Vi ∩ V2) ⊕ ...⊕ (h−1Vi ∩ Vr),

gdzie h−1Vi ∩ Vj = {x ∈ h−1Vi | gx = λjx}.
Niech x, v ∈ Cn s ↪a takie, że || x ||=|| v ||= 1 i x ⊥ v. St ↪ad mamy z definicji
|| x − v ||=

√
2. Ponadto niech || h−1 − I ||< ε =

√
2 − 1, i 6= j oraz

x ∈ (h−1Vi ∩ Vj). (Jeżeli x 6= 0, to możemy przyj ↪ać, że ma norm ↪e jeden.)
Inaczej mówi ↪ac, istnieje y ∈ Vi, takie że h−1y = x. Ale x ∈ Vj, a to oznacza,
że < x | y >= 0 ∗. Mamy zatem sprzeczność, gdyż

√
2 =|| x− y ||=|| h−1y − y ||≤|| h−1y || + || y ||= 1+ || h−1 ||<

√
2.

St ↪ad h−1Vi ∩ Vj = 0, dla i 6= j, h−1Vi = Vi, dla i = 1, 2, . . . , r, i macierze
odwzorowań g, h obci ↪ete do Vi s ↪a przemienne, gdyż macierz odwzorowania g
jest diagonalna. Ponieważ każdy element przestrzeni Cn jest sum ↪a elementów
z podprzestrzeni Vi, wi ↪ec g i h s ↪a przemienne. Jako szukane otoczenie przyj-
mijmy

U = {h ∈ O(n) | || I − h−1 ||< ε}.

�

Lemat 2.2 Dla pewnego otoczenia U elementu neutralnego w grupie ortogo-
nalnej O(n) i dowolnych jego elementów g, h ci ↪ag

[g, h], [g, [g, h]], [g, [g, [g, h]]], . . .

∗Korzystamy z faktu, że wektory w lasne różnych wartości w lasnych s
↪
a prostopad le.

Istotnie λi〈x | y〉 = 〈Ax | y〉 = 〈x | AT y〉 = ¯λ−1

j 〈x | y〉. St
↪

ad λiλ̄j = 1. Ponieważ

∀i, λiλ̄i = 1, wi
↪
ec λi = λj , co jest sprzeczne z za lożeniem, i 〈x, y〉 = 0.
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jest ci ↪agiem, elementów z U, zbieżnym do identyczności.

Dowód: Niech U b ↪edzie otoczeniem otwartym identyczności o promieniu
ε < 1/4. Z definicji (por. ćwiczenie 1.4) mamy

|| [g, h] − I ||=|| gh− hg ||=|| gh− g − h + I − hg + h+ g − I ||=

|| (g − I)(h− I) − (h− I)(g − I) ||≤ 2 || g − I |||| h− I ||< || h− I ||
2

i g, h ∈ U. St ↪ad [g, h] ∈ U i z indukcji

|| [g, [g, [g, . . . , [g,
︸ ︷︷ ︸

n

h] . . . ]]] − I ||≤ || h− I ||
2n

.

�

Definicja 2.2 Otoczeniem stabilnym elementu neutralnego grupy O(n) na-
zywamy otoczenie spe lniaj ↪ace warunki powyższych lematów.

Niech G b ↪edzie grup ↪a topologiczn ↪a, to znaczy przestrzen ↪a topologiczn ↪a z tak ↪a
struktur ↪a grupy, że wszystkie dzia lania s ↪a odwzorowaniami ci ↪ag lymi. Przez
G0 b ↪edziemy oznaczać jej sk ladow ↪a spójności identyczności.

Lemat 2.3 1. W grupie ortogonalnej O(n) istnieje otoczenie V elementu
neutralnego, takie że ∀g ∈ O(n), gV g−1 = V.

2. Jeżeli G jest dowoln ↪a grup ↪a topologiczn ↪a, to G0 jest jej podgrup ↪a nor-
maln ↪a.

3. Jeżeli G ⊂ O(n) jest spójn ↪a podgrup ↪a, a U otwartym otoczeniem
identyczności, to grupa generowana przez zbiór G ∩ U jest tożsama z G.

Dowód: 1. Niech ε b ↪edzie dowoln ↪a liczb ↪a dodatni ↪a i niech V b ↪edzie kul ↪a
otwart ↪a B(I, ε). ∀g ∈ O(n) i ∀h ∈ V z definicji (por. ćwiczenie 1.4) mamy

|| ghg−1 − I ||=|| g(h− I)g−1 ||=|| h− I ||< ε.

I odwrotnie, jeżeli h = gh1g
−1 ∈ gV g−1, to mamy

|| h− I ||=|| gh1g
−1 − I ||=|| h1 − I ||< ε.
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2. Niech f : G0 → G b ↪edzie funkcj ↪a określon ↪a wzorem f(g) = g−1. Po-
nieważ f jest ci ↪ag la, wi ↪ec f(G0) jest spójna i wobec tego, że f(I) = I, mamy
f(G0) ⊂ G0. Analogicznie, jeżeli fh : G0 → G jest funkcj ↪a zdefiniowan ↪a wzo-
rem fh(g) = gh, ∀g ∈ G0, to oczywíscie fh jest ci ↪ag la, a dla h ∈ G0 mamy
h−1 ∈ G0 i dlatego z równości fh(h−1) = I ∈ G0 dostajemy fh(G0) ⊂ G0.
Podsumowuj ↪ac otrzymujemy, że G0 jest podgrup ↪a grupy G.

Podobne argumenty zastosowane do funkcji f ′
h, określonej wzorem f ′

h(g) =
hgh−1, ∀h ∈ G, g ∈ G0, pokazuj ↪a, że f ′

h(G0) ⊂ G0 dla dowolnego h ∈ G. Za-
tem G0 jest podgrup ↪a normaln ↪a grupy G.

3. Niech < G ∩ U > oznacza podgrup ↪e generowan ↪a przez zbiór G ∩ U .
Zawieranie < G ∩ U >⊂ G jest oczywiste. Udowadniaj ↪ac inkluzj ↪e w stron ↪e
przeciwn ↪a, pokażemy najpierw, że < G ∩ U > jest zbiorem otwartym. Niech
x ∈< G∩U > i niech B(x, ε) b ↪edzie dowoln ↪a kul ↪a otwart ↪a o środku w punkcie
x i promieniu ε zawart ↪a w U. Wówczas dla dowolnego y ∈ B(x, ε)∩G mamy

(∗) || yx−1 − I ||=|| yx−1 − xx−1 ||=|| y − x ||< ε.

St ↪ad

yx−1 ∈ B(I, ε) ∩G ⊂ U ∩G
i y = yx−1x ∈< U ∩ G >. W konsekwencji zbiór S = G\ < G ∩ U > jest
domkni ↪ety. Ponadto jeśli y ∈ S, to mamy zawieranie zbiorów B(y, ε) ∩G ⊂
G\ < U ∩ G >= S. W przeciwnym wypadku, dla x ∈ B(y, ε) ∩ G, x ∈<
U∩G > i z (∗), mielibyśmy y ∈< U∩G >, co jest niemożliwe. Podsumowuj ↪ac
otrzymujemy, że zbiory S i < U ∩G > s ↪a jednocześnie otwarte i domkni ↪ete.
Ponieważ U jest niepusty, a G spójny, wi ↪ec S = ∅.

�

Lemat 2.4 Niech Γ b ↪edzie grup ↪a krystalograficzn ↪a. Niech Ψ : E(n) → O(n)
b ↪edzie rzutowaniem na pierwsz ↪a wspó lrz ↪edn ↪a. Wówczas Ψ(Γ)0 jest grup ↪a
abelow ↪a.

Dowód: Niech U = B(I, ε) ∗, gdzie ε < 1/4, i γ1 = (A1, a1), γ2 = (A2, a2) ∈
(Ψ−1(U) ∩ Γ). Zdefiniujmy rekurencyjnie ci ↪ag dla i ≥ 2

γi+1 = [γ1, γi].

∗Z defincji można zauważyć, że U jest otoczeniem stabilnym.
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Mamy

γi+1 = ([A1, Ai], (1 − A1AiA
−1
1 )a1 + A1(1 − AiA

−1
1 A−1

i )ai).

St ↪ad Ai+1 = [A1, Ai] oraz || ai+1 ||≤|| 1−Ai |||| a1 || +1
4
|| ai ||. Z lematu 2.2

mamy limi→∞Ai = I, a st ↪ad limi→∞ai = 0. Ponieważ Γ jest dyskretna, wi ↪ec
γi = (I, 0) dla dostatecznie dużych i. Z lematu 2.1 mamy A1A2 = A2A1. Z
dowolności wyboru mamy przemienność elementów w zbiorze Ψ(Γ)0 ∩ U , a

to na podstawie punktu 3 lematu 2.3 dowodzi przemienności grupy Ψ(Γ)0.

�

Definicja 2.3 Niech T b ↪edzie torusem. Generatorem T nazywamy taki ele-
ment g ∈ T , że T = < g >.

Lemat 2.5 Każdy torus grupy ortogonalnej ma generator.

Dowód: Jeżeli T = Rn/Zn, to g = (g1, g2, . . . , gn), gdzie g1, g2, . . . , gn ∈
(0, 1) s ↪a liniowo niezależne nad Q i podprzestrzeń rozpi ↪eta na nich (nad Q)
ma zerowy przekrój ze zbiorem Q. Odpowiadaj ↪acym mu generatorem w gru-
pie ortogonalnej jest element z lożony z obrotów o k ↪aty 2πg1, 2πg2, . . . , 2πgn

dooko la odpowiednich osi.

�

Jako przestrzeń topologiczna grupa E(n) jest iloczynem kartezjańskim prze-
strzeni topologicznych O(n) i Rn. St ↪ad O(n) i Rn można traktować jako
podprzestrzenie przestrzeni E(n), dzi ↪eki utożsamieniu pierwszej z nich z
O(n) × {0}, a drugiej z {I} × Rn. Niech Γ ⊂ E(n) b ↪edzie podgrup ↪a i niech
ΓRn = {γ(I, r) | γ ∈ Γ, r ∈ Rn}. Oznaczmy przez Λ(Γ) zbiór Γ ∩ (ΓRn)0.

Jest jasne, że (ΓRn) = Ψ(Γ) × Rn oraz (ΓRn)0 = Ψ(Γ)0 × Rn.

Lemat 2.6 Niech Γ b ↪edzie dyskretn ↪a podgrup ↪a grupy E(n). Wówczas:

1. Λ(Γ) jest abelow ↪a podgrup ↪a normaln ↪a i grupa ilorazowa Γ/Λ(Γ) jest
skończona.

2. Istnieje torus T ⊂ O(n) i podprzestrzeń W ⊂ Rn, takie że

(i) T dzia l a trywialnie na W,

(ii) Λ(Γ) ⊂ T ×W,

(iii) Λ(Γ) = A×B, gdzie A jest skończon ↪a grup ↪a abelow ↪a, a B – dyskretn ↪a
i kozwart ↪a podgrup ↪a W.
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Dowód: 1. Mamy

ΓRn/(ΓRn)0 = Ψ(Γ) × Rn/Ψ(Γ)0 × Rn ' Ψ(Γ)/Ψ(Γ)0.

Ponieważ grupa Ψ(Γ) ⊂ O(n) jest zwarta, wi ↪ec grupa Ψ(Γ)/Ψ(Γ)0 jest
skończona. Wystarczy teraz zauważyć, że grupa Γ/Λ(Γ) jest podgrup ↪a, z
dok ladności ↪a do monomorfizmu, grupy ΓRn/(ΓRn)0. Abelowość grupy Λ(Γ)
dowodzimy poniżej.

2. Niech U ⊂ O(n) b ↪edzie otoczeniem stabilnym. Z rozważań poprze-
dzaj ↪acych lemat 2.2 i z lematu 2.3 (3) wnioskujemy, że Ψ(Γ)0 =< U∩Ψ(Γ)0 >
jest pewnym torusem T . Niech

W = {x ∈ Rn | ∀g ∈ T, gx = x},∆ = Γ ∩ Rn.

Twierdzimy, że ∆ ⊂ W. Niech δ ∈ ∆. Ponieważ Λ(Γ) E Γ, wi ↪ec [Γ, δ] ⊂ Γ.
Ponadto dla każdego γ ∈ Γ i a ∈ Rn mamy [γta, δ] = [γ, δ]. St ↪ad

[ΓRn, δ] ⊂ [Γ, δ].

Po domkni ↪eciu mamy zawieranie [T, δ] ⊂ [Γ, δ]. Ponieważ zbiór [T, δ] jest jed-
nocześnie dyskretny i spójny, wi ↪ec [T, δ] = id. St ↪ad dla każdego g ∈ T, gδ = δg
i po ewaluacji w zerze gδ(0) = δ(0). Otrzymalísmy zawieranie ∆ ⊂ W. Kon-
tynuuj ↪ac, oznaczmy przez g generator torusa T. Ponadto niech W⊥ b ↪edzie
ortogonalnym dope lnieniem przestrzeni W w Rn. Oczywíscie odwzorowa-
nie (g − I) jest injekcj ↪a na przestrzeni W⊥. Ponieważ zbiór odwzorowań
różnowartościowych jest otwarty w zbiorze wszystkich odwzorowań linio-
wych, wi ↪ec istnieje element h ∈ Ψ(Γ), taki że h|W = idW .

Niech γ0 = (h, x) ∈ Λ(Γ) jest takie, że x ∈ W (tzn. h(x) = x).
Przypuśćmy, że dla każdego (h, y) ∈ Λ(Γ), y 6∈ W. Pokażemy, że istnieje b ∈
Rn, takie że (I, b)(h, y)(I,−b) = (h, y+b−hb) i h(y+b−hb) = y+b−hb. Pro-
ste wyliczenie pokazuje, że b = (h− I)−1(y). St ↪ad, ewentualnie po sprz ↪eżeniu
przez odpowiedni ↪a translacj ↪e, istnieje element γ0. B ↪edzie on wykorzystany
do pokazania, że ∀γ = (A, a) ∈ Λ(Γ), a ∈ W. Przypuśćmy, że element a nie
należy do podprzestrzeni W. Wówczas [γ0, γ] = (id, ha − a) ∈ Γ ∩ Rn =
∆ ⊂ W. Ponieważ (ha − a) 6∈ W , wi ↪ec otrzymalísmy sprzeczność.∗ St ↪ad
Λ(Γ) ⊂ T ×W.

∗Jeżeli (h − I)a ∈ W, to (h − I)2a = 0. Ale z wyboru (h − I) jest różnowartościowe,
otrzymujemy wi

↪
ec sprzeczność.
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W dowodzie punktu 2(iii), niech Φ : T × W → W oznacza rzutowanie
na drug ↪a wspó lrz ↪edn ↪a. Z definicji Φ(Λ(Γ)) = Γ ∩ Rn jest grup ↪a dyskretn ↪a i
Λ(Γ) ' A× Zn. Tutaj A = Λ(Γ) ∩ T.

�

Zakończymy teraz dowód pierwszego twierdzenia Bieberbacha. Z lematu
2.6 (2), zastosowanego do grupy krystalograficznej Γ, wystarczy udowodnić,
że W = Rn. Wykorzystamy w tym celu za lożenie o zwartości przestrzeni
orbit Rn/Γ. Ponieważ [Γ : Λ(Γ)] < ∞, wi ↪ec także przestrzeń Rn/Λ(Γ) jest
zwarta. St ↪ad istnieje zwarty obszar fundamentalny 0 ∈ F ⊂ Rn, taki że
Λ(Γ)(F ) = Rn. Z definicji oznacza to, że ∀x ∈ Rn, ∃γx ∈ Λ(Γ), takie że

γx(x) ∈ F.

W szczególności ∀x ∈ Rn, ∃m ∈ N, takie że || γx(x) ||< m ∗. Niech 0 6= x ∈
W⊥. Możemy za lożyć, że || x ||= 2m. Niech γx = (A, a) ∈ Λ(Γ). Z za lożenia
< a, x >= 0. Ponadto

|| γx(x) ||2= 〈γx(x), γx(x)〉 =

= 〈Ax+ a, Ax + a〉 = (〈x, x〉 + 〈a, a〉) >|| x || .
Otrzymalísmy sprzeczność. St ↪ad W = Rn, T = {I}† i Λ(Γ) = Γ ∩ Rn.

�

Zanim udowodnimy drugie i trzecie twierdzenie Bieberbacha, przedstawmy
ważny rezultat H. Zassenhausa z roku 1947.

Twierdzenie 2.2 (Zassenhausa) Grupa Γ jest izomorficzna z grup ↪a krysta-
lograficzn ↪a wymiaru n wtedy i tylko wtedy, gdy ma normaln ↪a woln ↪a i maksy-
maln ↪a podgrup ↪e abelow ↪a Zn skończonego indeksu.

Dowód: Jeżeli Γ jest grup ↪a krystalograficzn ↪a wymiaru n, to trzeba tylko
udowodnić, że podgrupa translacji jest maksymalna. Niech dowolny element
(A, a) ∈ Γ ⊂ E(n) b ↪edzie przemienny z dowoln ↪a translacj ↪a grupy Γ. Jest

∗m = supx,y∈F || x − y || .
†T dzia la trywialnie na Rn.
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0 0 0

↓ ↓ ↓
0 → Zn → Γ → H → 0

↓ ↓ ↓‖
0 → Rn → Γ → H → 0

↓‖ ↓ ↓ hΓ

0 → Rn → A(n) → GL(n, R) → 0

Diagram 2.1

oczywiste, że wówczas A = I. Zak ladamy teraz, że mamy dowoln ↪a abstrak-
cyjn ↪a grup ↪e Γ, definiuj ↪ac ↪a krótki ci ↪ag dok ladny grup

0 → Zn → Γ → H → 0,

ze skończon ↪a grup ↪a H. Grup ↪e abelow ↪a Zn można rozpatrywać jako podgrup ↪e
przestrzeni wektorowej Rn. St ↪ad otrzymujemy diagram 2.1, w którym wszyst-
kie pionowe strza lki s ↪a monomorfizmami. Ponadto środkowy poziomy ci ↪ag
grup jest rozszczepialny ∗. Do definicji środkowego pionowego ci ↪agu grup,
Γ → Γ → A(n) = GL(n,R) n Rn, wykorzystujemy w lasności grupy Γ, które
definiuj ↪a reprezentacj ↪e holonomii

hΓ : H → GL(n,Z) ⊂ GL(n,R).

∀g ∈ H, hΓ(g)(ei) = geig
−1. Tutaj ei ∈ Zn jest baz ↪a standardow ↪a, a g oznacza

dowolny element grupy Γ odwzorowywany na g. Ponieważ podgrupa abelowa
Zn jest maksymalna, wi ↪ec reprezentacja holonomii jest monomorfizmem. Do
zakończenia dowodu wystarczy zauważyć, że dowolna skończona grupa ma-
cierzy kwadratowych rzeczywistych wymiaru n, w odpowiedniej bazie, jest
grup ↪a macierzy ortogonalnych.

�

Definicja 2.4 Grup ↪e H z powyższego twierdzenia nazywamy grup ↪a holono-
mii grupy krystalograficznej Γ.

∗H2(H, Rn) = 0.
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Przedstawimy teraz dowód drugiego twierdzenia Bieberbacha. Z twierdzenia
Zassenhausa-Jordana (zob. [21]) wynika, że dla dowolnej grupy skończonej
H, istnieje skończona liczba parami nieizomorficznych H-modu lów Zn. Udo-
wodnimy silniejszy rezultat.

Twierdzenie 2.3 Dla danego n, istnieje skończona liczba klas sprz ↪eżoności
skończonych podgrup grupy GL(n,Z).

Dowód ([17, cz. 6, rozdz. I, s. 37-39]): Niech ρ : Zn × Zn → Z b ↪edzie
form ↪a dwuliniow ↪a, symetryczn ↪a, niezdegenerowan ↪a i dodatnio określon ↪a, o
macierzy B w pewnej bazie. Niech

Gρ = {g ∈ GL(n,Z) | B = gBgT},
gdzie, przypomnijmy, gT oznacza macierz transponowan ↪a macierzy g. Nie-
trudno zauważyć, że podgrupa G grupy GL(n,Z) jest skończona wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje pewna dwuliniowa, symetryczna, niezdegenerowana
i dodatnio określona forma α na Zn, taka że G ⊂ Gα. Dwuliniow ↪a form ↪e
definiujemy jako Σg∈Gg

Tg. Z drugiej strony, dyskretna podgrupa grupy orto-
gonalnej, która jest zbiorem odwzorowań liniowych zachowuj ↪acych dodatni ↪a,
symetryczn ↪a i niezdegenerowan ↪a form ↪e kwadratow ↪a, jest skończona (zob. [17,
stwierdzenie 6.2, s. 37]).

Niech L ⊂ Rn b ↪edzie kozwart ↪a, dyskretn ↪a podgrup ↪a (krat ↪a), generowan ↪a
przez elementy b1, b2, . . . , bn, i niech

P = {Σi=n
i=1ribi | 0 ≤ ri ≤ 1}.

Z definicji vol(P ) =
∫

P
dx1dx2 . . . dxn = vol(L). Ponadto z algebry liniowej

mamy

vol(L) =| det(b1, b2, . . . , bn) |=
√

det(〈bi, bj〉).
Można pokazać, że każd ↪a par ↪e (Zn, ρ), gdzie ρ jest odpowiedni ↪a form ↪a, możemy
traktować jak krat ↪e w Rn o obj ↪etości jeden, a ρ jako iloczyn skalarny 〈, 〉 w
Rn ' Zn ⊗ Rn.

Potrzebny nam b ↪edzie fakt, którego dowód b ↪edzie konsekwencj ↪a poniższego
lematu, nazywanego w literaturze twierdzeniem Minkowskiego.

Lemat 2.7 Niech K ⊂ Rn b ↪edzie wypuk lym podzbiorem przestrzeni euklide-
sowej, takim że jeżeli x ∈ K, to −x ∈ K. Niech L b ↪edzie dowoln ↪a krat ↪a w
Rn. Wówczas, jeżeli

vol(K) > 2nvol(L),
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to K zawiera niezerowy punkt kraty L.

Dowód: Rozważmy rzutowanie

p : Rn → Rn/L.

Niech K/2 = {(x/2) | x ∈ K}. Ponieważ vol(K/2) = 1
2n vol(K), wi ↪ec z

za lożenia mamy
vol(K/2) > vol(L).

St ↪ad obci ↪ecie p do K/2 nie jest odwzorowaniem różnowartościowym. Ozna-
cza to istnienie elementów (x/2), (y/2) ∈ K/2, takich że p(x/2) = p(y/2).
W konsekwencji 0 6= (x/2)− (y/2) ∈ L. Jednocześnie punkt (x/2− y/2) jest
środkiem odcinka  l ↪acz ↪acego punkt x z punktem −y i, co wynika z w lasności
zbioru K, jego elementem. To kończy dowód lematu.

�

Oznaczmy przez B(r) domkni ↪et ↪a kul ↪e o promieniu r. Niech

ωn =
vol(B(r))

rn
.

Z ostatniego lematu mamy, że dla rn > 2n

ωn
i kraty L o obj ↪etości jeden, zbiór

B(r) ∩ L jest niepusty. St ↪ad dla cn określonego równości ↪a

cn =
4

(ωn)
2
n

ma miejsce poniższy fakt.

Fakt: Istnieje liczba cn, taka że każda krata L ⊂ Rn o obj ↪etości jeden zawiera
punkt x0 6= 0, spe lniaj ↪acy nierówność

< x0, x0 > ≤ cn.

Do sformu lowania nast ↪epnego lematu b ↪edzie nam potrzebna definicja.

Definicja 2.5 Niech ρ, ρ′ : Zn × Zn → Z oznaczaj ↪a symetryczne odwzoro-
wania dwuliniowe (formy kwadratowe). Mówimy, że ρ i ρ′ s ↪a izomorficzne,
jeżeli istnieje izomorfizm grup f : Zn → Zn, taki że ∀m,n ∈ Zn, ρ(m,n) =
ρ′(f(m), f(n)).
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Lemat 2.8 (twierdzenie Eisensteina, Hermite, Jordana) Istnieje tylko skoń-
czenie wiele, z dok ladności ↪a do izomorfizmu, symetrycznych, niezdegenero-
wanych i dodatnio określonych odwzorowań dwuliniowych z Zn × Zn do Z.

Dowód: B ↪edziemy stosować indukcj ↪e. Dla n = 1 dowód jest oczywisty.

Ponadto, z tego co powiedzielísmy powyżej, wystarczy udowodnić nasz
lemat dla krat o obj ↪etości jeden. Za lóżmy, że lemat jest prawdziwy dla
wymiarów < n. Niech L ⊂ Rn b ↪edzie dowoln ↪a krat ↪a o obj ↪etości jeden i

L0 = {y ∈ L | 〈x0, y〉 ≡ 0mod〈x0, x0〉},

gdzie x0 jest elementem z powyższego faktu. Dla y ∈ L0, mamy

〈y, x0〉/〈x0, x0〉 ∈ Z.

St ↪ad element y − (〈y, x0〉/〈x0, x0〉)x0 należy do L0 i jest ortogonalny do x0.
Zatem L0 jest ortogonaln ↪a sum ↪a prost ↪a podprzestrzeni X = gen< x0 > i
X⊥ = {x ∈ L0 | 〈x, x0〉 = 0} = X1. Tutaj gen< x0 > oznacza podprzestrzeń
generowan ↪a przez element x0. Z za lożenia indukcyjnego wynika, że lemat jest
prawdziwy dla X i X1. St ↪ad jest tylko skończona ilość izomorficznych form
kwadratowych na L0. Ponieważ indeks | L : L0 | spe lnia nierówność

| L : L0 |≤ 〈x0, x0〉 < cn,

wi ↪ec liczba form kwadratowych na kracie L jest także ograniczona.

�

Aby zakończyć dowód drugiego twierdzenia Bieberbacha, zauważmy, że dla
danego H modu lu Zn ilość krótkich ci ↪agów dok ladnych

0 → Zn → Γ → H → 0

jest ograniczona (zob. [5, wniosek 10.12, s. 373]) liczb ↪a elementów grupy
skończonej H2(H,Zn). To kończy dowód drugiego twierdzenia Bieberbacha.

�

W celu przeprowadzenia dowodu trzeciego twierdzenia Bieberbacha za lóżmy,
że mamy izomorfizm h : Γ → Γ′ dwóch grup krystalograficznych wymiaru n.
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Obci ↪ecie h|(Γ ∩ Rn) tego izomorfizmu do podgrupy translacji jednoznacznie
wyznacza odwzorowanie liniowe reprezentowane przez macierz A ∈ GL(n,R).
Niech (γ, a) ∈ Γ. Po lóżmy h(γ, a) = (r, c) ∈ Γ′. Mamy

h((γ, a)(I, ei)(γ
−1,−γ−1a)) = (I, Aγ(ei)).

Z definicji rAγ(ei) = Aγ(ei), dla i = 1, 2, . . . , n. St ↪ad r = AγA−1. Sprz ↪egaj ↪ac
izomorfizm h, przez odpowiedni ↪a macierz z grupy GL(n,R), możemy przyj ↪ać,
że macierz A jest identyczności ↪a. Niech h(γ, a) = (γ, a′) ∈ Γ′. Zwykle a 6= a′.
Po lóżmy γ′′ = (γ, a − a′).  Latwo udowodnić, że odwzorowanie h̄ : Γ →
A(n), zdefiniowane wzorem h(γ, a) = γ ′′, jest homomorfizmem i kerh =
Γ∩Rn. Stwierdzenie 1.8 zapewnia istnienie punktu sta lego x0 ∈ Rn, dzia lania
skończonej grupy liniowej h̄(Γ) na przestrzeni Rn. Mamy x0 = γ′′(x0) =
γ(x0) + a − a′. St ↪ad a = −γ(x0) + a′ + x0, dla wszystkich γ ∈ Γ. W końcu,
dla dowolnego x ∈ Rn, otrzymujemy

(I, x0)(γ, a
′)(I,−x0)x = (I, x0)(γ(x− x0) + a′) =

γ(x) − γ(x0) + a′ + x0 = (γ, a)x.

Zatem (I, x0)Γ
′(I,−x0) = Γ (por. [62, s. 123]). St ↪ad izomorfizm h ma

ż ↪adane w lasności, tzn. jest sprz ↪eżeniem w grupie A(n).

�

Jako dodatek do twierdzeń Bieberbacha, udowodnimy dwa stwierdzenia o
w lasnościach skończonych grup macierzowych. Chociaż drugie jest  latwym
wnioskiem z lematów w dowodzie drugiego twierdzenia Bieberbacha, przyta-
czamy je ze wzgl ↪edu na interesuj ↪acy dowód.

Stwierdzenie 2.1 (twierdzenie Jordana) Istnieje liczba ν(n), taka że do-
wolna podgrupa skończona F grupy ortogonalnej O(n) ma normaln ↪a podgrup ↪e
abelow ↪a A(F ) indeksu mniejszego od ν(n).

Dowód: Niech U = B(I, ε) b ↪edzie stabilnym otoczeniem identyczności grupy
O(n) i U ′ = B(I, ε

2
). Po lóżmy ν(n) tak, aby µ(U ′) > 1

ν(n)
. Tutaj µ() oznacza

miar ↪e Haara na O(n). Ponadto niech A(F ) =< U ∩ F > . Z lematu 2.3(1)
wynika, że podgrupa A(F ) jest normalna, a z lematu 2.4 – że jest także
abelowa. Z za lożenia F/A(F ) = {[f1], [f2], . . . , [fm]}, gdzie [f ] oznacza klas ↪e
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abstrakcji elementu f ∈ F. Z definicji, jeżeli [fi] 6= [fj], to fiU
′ ∩ fjU

′ =6 0.
St ↪ad

mµ(U ′) = Σm
i=1µ(fiU

′) ≤ 1

i | F/A(F ) |= m ≤ 1
µ(U ′)

< ν(n).

�

Stwierdzenie 2.2 Istnieje tylko skończona liczba parami nieizomorficznych,
skończonych podgrup grupy GL(n,Z).

Dowód [24]: Niech p oznacza nieparzyst ↪a liczb ↪e pierwsz ↪a. Udowodnimy, że
j ↪adro naturalnego homomorfizmu

φ : GL(n,Z) → GL(n,Z/pZ)

jest beztorsyjne. Niech macierz A 6= I należy do kerφ. Mamy A = I + pB,
gdzie B ∈M(n,Z) ∗. Przypuśćmy, że istnieje liczba pierwsza q, taka że

Aq = (I + pB)q = I + pqB +

(
q

2

)

p2B2 + · · · + pqBq = I.

Po redukcji otrzymujemy

qB +

(
q

2

)

pB2 +

(
q

3

)

p2B3 + · · · + pq−1Bq = 0.

Niech α b ↪edzie maksymaln ↪a liczb ↪a o takiej w lasności, że pα dzieli wszyst-
kie wspó lczynniki macierzy B. Ponieważ każdy wyraz macierzy pB2 jest po-
dzielny przez p2α+1, wi ↪ec elementy macierzy qB s ↪a podzielne przez p2α+1. St ↪ad
jeżeli p 6= q, to z maksymalności α mamy 2α + 1 ≤ α, co jest niemożliwe.
Jeżeli natomiast p = q, to 2α ≤ α i α = 0. Ponadto mamy

B +

(
p

2

)

B2 +

(
p

3

)

pB3 + · · · + pp−2Bp = 0.

Ponieważ liczba pierwsza p jest nieparzysta, wi ↪ec p |
(

p
2

)
i p dzieli pozosta le

sk ladniki ostatniej sumy. St ↪ad p dzieli wyrazy macierzy B i α ≥ 1. Otrzy-
mana sprzeczność dowodzi beztorsyjności j ↪adra kerφ. W szczególności, każda
skończona podgrupa grupy GL(n, Z) ma trywialny przekrój z j ↪adrem φ i jest
izomorficzna z pewn ↪a podgrup ↪a grupy skończonej GL(n,Z3).

�

∗M(n, Z) oznacza zbiór macierzy kwadratowych stopnia n o wyrazach ca lkowitych.
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Przyk lad 2.2 Niech Γ ⊂ E(n) b ↪edzie beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a.
Przestrzeń orbit Rn/Γ jest rozmaitości ↪a. Jeżeli pominiemy za lożenie beztor-
syjności, to przestrzeń orbit Rn/Γ nazywamy orbifoldem.

Rozmaitości (orbifoldy)zdefiniowane w powyższym przyk ladzie nazywaj ↪a si ↪e
p laskimi. Nazwa ma zwi ↪azek z geometri ↪a Riemanna, w której przestrzeń eu-
klidesowa Rn ma krzywizn ↪e sekcyjn ↪a zero, co potocznie nazywa sie p laskości ↪a
(zob. [60]).

W algebrze liniowej orientacj ↪a przestrzeni wektorowej nazywamy wybór
bazy. Dwie orientacje s ↪a zgodne, jeśli macierz przej́scia z jednej bazy do
drugiej ma dodatni wyznacznik.

Definicja 2.6 Rozmaitość nazywamy orientowaln ↪a, jeżeli istnieje atlas, w
którym wszystkie funkcje przej́scia zachowuj ↪a wybran ↪a orientacj ↪e przestrzeni
Rn.

Przyk lad 2.3 Rozmaitości Rn,Cn,CP n, Sn, T n s ↪a orientowalne. Rozma-
itość RP n oraz butelka Kleina nie s ↪a orientowalne.

Kończ ↪ac t ↪e cz ↪eść wprowadźmy jeszcze jedno kluczowe określenie.

Definicja 2.7 Beztorsyjn ↪a grup ↪e krystalograficzn ↪a nazywamy grup ↪a Bieber-
bacha.

Ćwiczenie 2.1 Udowodnić, że jeżeli ci ↪ag le odwzorowanie f : X → Y pomi ↪edzy
przestrzeniami topologicznymi jest domkni ↪ete i ’na’, to X jest zwarta wtedy i tylko
wtedy, gdy Y jest zwarta.

Ćwiczenie 2.2 Udowodnić, że jeżeli Γ jest beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a
wymiaru n, to odwzorowanie rzutowania (ilorazowe)

Rn → Rn/Γ

jest nakryciem. Ponadto przestrzeń orbit Rn/Γ jest rozmaitości ↪a.

Ćwiczenie 2.3 1. Udowodnić, że jeśli G ⊂ O(n) jest podgrup ↪a, to jej domkni ↪ecie
G jest także podgrup ↪a grupy O(n).

2 (por. ćwiczenie 2.4 (5)). Opisać dyskretne podgrupy grupy Rn. Kiedy taka
podgrupa jest kozwarta?
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Ćwiczenie 2.4 1. Udowodnić, że maksymalna spójna abelowa podgrupa grupy
O(n) jest torusem, tzn. (S1)k, dla pewnego k ∈ N.

2. Udowodnić, że jeżeli G jest domkni ↪et ↪a podgrup ↪a grupy ortogonalnej O(n),
to G0 jest jej dzielnikiem normalnym o skończonym indeksie (por. [1, twierdzenie
2.26-7]).

3. Niech Γ ⊂ E(n) b ↪edzie podgrup ↪a grupy izometrii przestrzeni Rn. Udo-
wodnić, że (ΓRn) = Ψ(Γ) × Rn, gdzie Ψ : E(n) → O(n), jest rzutowaniem na
pierwsz ↪a wspó lrz ↪edn ↪a.

4. Udowodnić, że dla dowolnego elementu (A, a) ∈ E(n) istnieje b ∈ Rn, takie
że tb(A, a)t−b = (A, c) i A(c) = c.

5. Udowodnić, że dyskretna i kozwarta podgrupa Rn jest izomorficzna z Zn.

Ćwiczenie 2.5 1. Niech G1 ⊂ G ⊂ E(n) b ↪edzie ci ↪agiem podgrup. Udowodnić,
że jeżeli G jest kozwarta, G1 E G o skończonym indeksie, to G1 jest kozwart ↪a
podgrup ↪a grupy E(n).

2. Niech Γ b ↪edzie podgrup ↪a grupy E(n). Udowodnić, że funkcja F : Rn/Γ → R,
zdefiniowana wzorem F ([x]) = infγ∈Γ{|| γx ||}, jest dobrze zdefiniowana i ci ↪ag la.

Ćwiczenie 2.6 Udowodnić, że w twierdzeniu Zassenhausa maksymalność pod-
grupy Zn w grupie Γ jest równoważna wierności reprezentacji holonomii hΓ, zde-
finiowanej w dowodzie twierdzenia.

Ćwiczenie 2.7 [17, ćwiczenie 6.7, s. 38] Pokazać, że każd ↪a par ↪e (Zn, ρ), gdzie ρ
jest odpowiedni ↪a form ↪a, możemy traktować jak krat ↪e w Rn o obj ↪etości jeden, a ρ
jako iloczyn skalarny 〈, 〉 w Rn.

Ćwiczenie 2.8 [17, ćwiczenie 6.8, s. 38] Niech L i L0 b ↪ed ↪a kratami z lematu 2.8,
a x0 punktem z L zdefiniowanym przed definicj ↪a 2.5. Pokazać, że

| L : L0 |< 〈x0, x0〉.

Ćwiczenie 2.9 Udowodnić, że powyżej (w dowodzie trzeciego twierdzenia Bieber-
bacha) zdefiniowane odwzorowanie h : Γ → A(n) jest homomorfizmem i ker h =
Γ ∩ Rn.

Ćwiczenie 2.10 Uzupe lnić dowód twierdzenia Jordana.



3. Metody klasyfikacji

Opiszemy teraz beztorsyjne grupy krystalograficzne, wymiaru dwa i trzy. S ↪a
tylko dwie dwuwymiarowe p laskie rozmaitości – torus i butelka Kleina (zob.
przyk lad 2.1).

W wymiarze trzy mamy dziesi ↪eć p laskich rozmaitości. B ↪edziemy opi-
sywać je kolejno. Jest sześć grup Bieberbacha wymiaru trzy z cyklicznymi
grupami holonomii (zob. na przyk lad [60, s. 125]) – trzy (jedna orientowalna)
z grup ↪a holonomii Z2 i po jednej (wszystkie orientowalne) z grup ↪a holono-
mii, odpowiednio, Z3,Z4,Z6. Ponadto mamy orientowalny torus i trzy grupy
Bieberbacha wymiaru trzy z grup ↪a holonomii Z2 × Z2 (jedna orientowalna).

Niech A1 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 . Definiujemy

Γ1 =< (A1, (1/2, 0, 0)), (I, (0, 1, 0)), (I, (0, 0, 1))>⊂ E(3).

Orientowalny platycosm R3/Γ1, z grup ↪a holonomii Z2, jest nazywany ∗ di-
cosm (zob. [22]). Odpowiada on rozmaitości oznaczonej G1 w [60].

Niech A2 =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 . Definiujemy

Γ2 =< (A2, (1/2, 0, 0)), (I, (0, 1, 0)), (I, (0, 0, 1))>⊂ E(3).

Nieorientowalny platycosm R3/Γ2, z grup ↪a holonomii Z2, jest nazywany first
amphicosm ([22]; B1 w [60]).

Niech A3 =





1 0 0
0 0 1
0 1 0



 . Definiujemy

Γ3 =< (A3, (1/2, 0, 0)), (I, (0, 1, 0)), (I, (0, 0, 1))>⊂ E(3).

∗Wed lug J. Conwaya [22], nasz wszechświat (cosmos) zbudowany jest z 3-rozmaitości
p laskich, tzw. platycosms.
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Nieorientowalny platycosm R3/Γ3, z grup ↪a holonomii Z2, jest nazywany se-
cond amphicosm ([22]; B2 w [60]).

Niech C1 =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 , C2 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 . Definiujemy

Γ4 =< (C1, (1/2, 0, 0)), (C2, (0, 0, 1/2)), (I, (0, 1, 0)) >⊂ E(3).

Nieorientowalny platycosm R3/Γ4, z grup ↪a holonomii Z2×Z2, jest nazywany
first amphidicosm ([22]; B3 w [60]).

Niech D1 =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 , D2 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 . Definiujemy

Γ5 =< (D1, (1/2, 1/2, 0)), (D2, (0, 0, 1/2)), (I, (0, 1, 0)) >⊂ E(3).

Nieorientowalny platycosm R3/Γ5, z grup ↪a holonomii Z2×Z2, jest nazywany
second amphidicosm ([22]; B4 w [60]).

Niech A6 =





1 0 0
0 −1 1
0 −1 0



 . Definiujemy

Γ6 =< (A6, (1/3, 0, 0)), (I, (0, 1, 0)), (I, (0, 0, 1))>⊂ E(3).

Orientowalny platycosm R3/Γ6, z grup ↪a holonomii Z3, jest nazywany tricosm
([22]; G3 w [60]).

Niech A7 =





1 0 0
0 0 1
0 −1 0



 . Definiujemy

Γ7 =< (A7, (1/4, 0, 0)), (I, (0, 1, 0)), (I, (0, 0, 1))>⊂ E(3).

Orientowalny platycosm R3/Γ7, z grup ↪a holonomii Z4, jest nazywany tetra-
cosm ([22]; G4 w [60]).
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Niech A8 =





1 0 0
0 1 −1
0 1 0



 . Definiujemy

Γ8 =< (A8, (1/6, 0, 0)), (I, (0, 1, 0)), (I, (0, 0, 1))>⊂ E(3).

Orientowalny platycosm R3/Γ8, z grup ↪a holonomii Z6, jest nazywany hexa-
cosm ([22]; G5 w [60]).

Niech B1 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 , B2 =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 . Definiujemy

Γ9 =< (B1, (1/2, 1/2, 0)), (B2, (0, 1/2, 1/2)) >⊂ E(3).

Orientowalny platycosm R3/Γ9, z grup ↪a holonomii Z2 × Z2, jest nazywany
didicosm ([22]; G6 w [60]).

Niech
Γ10 = Z3.

R3/Γ10 jest torusem nazywanym cubical torocosm [22].

Wprowadzimy teraz poj ↪ecie pierwszej grupy kohomologii. Niech G b ↪edzie
dowoln ↪a grup ↪a, M zaś G-modu lem. Zdefiniujmy grup ↪e HS(G,M) homomor-
fizmów skrzyżowanych jako zbiór

{f : G→M | ∀g1, g2 ∈ G, f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1)},

z dzia laniem dodawania. Ma ona podgrup ↪e HSG(G,M) homomorfizmów
skrzyżowanych g lównych

{f : G→M | ∃a ∈M, ∀g ∈ G, f(g) = ga− a}.

Definiujemy
H1(G,M) = HS(G,M)/HSG(G,M).

Z d lugiego ci ↪agu dok ladnego dla kohomologii, który pochodzi od krótkiego
ci ↪agu dok ladnego G-modu lów

0 → Zn → Rn → Rn/Zn → 0,

mamy izomorfizm H1(G,Rn/Zn) ' H2(G,Zn) (zob. [5, s. 364]).
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Przypomnijmy, że z dowoln ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a Γ jest zwi ↪azany
krótki ci ↪ag dok ladny grup (zob. twierdzenie 2.2)

0 → Zn → Γ
p→ G→ 0,

gdzie podgrupa Zn jest maksymaln ↪a podgrup ↪a abelow ↪a, a G – skończon ↪a.
Powyższy ci ↪ag definiuje tak zwan ↪a reprezentacj ↪e holonomii

hΓ : G→ GL(n,Z).

Jest ona dana wzorem

∀g ∈ G, hΓ(g)(ei) = geig
−1,

gdzie ei ∈ Zn, i = 1, 2, . . . , n, jest standardow ↪a baz ↪a, a p(g) = g, dla g ∈ Γ.

Stwierdzenie 3.1 Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość pomi ↪edzy
grupami krystalogarficznymi wymiaru n, o danej reprezentacji holonomii grupy
skończonej G, a elementami grupy kohomologii H1(G,Rn/Zn).

Dowód ([5, s. 338, twierdzenie 10.7]): Niech Γ ⊂ E(n) b ↪edzie grup ↪a kry-
stalograficzn ↪a wymiaru n, rozważan ↪a powyżej.  Latwo zobaczyć, że jest ona
zbiorem par {(A, s(A)+ t)}, gdzie A ∈ Ψ(Γ), a t ∈ Γ∩Rn. Z twierdzenia 2.2,
z dok ladności ↪a do sprz ↪eżenia w grupie GL(n,R), Ψ(Γ) możemy utożsamić z
obrazem reprezentacji holonomii hΓ. Ponadto

s(A) ∈ {(a1, a2, . . . , an) ∈ Qn | ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, 0 ≤ ai < 1}.

St ↪ad grupie Γ przyporz ↪adkowalísmy element [s()] ∈ H1(G,Rn/Zn). I od-
wrotnie, każdy element [s()] ∈ H1(G,Rn/Zn) definiuje zbiór elementów Π =
{(A, s(A) + z)} ⊂ E(n), gdzie z ∈ Zn. Udowodnienie, że Π jest grup ↪a kry-
stalograficzn ↪a pozostawiamy jako ćwiczenie.

�

Podamy teraz bardzo proste kryterium beztorsyjności grupy krystalograficz-
nej.

Twierdzenie 3.1 Niech Γ b ↪edzie n-wymiarow ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a, a
α ∈ H2(G,Zn) – kocyklem odpowiadaj ↪acym grupie Γ. Wówczas Γ jest grup ↪a
beztorsyjn ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej grupy cyklicznej rz ↪edu pierw-
szego p, Zp ⊂ G, wartość homomorfizmu obci ↪ecia resG

Zp
(α) ∈ H2(Zp,Z

n) jest
różna od zera.
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Dowód: Homomorfizm resG
Zp

: H1(G,Rn/Zn) → H1(Zp,R
n/Zn) oznacza

homomorfizm obci ↪ecia. Klasie kocyklu przyporz ↪adkowujemy klas ↪e rozpa-
trywan ↪a tylko na podgrupie Zp ⊂ G. Wykorzystujemy tutaj utożsamienie
H1(G,Rn/Zn) ' H2(G,Zn). Niech Γ b ↪edzie grup ↪a beztorsyjn ↪a. Przypuśćmy,
że istnieje element g ∈ G, rz ↪edu pierwszego p, taki że resG

<g>(α) = 0. Jest to
równoważne temu, że nast ↪epuj ↪acy krótki ci ↪ag dok ladny grup

0 → Zn → p−1(< g >) →< g >' Zp → 0

si ↪e rozszczepia. Z definicji oznacza to istnienie homomorfizmu grup

h :< g >' Zp → p−1(< g >),

takiego że ph = id(<g>'Zp), gdzie < g >⊂ G jest podgrup ↪e cykliczn ↪a rz ↪edu
p generowan ↪a przez element g. St ↪ad grupa Γ jest torsyjna. Otrzymalísmy
sprzeczność. Dowód w przeciwn ↪a stron ↪e jest podobny.

�

Niech n oznacza liczb ↪e naturaln ↪a. Z drugiego twierdzenia Bieberbacha wiemy,
że istnieje tylko skończona liczba n-wymiarowych grup krystalograficznych,
z dok ladności ↪a do izomorfizmu. St ↪ad problem klasyfikacji ma sens. Przed-
stawimy teraz trzy metody klasyfikacji i ich kolejne kroki.

Pierwsza metoda klasyfikacji – algorytm Zassenhausa [60]:

1. Opisać wszystkie skończone podgrupy grupy GL(n,Z).
2. Opisać wszystkie G-modu ly wierne Zn ∗.
3. Obliczyć H2(G,Zn) = H1(G,Rn/Zn) dla wszystkich grup skończonych

G z punktu 1 i G-modu lów Zn z punktu 2.
4. Określić, które grupy krystalograficzne z punktu 3, zdefiniowane przez

elementy z grupy kohomologii, s ↪a izomorficzne.

Druga metoda klasyfikacji – metoda indukcyjna Calabiego [60], dla grup
beztorsyjnych:

1. Sklasyfikować wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne wymiaru
< n.

2. Opisać wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne Γ wymiaru n,
których abelianizacja Γ/[Γ,Γ] jest skończona.

∗Modu l nazywamy wiernym, jeśli odpowiadaj
↪
aca mu reprezentacja grupy G →

GL(n, Z) jest wierna, czyli różnowartościowa.
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3. Opisać wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne Γ wymiaru n,
zdefiniowane przez krótki ci ↪ag dok ladny grup

0 → Γn−1 → Γ → Z → 0,

gdzie Γn−1 jest dowoln ↪a beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a wymiaru (n−1).
Trzecia metoda klasyfikacji – metoda niezmiennika Vasqueza [51], dla

grup beztorsyjnych, z dan ↪a skończon ↪a grup ↪a holonomii G:

1. Wyznaczyć wartość niezmiennika Vasqueza n(G) i zwi ↪azanych z nim
grup(y) Bieberbacha ΓG wymiaru n(G).

2. Opisać wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne Γ wymiaru n ≥
n(G), wyst ↪epuj ↪ace w ci ↪agu dok ladnym grup

0 → Z(n−n(G)) → Γ → ΓG → 0.

3. Sklasyfikować wszystkie grupy Bieberbacha wymiaru ≤ n(G) z grup ↪a
holonomii G.

Jeśli chodzi o pierwsz ↪a metod ↪e, to jest ona w pewnym sensie najbar-
dziej efektywna. Stosuj ↪ac j ↪a, sklasyfikowano grupy krystalograficzne wy-
miaru mniejszego lub równego 5 (zob. [18]). Jeśli chodzi o wyższe wymiary,
to znana jest (zob. [18]) lista grup beztorsyjnych wymiaru 6.

Wiadomo (zob. [41, s. 16]), że grupa kohomologii H2(G,Z6) może mieć
rz ↪ad 230 = 1073741824, dla pewnej podgrupy skończonej, grupy GL(6,Z).
St ↪ad już w wymiarze 6 ilość grup krystalograficznych jest tak duża, że ich kla-
syfikacja nie jest możliwa bez pomocy komputera. W istocie pierwsza metoda
jest pewnym algorytmem. Jej punkt 1 jest realizowalny w wymiarach mniej-
szych niż 30. Jeśli chodzi o punkt 3, to znany jest algorytm na wyznaczenie
drugiej grupy kohomologii. W programie GAP [28] istnieje pakiet Carat,
bazuj ↪acy na algorytmie Zassenhausa, który pozwala znaleźć list ↪e grup kry-
stalograficznych, ma lych wymiarów, z dan ↪a grup ↪a holonomii. Dok ladniejsze
omówienie tej metody można znaleźć w pracy W. Pleskena [43] (zob. także
[18]).

Druga metoda klasyfikacji ma swoje źród lo w poniższym stwierdzeniu E.
Calabiego. Korzystaj ↪ac z niej uda lo mu si ↪e opisać wszystkie p laskie rozma-
itości wymiaru cztery (por. [16] i [31]).

Stwierdzenie 3.2 (Calabiego) Niech Γ b ↪edzie beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalo-
graficzn ↪a wymiaru n. Ponadto niech b ↪edzie dany epimorfizm f : Γ → Z.



Metody klasyfikacji 37

Wówczas j ↪adro Γ′ tego homomorfizmu jest beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a
wymiaru n− 1.

Dowód: Mamy diagram 3.1. Ponieważ Γ′∩Zn ⊂ Zn, wi ↪ec Γ′∩Zn jest woln ↪a
grup ↪a abelow ↪a. Ponadto jest ona podgrup ↪a o skończonym indeksie w grupie
Γ′. St ↪ad, wobec beztorsyjności grupy Γ, grupa Γ′ jest krystalograficzna. Po-
zostaje pokazać, że wymiar grupy Γ′ jest równy n−1. Przypuśćmy, że wymiar
grupy Γ′ jest mniejszy od (n− 1). Wówczas z diagramu 3.1 wynika, że ranga
grupy (Zn/(Γ′ ∩ Zn) by laby wi ↪eksza od 2. Co jest niemożliwe, ze wzgl ↪edu
na różnowartościowość homomorfizmu g. Analogicznie, gdyby wymiar grupy
Γ′ by l równy n, to grupa Zn/(Γ′ ∩ Zn) by laby skończona lub trywialna. W
pierwszym przypadku mamy sprzeczność z monomorficzności ↪a homomorfi-
zmu g, a w drugim – z epimorficzności ↪a homomorfizmu f i maksymalności ↪a
podgrupy Zn w grupie Γ.

0 0 0

↓ ↓ ↓
0 → Γ′ ∩ Zn → Zn → Zn/(Γ′ ∩ Zn) → 0

↓ ↓ ↓ g

0 → Γ′ → Γ
f→ Z → 0

↓ ↓ ↓
0 → G′ → G → G/G′ → 0

↓ ↓ ↓
0 0 0

Diagram 3.1

�

Aby przybliżyć drug ↪a i trzeci ↪a metod ↪e klasyfikacji grup krystalograficznych,
b ↪ed ↪a nam potrzebne nowe definicje i poj ↪ecia. Szczegó lowo można si ↪e z nimi
zapoznać na przyk lad w monografiach [5] i [12].

Definicja 3.1 Niech P,M,N b ↪ed ↪a R-modu lami, gdzie R jest pierścieniem.
W naszej sytuacji jest to najcz ↪eściej pierścień grupowy. Mówimy, że P jest
modu lem projektywnym, jeżeli dla dowolnego epimorfizmu π : M → N i
homomorfizmu φ : P → N istnieje odwzorowanie ψ : P → M, takie że
φ = πψ.
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Przyk lad 3.1 Każdy modu l wolny jest projektywny.

Definicja 3.2 Rezolwent ↪a projektywn ↪a F,R modu lu Z nazywamy dowolny
ci ↪ag dok ladny

→ Fi → Fi−1 → · · · → F1 → F0 → Z → 0

modu lów projektywnych Fi, gdzie i = 0, 1, 2, . . .

Możemy teraz zdefiniować homologie grupy G. Niech F → Z b ↪edzie G-
rezolwent ↪a projektywn ↪a trywialnego G-modu lu Z.

Definicja 3.3

Hi(G,M) = Hi(F ⊗G M),

H i(G,M) = H i(HomG(F,M)).

Przyk lad 3.2 Niech C =< σ > b ↪edzie grup ↪a cykliczn ↪a rz ↪edu n, M – do-
wolnym C-modu lem. Wówczas

H2(C,M) = MC/IM,

gdzie IM = {(1+σ+σ2 + · · ·+σn−1)m | m ∈M}, a MC = {m ∈M | σm =
m}.

B ↪edzie nam potrzebny tzw. lemat Shapiro. Wprowadźmy poj ↪ecie modu lu
indukowanego.

Definicja 3.4 ([12]) Niech H ⊂ G b ↪edzie podgrup ↪a grupy G i [G : H] =
n <∞. Niech M b ↪edzie dowolnym H-modu lem. Wówczas

IndG
HM = ⊕g∈G/HgM,

gdzie dla ḡ ∈ G/H i ḡi ∈ G/H, i = 1, 2, 3, . . . , n mamy

ḡ(ḡ1m1, ḡ2m2, . . . , ḡnmn) = ( ¯gg1m1, ¯gg2m2, . . . , ¯ggnmn) ∈ ⊕g∈G/HgM.

Ponadto dzia lanie na ,,wspó lrz ↪ednych” jest nast ↪epuj ↪ace: niech ggi = gjh,
wówczas g(gimi) = gjhmi. Tutaj wspó lrz ↪edn ↪a ,,wyznacza” element gi, i =
1, 2, . . . , n.

Uwaga: Jeżeli grupy G iH s ↪a skończone, to G-modu l IndG
HM jest oznaczany

także przez CoindG
HM.
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Twierdzenie 3.2 (lemat Shapiro [12]) Niech M,G,H b ↪ed ↪a jak powyżej.
Wówczas

H∗(H,M) ' H∗(G, Ind
G
HM)

oraz

H∗(H,M) ' H∗(G,CoindG
HM).

Dowód: Zobacz [12, stwierdzenie 6.2].

�

Niech G b ↪edzie grup ↪a skończon ↪a, a X – zbiorem jej klas sprz ↪eżoności cyklicz-
nych podgrup rz ↪edu pierwszego p.

Definicja 3.5 Niech n ≥ 1 b ↪edzie liczb ↪a naturaln ↪a. G-krat ↪a nazywamy
dowolny G-modu l izomorficzny z beztorsyjn ↪a grup ↪a abelow ↪a Zn.

Przyk lad 3.3 Nast ↪epuj ↪acy G-modu l

S = ⊕C∈X ind
G
CZ

jest G-krat ↪a.

Wprowadzimy teraz poj ↪ecie, którego charakterystyka zosta la podana w twier-
dzeniu 3.1.

Definicja 3.6 Element α ∈ H2(G,Zn) nazywamy specjalnym, kiedy defi-
niuje beztorsyjn ↪a grup ↪e krystalograficzn ↪a.

Niech h : M → N oznacza dowolny G-homomorfizm (ZG-homomorfizm) G-
modu lów M,N. Przez h∗ : H2(G,M) → H2(G,N) oznaczamy homomorfizm
indukowany z definicji, na grupach kohomologii grupy G.

Definicja 3.7 Niech M b ↪edzie dowoln ↪a G-krat ↪a. G-krata L ma w lasność
S, jeżeli dla dowolnego elementu specjalnego α ∈ H2(G,M) istnieje G-
homomorfizm h : M → L, taki że h∗(α) ∈ H2(G,L) jest elementem spe-
cjalnym.

Stwierdzenie 3.3 Zdefiniowana powyżej G-krata S ma w lasność S.
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Dowód: Niech C ∈ X i α ∈ H2(G,M) b ↪edzie elementem specjalnym. Na
pocz ↪atek udowodnimy istnienie C-homomorfizmu φC : M → Z o w lasności
(φC)∗(res

G
C(α)) 6= 0. Niech h : M → M b ↪edzie homomorfizmem zdefiniowa-

nym wzorem
h(m) = Σg∈Cgm.

Zdefiniujmy krótki ci ↪ag dok ladny G-modu lów

0 → kerh→M → h(M) → 0.

 Latwo pokazać, że (h(M))C = h(M) i (kerh)C = 0. St ↪ad odwzorowanie h∗ :
H2(C,M) → H2(C, h(M)) jest injekcj ↪a. Wynika to natychmiast z d lugiego
ci ↪agu dok ladnego kohomologii dla powyższego krótkiego ci ↪agu dok ladnego
modu lów. Możemy zatem przyj ↪ać, że grupa C dzia la trywialnie na M.
Nast ↪epnie wybierzmy tak ↪a baz ↪e w kracie M, że istnieje C izomorfizm M =
⊕i∈IZ. St ↪ad mamy izomorfizm H2(C,M) = ⊕i∈IH

2(C,Z), gdzie I jest zbio-
rem skończonym. Możemy wi ↪ec zdefiniować C-rzutowanie φC : M → Z, takie
że element (φC)∗(res

G
C(α)) ∈ H2(C,Z) ma rz ↪ad p. Z izomorfizmu odpowied-

niości Frobeniusa (por. [48, twierdzenie 13, s. 77]) mamy

π∗ : HomZG(M, indG
CZ) → HomZC(resG

CM,Z).

Niech ψC ∈ HomZG(M, indG
CZ) b ↪edzie π∗-odpowiednikiem φC. Wówczas

π∗(ψC)∗(res
G
Cα) = (φC)∗(res

G
Cα) 6= 0

i (ψC)∗(res
G
Cα) 6= 0. Definiujemy

h = ⊕C∈XψC : M → S.

Musimy pokazać, że h∗(res
G
Cα) 6= 0 w grupie H2(C, S) dla wszystkich C ∈ X ,

gdyż (resG
Ch∗(α) = h∗(res

G
Cα). W tym celu wystarczy zauważyć, że

(ψC)∗(res
G
Cα) 6= 0 w grupie H2(C, indG

CZ).

�

Na podstawie stwierdzenia Calabiego (stwierdzenie 3.2) oczywiste staj ↪a si ↪e
punkty 1 i 3 drugiej metody klasyfikacji grup krystalograficznych. Jeśli chodzi
o punkt 2 tej metody, to dotyczy on grup krystalograficznych nie maj ↪acych
epimorficznego odwzorowania na grup ↪e Z. W przypadku beztorsyjnym ist-
nieje ich poniższa charakteryzacja.
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Stwierdzenie 3.4 [30] Niech Γ b ↪edzie beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a z
grup ↪a holonomii G i maksymaln ↪a podgrup ↪a abelow ↪a Zn. Wówczas nast ↪epuj ↪ace
warunki s ↪a równoważne:

(i) grupa Γ/[Γ,Γ] jest skończona,

(ii) centrum grupy Γ jest trywialne,

(iii) (Zn)G = 0, gdzie G dzia la na Zn za pomoc ↪a reprezentacji holonomii.

Dowód: Jest oczywiste, że odpowiednia pot ↪ega nietrywialnego elementu
centrum definiuje niezerowy element G-modu lu (Zn)G. Odwrotna implikacja
jest również oczywista. To dowodzi równoważności (ii) oraz (iii). W artykule
[30, wniosek 1.3], wykorzystuj ↪ac elementarne w lasności ci ↪agu spektralnego
kohomologii grup, zwi ↪azanego z krótkim ci ↪agiem dok ladnym grup

0 → Zn → Γ → G→ 0,

udowodniono, że

dimQ(Γ/[Γ,Γ] ⊗ Q) = rank(Zn)G ∗.

St ↪ad otrzymujemy równoważność warunku (i) z warunkiem (iii).

�

Definicja 3.8 Niech M b ↪edzie rozmaitości ↪a p lask ↪a o grupie podstawowej Γ.
Liczb ↪e ca lkowit ↪a rankH1(M,Z) nazywamy pierwsz ↪a liczb ↪a Bettiego rozma-
itości M (grupy Γ). Zwykle jest ona oznaczana przez b1(M)(b1(Γ)).

Okazuje sie, że istnieje pe lna charakteryzacja grup holonomii beztorsyjnych
grup krystalograficznych o trywialnym centrum. Zosta la udowodniona w
roku 1987 przez H. Hillera i C. H. Saha [30]. Kolejne dowody podali w roku
1989 W. Plesken [44] oraz G. Cliff i A. Weiss [19].

Twierdzenie 3.3 [30] Skończona grupa G jest grup ↪a holonomii beztorsyjnej
grupy krystalograficznej z trywialnym centrum wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdej liczby pierwszej p, dziel ↪acej rz ↪ad grupy G, jej p-podgrupa Sylowa nie
jest cykliczna, a gdy jest cykliczna, to nie ma p-normalnego uzupe lnienia.

Zamiast dowodu, który można znaleźć w jednej z powyższych prac, podajmy
przyk lad.

∗Niech M b
↪
edzie dowoln

↪
a skończenie generowan

↪
a grup

↪
a abelow

↪
a. Wówczas rankM =

dimQ(M ⊗ Q).



42 Rozdzia l 3

Przyk lad 3.4 Niech Γ b ↪edzie beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a z cykliczn ↪a
grup ↪a holonomii C. Definiuje ona pewien element

α ∈ H2(C,M) = MC/IM,

gdzie IM jest pewnym C-podmodu lem M. Z definicji wynika, że beztor-
syjność grupy Γ, przy jednoczesnej w lasności posiadania trywialnego cen-
trum, nie jest możliwa. St ↪ad grupa Γ/[Γ,Γ] jest zawsze nieskończona.

Zajmiemy si ↪e teraz trzeci ↪a metod ↪a klasyfikacji grup krystalograficznych. Po-
chodzi ona od pewnej konstrukcji topologicznej. Oznaczmy przez M p lask ↪a
rozmaitość z π1(M) = Γ. Niech T k = Rk/Zk b ↪edzie p laskim torusem z
dzia laj ↪ac ↪a na nim, poprzez izometrie, grup ↪a Γ. Wówczas Γ dzia la, poprzez
izometrie, na przestrzeni M̃×T k, gdzie M̃ jest uniwersalnym nakryciem roz-
maitości M.  Latwo pokazać, że przestrzeń ilorazowa (M̃×T k)/Γ jest p lask ↪a
rozmaitości ↪a; b ↪edziemy j ↪a nazywali p laskotorusowym rozszerzeniem rozma-
itości M. Przyjmujemy konwencj ↪e, że punkt jest 0-wymiarowym torusem, i
st ↪ad każda p laska rozmaitość może być p laskotorusowym rozszerzeniem samej
siebie. W roku 1970 A. T. Vasquez udowodni l poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 [58] Dla każdej skończonej grupy G istnieje liczba natu-
ralna n(G) o nast ↪epuj ↪acej w lasności: jeżeli M jest dowoln ↪a p lask ↪a rozma-
itości ↪a, z grup ↪a holonomii G, to M jest p laskotorusowym rozszerzeniem pew-
nej p laskiej rozmaitości wymiaru ≤ n(G).

Cliff i Weiss [19] obliczyli wartość n(G) dla dowolnej skończonej p-grupy.
Okazuje si ↪e [51, twierdzenie 3], że niezmiennik Vasqueza można określić zgod-
nie z poniższ ↪a definicj ↪a.

Definicja 3.9 Niezmiennikiem Vasqueza nazywamy liczb ↪e

n(G)= min{rankZ(L) | L jest G-krat ↪a o w lasności S}.

Niech L b ↪edzie G-krat ↪a z definicji liczby n(G), niech Γ b ↪edzie dowoln ↪a bez-
torsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a wymiaru n ≥ n(G) z grup ↪a holonomii G i
maksymaln ↪a podgrup ↪a abelow ↪a Zn ⊂ Γ. Z definicji mamy diagram 3.2 Ma on
wszystkie kolumny i wiersze dok ladne, a G-homomorfizm f istnieje z definicji
liczby Vasqueza. St ↪ad wynika trzecia metoda klasyfikacji beztorsyjnych grup
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krystalograficznych z dan ↪a grup ↪a holonomii. Niestety wartość niezmiennika
Vasqueza jest znana tylko dla skończonych p-grup [19]. Ponadto wiadomo,
że skończona grupa G ma w lasność n(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy jej
rz ↪ad jest iloczynem różnych liczb pierwszych [51]. Obliczenie jej nie jest  la-
twe. Można tutaj wspomnieć, że nawet wybitni matematycy, jak na przyk lad
S.T.Yau, pope lniali pomy lki przy jej obliczaniu.

0 0 0

↓ ↓ ↓
0 → kerf = Zn−n(G) → Zn−n(G) → 0 → 0

↓ ↓ ↓
0 → Zn → Γ → G → 0

f ↓ ↓ ↓
0 → L → ΓG → G → 0

↓ ↓ ↓
0 0 0

Diagram 3.2

Jako ilustracj ↪e metod klasyfikacji, przeprowadzimy w sposób elementarny
klasyfikacje dwuwymiarowych grup krystalograficznych. Zaczniemy od opisu
skończonych podgrup grupy GL(2,Z).

Stwierdzenie 3.5 Niech Cn ⊂ O(2) b ↪edzie cykliczn ↪a grup ↪a obrotów rz ↪edu
n, a Dn ⊂ O(2) – grup ↪a dyhedraln ↪a rz ↪edu 2n, generowan ↪a przez odbicie i
obrót rz ↪edu n. Jeżeli G ⊂ GL(2,Z) jest grup ↪a skończon ↪a, to

G = C2, C3, C4, C6, D1, D2, D3, D4, D6.

Ponadto grupy D1, D2, D3 s ↪a reprezentowane przez dwie klasy sprz ↪eżoności.

Dowód [35]: Niech G b ↪edzie dwuelementow ↪a podgrup ↪a grupy GL(2,Z) i
M ∈ G \ {I}. Zajmiemy si ↪e baz ↪a przestrzeni R2, w której jest przedstawiona
macierz M. Jej ca lkowitoliczbowe kombinacje wyznaczaj ↪a pewn ↪a krat ↪e (dys-
kretn ↪a podgrup ↪e) L ⊂ R2. Jest jasne, że ML = L. Z ograniczenia krysta-
lograficznego (zob. ćwiczenie 3.8) wiemy, że G = C2 lub M jest odbiciem.
Niech A = {v ∈ R2 | Mv = v}, a B = {v ∈ R2 | Mv = −v}. Zauważmy,
że A i B zawieraj ↪a niezerowe elementy kraty L. Niech 0 6= c ∈ L \ {A ∪ B}.
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Wówczas element c + Mc ∈ A i ponieważ c /∈ B, wi ↪ec jest niezerowy. Ana-
logicznie, ponieważ c /∈ B, wi ↪ec element c−Mc ∈ B też jest różny od zera.
Niech a ∈ A i b ∈ B b ↪ed ↪a generatorami prostych A i B. Oznaczmy przez LM

krat ↪e generowan ↪a przez a i b. Zobaczmy, czy istnieje inna krata niezmiennicza
dla G. Mamy LM ⊂ L. Niech c ∈ L \ LM . Mamy

(c +ma+ nb) +M(c +ma + nb) = c +Mc+ 2ma,

(c+ma + nb) −M(c +ma + nb) = c−Mc+ 2nb,

gdzie m,n ∈ Z. St ↪ad c + Mc + 2ma = 2la + a lub c + Mc + 2ma = 2la
dla pewnego l ∈ Z. W pierwszym przypadku, dla n′ = m− l, spe lniona jest
równość

a = c+Mc + 2n′ = (c+ n′a+ nb) +M(c + n′a+ nb),

i zmieniaj ↪ac c na c′ = c + n′a + nb, mamy c′ + Mc′ = a. Ponadto zachodzi
c′ ≡ c (mod LM). Natomiast w drugim przypadku c + Mc + 2n′a = 0 =
c′ + Mc′. St ↪ad c′ ∈ B, co jest niemożliwe. Analogiczne rozumowanie można
zastosować do elementu c −Mc + 2nb. Podsumowuj ↪ac, możemy za lożyć, że
c + Mc = a, c−Mc = b. W konsekwencji c = 1/2(a + b) i L = gen{c,Mc}.
St ↪ad macierz M w bazie {a, b} jest równa D1 =

[
1 0
0 −1

]

, a w bazie {c,Mc}

ma postać D1∗ =

[
0 1
1 0

]

.

 Latwo pokazać, że macierze D1 i D1∗ nie s ↪a sprz ↪eżone w grupie GL(2,Z).
Krata L = gen{a, b} jest nazywana prostok ↪atn ↪a. Natomiast krata L =
gen{c,Mc} jest nazywana rombow ↪a. Pomog ↪a nam one opisać nast ↪epne
grupy.

Niech D2 b ↪edzie grup ↪a generowan ↪a przez odbicia wzgl ↪edem linii zawie-
raj ↪acych a i b, natomiast D2∗ – przez odbicia wzgl ↪edem linii zawieraj ↪acych
c+Mc i c−Mc.

C4 jest generowana przez obrót ρ rz ↪edu cztery, a krata, z lematu La-
grange’a, (ćwiczenie 3.9), jest generowana przez a ∈ L\{0} i ρ(a). Nazywamy
j ↪a krat ↪a kwadratow ↪a.

D4 jest grup ↪a automorfizmów kraty kwadratowej. Niech a, b oznaczaj ↪a
boki dowolnego kwadratu na kracie. D4 jest generowana przez obrót rz ↪edu
cztery, przekszta lcaj ↪acy a na b i b na −a, i odbicie wzgl ↪edem prostej zawie-
raj ↪acej a.
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C3 jest generowana przez obrót ρ rz ↪edu trzy. Z twierdzenia Lagrange’a
(ćwiczenie 3.9) wynika, że krata jest generowana przez a, ρ(a). Wektory
a, ρ(a), ρ2(a) wyznaczaj ↪a trójk ↪at równoboczny. Jeżeli dodamy wektory

−a,−ρ(a),−ρ2(a),

to otrzymamy sześciok ↪at. Krat ↪e nazywamy sześciok ↪atn ↪a.

D3 jest grup ↪a generowan ↪a przez powyższy obrót rz ↪edu trzy i odbicia
wzgl ↪edem trzech przek ↪atnych sześciok ↪ata.

D3∗ jest grup ↪a generowan ↪a przez obrót rz ↪edu trzy i odbicia wzgl ↪edem
prostych przecinaj ↪acych środki przeciwleg lych boków sześciok ↪ata.

C6 definiujemy jako grup ↪e obrotów rz ↪edu sześć. Jej krat ↪e otrzymujemy z
twierdzenia Lagrange’a (ćwiczenie 3.9). Jest to sześciok ↪atna krata L.

D6 jest równa grupie automorfizmów Aut(L), gdzie L jest krat ↪a sześcio-
k ↪atn ↪a.

�

Przyst ↪apmy do opisu i klasyfikacji grup krystalograficznych wymiaru dwa.
Jak dobrze wiadomo (zob. np. [35]), jest ich 17 z dok ladności ↪a do izomor-
fizmu. Powyżej podalísmy list ↪e A wszystkich ewentualnych grup holonomii,
to znaczy podgrup skończonych grupy GL(2,Z). Korzystaj ↪ac ze zwi ↪azku
pomi ↪edzy rozszerzeniami grup a drug ↪a grup ↪a kohomologii, wystarczy obli-
czyć grupy kohomologii H2(G,Z2), dla G ∈ A i odpowiadaj ↪acej jej kraty Z2.
Mamy

H2(Ci,Z
2) = (Z2)Ci/IZ2 = 0,

dla i = 2, 3, 4, 6. Ponadto  latwo obliczyć, że H2(D1,Z
2) = Z2, H

2(D1∗,Z
2) =

0. To daje nam 8 grup krystalograficznych, w l ↪aczaj ↪ac torus R2/Z2.

Z definicji

D2 = {A =

[
1 0
0 −1

]

, B =

[
−1 0
0 1

]

, AB =

[
−1 0
0 −1

]

,

[
1 0
0 1

]

}.

Z teorii kohomologii grup H2(D2,Z
2) = Z2 ⊕Z2. Elementy grupy kohomolo-

gii to s1(A) = [0, 0], s1(B) = [0, 0]; s2(A) = [1/2, 0], s2(B) = [0, 1/2]; s3(A) =
[1/2, 0], s3(B) = [0, 0]; s4(A) = [0, 0], s4(B) = [0, 1/2]. Daje to cztery grupy
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krystalograficzne. Okazuje si ↪e, że dwie z nich s ↪a izomorficzne. Można spraw-
dzić, że s ↪a to grupy wyznaczone przez kocykle s3 i s4. Z definicji

D2∗ = {A =

[
0 1
1 0

]

, B =

[
0 −1
−1 0

]

, AB =

[
−1 0
0 −1

]

,

[
1 0
0 1

]

}.

Ponieważ, H2(C,Z2) = 0, dla dowolnej podgrupy dwuelementowej C ⊂ D2∗,
wi ↪ec H2(D2∗ ,Z

2) = 0. To definiuje jedn ↪a grup ↪e krystalograficzn ↪a.

Zajmiemy si ↪e teraz grup ↪a D4. Z definicji wynika, że jest ona genero-

wana przez macierz A =

[
0 −1
1 0

]

(obrót rz ↪edu cztery) i macierz B =
[

1 0
0 −1

]

(odbicie wzgl ↪edem prostej zawieraj ↪acej element a). Obliczymy,

że H2(D4,Z
2) = Z2. To definiuje dwie grupy krystalograficzne. Pozosta le

trzy maj ↪a grupy holonomii D3, D3∗, D6. Ponieważ każda z nich wyznacza
trywialn ↪a drug ↪a grup ↪e kohomologii, wi ↪ec odpowiadaj ↪ace im grupy krysta-
lograficzne to produkt pó lprosty tej grupy skończonej i Z2. Wystarczy wy-
korzystać znany fakt teorii kohomologii grup, że homomorfizm obci ↪ecia do
podgrupy Sylowa jest monomorfizmem (zob. [12, twierdzenie 10.3, s. 84]).

Stosuj ↪ac dok ladnie te same metody, można opisać grupy krystalograficzne
wymiaru trzy ∗. Dla wymiaru cztery i wyższych jest już niezb ↪edny komputer
(zob. komentarz przed stwierdzeniem 3.2).

Ćwiczenie 3.1 Pokazać, że jeżeli grupa podstawowa rozmaitości p laskiej należy
do grupy SO(n) n Rn, to rozmaitość jest orientowalna.

Ćwiczenie 3.2 Uzupe lnić dowód twierdzenia 3.1 (por. [55, s. 17]).

Ćwiczenie 3.3 Udowodnić, że jeżeli w stwierdzeni 3.2 nie za lożymy beztorsyjności
grupy Γ, to stwierdzenie jest nieprawdziwe.

Ćwiczenie 3.4 Udowodnić, że dla grupy skończonej G i jej podgrupy H mamy
izomorfizmy G-modu lów

IndG
HM ' ZG ⊗H M ' HomH(ZG,M) ' CoindG

HM,

gdzie M jest dowolnym G-modu lem.

∗Lista beztorsyjnych grup wymiaru trzy zosta la podana na pocz
↪
atku rozdzia lu 3.
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Ćwiczenie 3.5 Udowodnić izomorfizm (odpowiedniość Frobeniusa, zob. [48, s.
77, twierdzenie 13])

π∗ : HomZG(M, indG
CZ) → HomZC(resG

CM, Z),

gdzie π : indG
CZ → Z jest rzutowaniem opisanym poniżej. Niech X b ↪edzie zbiorem

klas sprz ↪eżoności podgrup cyklicznych rz ↪edu p grupy G, gdzie p jest liczb ↪a pierwsz ↪a.
Niech C ∈ X i niech Σg∈G/CnggC ∈ indG

CZ. Definiujemy

π(Σg∈G/CnggC) = n1.

Ćwiczenie 3.6 Udowodnić, że dowolna grupa skończona jest grup ↪a holonomii,
pewnej beztorsyjnej grupy krystalograficznej.

Ćwiczenie 3.7 Uzupe lnić szczegó ly dowodu stwierdzenia 3.4.

Ćwiczenie 3.8 (ograniczenie krystalograficzne) Opisać podgrupy skończone grupy
GL(2, Z).

Wskazówka: Każda taka grupa jest podgrup ↪a O(2).

Ćwiczenie 3.9 (lemat Lagrange’a) Niech L ⊂ R2 b ↪edzie dyskretn ↪a i kozwart ↪a
podgrup ↪a (krat ↪a). Wybierzmy element a ∈ L\{0} o minimalnej d lugości i element
b ∈ L \ Ra o minimalnej d lugości. Udowodnić, że zbiór {a, b} generuje L.

Ćwiczenie 3.10 Udowodnić, że H2(D2, Z
2) = Z2 ⊕ Z2 i H2(D4, Z

2) = Z2.



4. Grupy automorfizmów

zewn ↪etrznych

Niech Γ b ↪edzie dowoln ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a. Jak dobrze wiemy, definiuje
ona krótki ci ↪ag dok ladny

0 → Zn → Γ
p→ G→ 0,

gdzie Zn jest woln ↪a grup ↪a abelow ↪a, a G jest grup ↪a skończon ↪a. Przypomnijmy,
że powyższy ci ↪ag definiuje tak zwan ↪a reprezentacj ↪e holonomii

hΓ : G→ GL(n,Z).

Jest ona dana wzorem

∀g ∈ G, hΓ(g)(ei) = ḡeiḡ
−1,

gdzie ei ∈ Zn, i = 1, 2, . . . , n, jest standardow ↪a baz ↪a, a p(ḡ) = g. Zobaczymy,
że wiele w lasności grupy krystalograficznej Γ jest zwi ↪azanych z w lasnościami
powyższej reprezentacji. Ponieważ Zn jest maksymaln ↪a podgrup ↪a abelow ↪a,
wi ↪ec reprezentacja holonomii jest wierna. Ponadto mamy oczywiste zawie-
ranie grup

GL(n,Z) ⊂ GL(n,Q) ⊂ GL(n,R) ⊂ GL(n,C).

St ↪ad reprezentacja holonomii jest także reprezentacj ↪a odpowiednio wymiern ↪a,
rzeczywist ↪a i zespolon ↪a.

Przypomnijmy kilka faktów z teorii reprezentacji grup skończonych [48].
Każd ↪a reprezentacj ↪e możemy traktować jako odpowiedni G-modu l. Repre-
zentacja jest nieprzywiedlna, jeżeli jedynymi jej podreprezentacjami s ↪a ona
sama i reprezentacja zerowa. Jeżeli rozpatrujemy reprezentacj ↪e nad cia lem
liczb zespolonych, to zachodzi poniższy lemat.

Lemat 4.1 (Schura) Niech V b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a nieprzywiedln ↪a
reprezentacj ↪a grupy skończonej nad cia lem liczb zespolonych. Niech f : V →
V b ↪edzie niezerowym G-homomorfizmem reprezentacji. Wówczas f jest ho-
moteti ↪a (mnożeniem przez skalar).
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Dowód: Niech λ oznacza pierwiastek wielomianu charakterystycznego od-
wzorowania f. Zbiór

{v ∈ V | f(v) = λv}
jest niezerow ↪a G-podprzestrzeni ↪a przestrzeni V. Z za lożenia jest ona równa
V. St ↪ad f jest homoteti ↪a.

�

Dowolna reprezentacja, nad cia lem o charakterystyce zero, jest sum ↪a prost ↪a
reprezentacji nieprzywiedlnych.

Definicja 4.1 [21], [48, s. 121] Niech T b ↪edzie Q-nieprzywiedln ↪a repre-
zentacj ↪a grupy skończonej. Z definicji wynika, że T jest sum ↪a prost ↪a C-
nieprzywiedlnych reprezentacji. Okazuje si ↪e, że każda z nich wyst ↪epuje z t ↪a
sam ↪a krotności ↪a mQ(T ). Liczb ↪e mQ(T ) nazywamy indeksem Schura repre-
zentacji T.

Przez (Zn)G b ↪edziemy oznaczali G-podmodu l

{x ∈ Zn | gx = hΓ(g)x = x}.

W przypadku reprezentacji nad cia lem k, (k⊗Zn)G jest nie tylko podmodu lem,
ale także sk ladnikiem prostym kG-modu lu k⊗Zn. Oznacza to istnienie pew-
nego kG-podmodu lu N ⊂ k⊗Zn, takiego że k⊗Zn = (k⊗Zn)G⊕N. Niestety,
nie jest to na ogó l prawd ↪a w przypadku G-modu lu Zn. Badanie grup kry-
stalograficznych jest ścísle zwi ↪azane z teori ↪a reprezentacji nad pierścieniem
liczb ca lkowitych Z.

Przyk lad 4.1 Niech G = Z2; rozpatrzmy jej ca lkowitoliczbow ↪a reprezen-

tacj ↪e

[
0 1
1 0

]

.  Latwo pokazać, że (Z2)Z2 nie jest sk ladnikiem prostym Z2.

Niech N oznacza normalizator obrazu hΓ(G) w grupie GL(n,Z). Z definicji

N = {X ∈ GL(n.Z) | ∀f ∈ hΓ(G) XfX−1 ∈ hΓ(G)}.

Dzia la on na grupie H2(G,Zn) za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acego wzoru

n ∗ [c](g1, g2) = n−1[c(ng1n
−1, ng2n

−1)],
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gdzie [c] ∈ H2(G,Zn), n ∈ N, g1, g2 ∈ G. Element [c] jest reprezentantem
klasy abstrakcji kocyklu c : G× G → Zn [5]. Można udowodnić (zob. [17]),
że powyższe dzia lanie jest poprawnie zdefiniowane, to znaczy nie zależy od
wyboru reprezentanta kocyklu.

Dla α ∈ H2(G,Zn), niech

Nα = {n ∈ N | n ∗ α = α}.

Przez F : Aut(Γ) → Aut(Zn) rozumiemy homomorfizm ,,obci ↪ecia”.  Latwo
zobaczyć, na podstawie definicji grupy krystalograficznej, że jest on dobrze
zdefiniowany. W tym celu wystarczy skorzystać z w lasności, że Zn jest pod-
grup ↪a maksymalnie abelow ↪a. Niech Aut0(Γ) = kerF. G lównym narz ↪edziem
tej cz ↪eści wyk ladu b ↪edzie poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 [17, twierdzenie 1.1, s. 172] Niech Γ b ↪edzie grup ↪a krysta-
lograficzn ↪a. Wówczas diagram 4.1 jest przemienny i jego wszystkie wiersze i
kolumny s ↪a dok ladne.

0 0 0

↓ ↓ ↓

0 → Zn/(Zn)G → Inn(Γ) → G → 0

↓ ↓ ↓

0 → Aut0(Γ) → Aut(Γ)
F→ Nα → 0

↓ ↓ ↓

0 → H1(G, Zn) → Out(Γ) → Nα/G → 0

↓ ↓ ↓

0 0 0.

Diagram 4.1

Dowód: Przemienność jest oczywista. Dok ladność środkowej kolumny i
wiersza wynika z definicji. Dowód dok ladności pozosta lych wierszy i kolumn
znajduje si ↪e w [17, s. 172].

�
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Niech M1,M2 b ↪ed ↪a p laskimi rozmaitościami wymiaru n. Jeżeli dyfeomor-
fizm f : M1 → M2 zachowuje koneksje Riemanna, to nazywamy go afi-
nicznym. Przez Aff(M1) b ↪edziemy oznaczali grup ↪e afinicznych dyfeomor-
fizmów rozmaitości M1. Jest to grupa Liego (zob. [17]). W przypadku gdy
M1 = Rn, Aff(Rn) = A(n). St ↪ad mamy nast ↪epuj ↪ac ↪a równość

Aff(M1) = {f : M1 → M1 | f̃ : Rn → Rn ∈ A(n)}.

Tutaj f̃ oznacza ,,podniesienie” odwzorowania f do nakrycia uniwersalnego
(zob. dowód nast ↪epnego stwierdzenia). Naszym celem jest pokazanie zwi ↪az-
ków pomi ↪edzy grup ↪a Aff(M1) a grup ↪a Out(π1(M1)).

Stwierdzenie 4.1 Oznaczmy przez Γ grup ↪e podstawow ↪a rozmaitości M1.

1. Niech
N(Γ) = {n ∈ A(n) | ∀γ ∈ Γ, nγn−1 ∈ Γ}

oznacza normalizator grupy Γ w grupie A(n) = GL(n,R) n Rn. Wówczas
nast ↪epuj ↪acy ci ↪ag grup

1 → Γ → N(Γ)
f̄→ Aff(M1) → 1

jest dok ladny.

2. Niech
C(Γ) = {c ∈ A(n) | ∀γ ∈ Γ, cγ = γc}

oznacza centralizator grupy Γ w grupie A(n). Wówczas nast ↪epuj ↪acy ci ↪ag
grup

1 → C(Γ) → N(Γ)
g→ Aut(Γ) → 1

jest dok ladny.

Dowód: Funkcj ↪e f̄ definiujemy wykorzystuj ↪ac nakrycie uniwersalne rozma-
itości M1

∗. W celu pokazania, że f̄ jest surjekcj ↪a, wybierzmy φ ∈ Aff(M1).
Z definicji nakrycia uniwersalnego wynika istnienie podniesienia φ̄ ∈ A(n) od-
wzorowania φ. Jest jasne, że f̄(φ̄) = φ. Musimy jeszcze pokazać, że φ̄ ∈ N(Γ).
Niech p : Rn → M1 oznacza nakrycie uniwersalne, σ ∈ Γ, a x0 ∈ Rn. Mamy

p[φ̄(σx0)] = φ[p(σx0)] = φ[p(x0)] = p[φ̄(x0)].

∗x ∈ M1 jest ,,podnoszony” do uniwersalnego nakrycia Rn, nast
↪
epnie odwzorowywany

przez odpowiedni element z N(Γ) i rzutowany na M1.



52 Rozdzia l 4

Zatem φ̄(σx0) i φ̄(x0) s ↪a w tej samej orbicie ∃σ′ ∈ Γ, takie że φ̄(σx0) =
σ′φ̄(x0). Podsumowuj ↪ac widzimy, że odwzorowania φ̄σ i σ′φ̄ s ↪a podniesieniami
(nakryciami) φ i s ↪a równe w punkcie x0. St ↪ad s ↪a równe i φ̄ ∈ N(Γ). W celu
zakończenia dowodu musimy pokazać, że kerf̄ = Γ. Niech φ̄ ∈ N(Γ) indukuje
identyczność na M1. Z teorii nakryć wiemy, że φ̄ ∈ Γ. Zawieranie odwrotne
jest oczywiste.

Punkt 2 stwierdzenia wynika z trzeciego twierdzenia Bieberbacha.

�

Do dowodu g lównego rezultatu b ↪edzie nam potrzebny poniższy lemat.

Lemat 4.2 Niech Γ b ↪edzie powyższ ↪a grup ↪a Bieberbacha i niech Z oznacza
jej centrum, G – grup ↪e holonomii, a Zn – podgrup ↪e translacji. Wówczas

1. C(Γ) ⊂ Rn,

2. C(Γ) = (Rn)G,

3. Z = C(Γ) ∩ Γ = (Zn)G.

Dowód: Niech (A, t) ∈ C(Γ) i (I, s) ∈ Zn ⊂ Γ. Z definicji centralizatora
C(Γ) wynika

(A,As+ t) = (A, t)(I, s) = (I, s)(A, t) = (A, t+ s).

Ponieważ Zn generuje Rn jako przestrzeń liniow ↪a, z pierwszego twierdzenia
Bieberbacha, wi ↪ec A musi być identyczności ↪a. To dowodzi punktu 1. Dowód
punktów 2 i 3 pozostawiamy jako ćwiczenie.

�

Niech G b ↪edzie dowoln ↪a grup ↪a. Przez Out(G) b ↪edziemy rozumieli grup ↪e
ilorazow ↪a Aut(G)/Inn(G), gdzie Inn(G) oznacza podgrup ↪e automorfizmów
wewn ↪etrznych.

Twierdzenie 4.2 [17, cz. V] Niech M1 b ↪edzie rozmaitości ↪a p lask ↪a wymiaru
n, wówczas Aff0(M1) = f̄((Rn)G) i

Aff(M1)/Aff0(M1) ' Out(Γ).
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1 1 1

↓ ↓ ↓
1 → Z → C(Γ) = (Rn)G → f((Rn)G) → 1

↓ ↓ ↓

1 → Γ → N
f̄→ Aff(M1) → 1

↓ g ↓ ↓
1 → g(Γ) → Aut(Γ) → Out(Γ) → 1

↓ ↓ ↓
1 1 1

Diagram 4.2

Dowód: Mamy diagram 4.2. Odwzorowania f̄ i g zosta ly zdefiniowane w
stwierdzeniu 4.1. Ponieważ g(Γ) = Inn(Γ), wi ↪ec  latwo można zobaczyć, że
diagram 4.2 jest przemienny i ma dok ladne wiersze i kolumny. Pozosta lo
do pokazania, że Aff0(M1) = f((Rn)G). Jest jasne, że f((Rn)G) jest zbio-
rem spójnym, zawieraj ↪acym identyczność. St ↪ad jest on zawarty w sk ladowej
spójności Aff0(M1). Aby udowodnić równość, odwo lamy si ↪e do teorii grup
Liego [17, s. 214].

�

Wykorzystuj ↪ac twierdzenie 4.1, przyst ↪apmy do opisu grup automorfizmów
zewn ↪etrznych grup krystalograficznych. Podstaw ↪a b ↪edzie nast ↪epuj ↪acy krótki
ci ↪ag dok ladny grup (por. diagram 4.1)

0 → H1(G,Zn) → Out(Γ) → Nα/G → 0.

Wynika z niego, że dla danej grupy Γ, Out(Γ) jest nieskończona wtedy i tylko
wtedy, gdy grupa Nα jest nieskończona. Ponieważ α ma rz ↪ad skończony, wi ↪ec
nieskończoność grupy Nα jest równoważna nieskończoności grupy N.

Stwierdzenie 4.2 Jeżeli G ⊂ GL(n,Z) jest grup ↪a skończon ↪a, to jej centra-
lizator

CGL(n,Z(G) = {c ∈ GL(n,Z) | ∀g ∈ G cgc−1 = g}
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jest podgrup ↪a normaln ↪a w jej normalizatorze

NGL(n,Z)(G) = {d ∈ GL(n,Z) | ∀g ∈ G dgd−1 ∈ G}.

Ponadto CGL(n,Z)(G) jest nieskończony wtedy i tylko wtedy, gdy NGL(n,Z)(G)
jest nieskończony.

Dowód: Jest konsekwencj ↪a obserwacji, że skończona wielokrotność dowol-
nego elementu z normalizatora jest elementem centralizatora. Jest to oczy-
wisty wniosek ze skończoności grupy G.

�

Kryterium (nie)skończoności centralizatora podgrupy skończonej w grupie
GL(n,Z) by lo już znane C. S. Siegelowi w latach czterdziestych XX wieku
(zob. [49]). Potem by lo na nowo dowodzone wielokrotnie. W naszym do-
wodzie, pochodz ↪acym z pracy [54], wykorzystano twierdzenie Dirichleta o
grupie elementów odwracalnych. Niech L b ↪edzie skończonym rozszerzeniem
cia la liczb wymiernych Q. Niech R ⊂ L b ↪edzie podpierścieniem elementów
ca lkowicie algebraicznych cia la L ∗.

Twierdzenie (Dirichleta o elementach odwracalnych [50]): Grupa R∗ ele-
mentów odwracalnych pierścienia R jest izomorficzna z grup ↪a W × Zr, gdzie
W jest cykliczn ↪a grup ↪a pierwiatków z jedynki cia la L, a r jest liczb ↪a natu-
raln ↪a. W przypadku gdy L = Q(

√
−d), d jest liczb ↪a naturaln ↪a, r = 0. Cia lo

Q(
√
−d) nazywamy zespolonym kwadratowym rozszerzeniem cia la Q.

Twierdzenie 4.3 Niech Γ b ↪edzie beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a.
Nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) grupa Out(Γ) jest nieskończona,

(ii) rozk lad reprezentacji holonomii hΓ na elementy Q-nieprzywiedlne ma
czynniki podwójne albo, w przypadku gdy wszystkie s ↪a różne, istnieje sk ladnik
R-przywiedlny.

Dowód [54]: Niech S ⊂ GL(m,Q) oznacza grup ↪e skończon ↪a macierzy o
wspó lczynnikach wymiernych. B ↪edzie nam potrzebny poniższy lemat.

∗Element r ∈ R ⊂ L jest ca lkowicie algebraiczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest pier-
wiastkiem wielomianu w ∈ Z[X ], maj

↪
acego wspó lczynnik jeden przy najwyższej pot

↪
edze.
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Lemat 4.3 Nieskończony element M ∈ GL(m,Z) jest przemienny z do-
woln ↪a macierz ↪a s ∈ S wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny s ∈ S jest prze-
mienny z pewn ↪a macierz ↪a M1 ∈ GL(m,Q), która ma nieskończony rz ↪ad i jej
wielomian charakterystyczny należy do Z[X] i ma wyraz wolny równy ±1.

Dowód lematu: Istnienie M automatycznie zapewnia istnienie M1. Niech
macierz M1 spe lnia powyższe warunki. Istniej ↪a

R ∈ GL(m,Z), P1 ∈ GL(m,Q),

takie że R = P−1
1 M1P1. Macierz ca lkowitoliczbowa R jest tak zwan ↪a kano-

niczn ↪a wymiern ↪a form ↪a (rational canonical form) macierzy M1, której ist-
nienie wynika z w lasności wielomianu charakterystycznego macierzy M1 oraz
z twierdzenia o postaci skończenie generowanych modu lów nad pierścieniem
idea lów g lównych Q[X] (zob. [38, twierdzenie 6, s. 426, i twierdzenie 4,
s. 421]). Tutaj skończenie generowanym modu lem jest m-wymiarowa prze-
strzeń liniowa, która poprzez dzia lanie macierzy M1, staje si ↪e Q[X]-modu lem.
Niech h b ↪edzie iloczynem wszystkich mianowników macierzy P1 i P−1

1 . St ↪ad
istnieje l ≥ 1, taka że h dzieli wszystkie wspó lczynniki macierzy Rl − I ∗ i
macierz M l

1 jest szukan ↪a macierz ↪a M.

�

Zacznijmy dowód implikacji (i) ⇒ (ii). Jeżeli grupa Out(Γ) jest nieskończona,
to centralizator CGL(n,Z)(hΓ(G)) jest nieskończony. Niech

hΓ ' (hΓ)1 ⊕ (hΓ)2 ⊕ · · · ⊕ (hΓ)k,

gdzie (hΓ)i s ↪a Q-nieprzywiedlnymi reprezentacjami dla i = 1, 2, . . . , k. Za ló-
żmy, że dla każdego i = 1, 2, . . . , k reprezentacje (hΓ)i s ↪a R-nieprzywiedlne
oraz parami nieizomorficzne. Udowodnimy, że w tym przypadku centralizator
CGL(n,Z)(hΓ(G)) jest grup ↪a skończon ↪a. Niech H ∈ CGL(n,Z)(hΓ(G)). Z definicji
wynika, że istnieje taka baza (nad Q), w której macierz H można zapisać
jako macierz, w grupie GL(n,Q), sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e z k mniejszych macierzy
kwadratowych, znajduj ↪acych si ↪e na przek ↪atnej macierzy H. Oznaczmy je
przez Hi. Jest jasne, że macierze te należ ↪a do grupy CGL(ni,Q)((hΓ)i(G)) dla
odpowiednich liczb ni, gdzie i = 1, 2, . . . , k. St ↪ad, na podstawie lematu 4.3

∗Wystarczy rozpatrzyć odwzorowanie q : GL(m, Z) → GL(m, Zh).
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dla M1 = Hi, możemy za lożyć, że reprezentacja hΓ jest Q-nieprzywiedlna i
R-nieprzywiedlna. Mog ↪a zaj́sć trzy przypadki:

1. hΓ jest absolutnie nieprzywiedlna. Z lematu Schura wynika, że ma-
cierze przemienne z reprezentacj ↪a hΓ to macierze postaci λI, gdzie I jest
macierz ↪a jednostkow ↪a. Ponieważ jej wyznacznik jest równy ±1, wi ↪ec λ jest
pierwiastkiem z jedynki i macierz ta ma skończony rz ↪ad.

2. hΓ rozk lada si ↪e nad C i ma indeks Schura jeden. St ↪ad, w odpowiedniej
bazie nad minimalnym cia lem rozk ladu K reprezentacji hΓ, ma ona postać

(
(hΓ)1 0

0 (hΓ)1

)

,

gdzie (hΓ)1 jest C-nieprzywiedln ↪a reprezentacj ↪a. Ponieważ za lożylísmy, że
indeks Schura jest jeden, wi ↪ec (hΓ)1 i (hΓ)1 nie s ↪a izomorficzne. Na podstawie
lematu Schura macierze przemienne z powyższ ↪a macierz ↪a, ,,pochodz ↪ace” od
macierzy wymiernej, maj ↪a postać

(
λI 0
0 λ̄I

)

,

gdzie λ ∈ K. Z za lożenia wyznacznik rozważanej macierzy jest równy ±1.
St ↪ad | λλ̄ | = 1 i λ jest elementem okr ↪egu jednostkowego. Z drugiej strony,
jako element cia la K, które jest zespolonym, kwadratowym rozszerzeniem
cia la Q, z twierdzenia Dirichleta o jednościach wynika, że λ musi być pier-
wiastkiem z jedynki. St ↪ad nasza macierz, element centralizatora, ma skończo-
ny rz ↪ad.

3. hΓ rozk lada si ↪e nad C i ma indeks Schura dwa. Niech K b ↪edzie,
jak poprzednio, minimalnym cia lem rozk ladu reprezentacji. W odpowiedniej
bazie reprezentacja hΓ ma postać

(
(hΓ)1 0

0 (hΓ)1

)

,

gdzie (hΓ)1 jest C-nieprzywiedln ↪a reprezentacj ↪a i (hΓ)1, (hΓ)1 s ↪a izomorficzne.
Niech J ∈ GL(n/2, K) realizuje powyższy izomorfizm, czyli J(hΓ)1 = (hΓ)1J.
St ↪ad J̄J jest przemienna z (hΓ)1, a to oznacza, że J̄J = κI, gdzie κ ∈ Q =
K ∩ R. Jeżeli κ > 0, to macierz

(
0 J̄
J 0

)

,
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której kwadrat jest równy κI, jest przemienna z hΓ. Ponieważ jest ona R-
nieprzywiedlna, wi ↪ec z lematu Schura wynika, że powinna być macierz ↪a dia-
gonaln ↪a. To oznacza, że κ < 0 i, znowu z lematu Schura, każda macierz
przemienna z macierz ↪a hΓ i pochodz ↪aca z grupy GL(n,Q) ma postać

(
λI νJ̄
ν̄J λ̄I

)

.

Wyznacznik tej macierzy jest równy (λλ̄−κνν̄)n/2. Z za lożenia λλ̄−κνν̄ = 1.
To nie może być −1, gdyż κ < 0. St ↪ad | λ |≤ 1 i | λ + λ̄ |≤ 2. Policzmy
wielomian charkterystyczny powyższej macierzy. Mamy

(
(λ− x)I νJ̄
ν̄J (λ̄− x)I

)

=

(
I ν(λ̄− x)−1J̄

(λ− x)−1ν̄J I

) (
(λ− x)I 0

0 (λ̄− x)I

)

.

Korzystaj ↪ac z ćwiczenia 4.5, otrzymujemy, że wielomian charakterystyczny
ma postać (x2 − (λ + λ̄)x + 1)n/2. Ponieważ dla a = 0,±1,±2 pierwiastki
wielomianu x2 + ax + 1 s ↪a pierwiastkami z jedynki, możemy za lożyć, że
(λ+ λ̄) = 2 ∗. St ↪ad λ = 1. Ponieważ dowolna pot ↪ega powyższej macierzy ma
te same w lasności wartości w lasnych, wi ↪ec ν = 0. St ↪ad znowu nasz element
centralizatora ma skończony rz ↪ad. Aby zakończyć pierwsz ↪a cz ↪eść dowodu,
wystarczy skorzystać z faktu, że rozpatrywany centralizator jest grup ↪a, w
której rz ↪ad dowolnego elementu jest mniejszy od pewnej sta lej r. Jest to
natychmiastowy wniosek z twierdzenia Dirichleta. Ponieważ centralizator
jest podgrup ↪a grupy GL(n,Z), wi ↪ec na podstawie twierdzenia Burnside’a [4,
s. 119] jest skończony.

Przyst ↪apmy teraz do dowodu implikacji (ii) ⇒ (i). Niech reprezentacja
hΓ w rozk ladzie na reprezentacje Q-nieprzywiedlne ma dwa sk ladniki izomor-
ficzne. W przedstawieniu macierzowym oznacza to, że w odpowiedniej bazie
ma ona postać 





(hΓ)1 0 . . . 0
0 . . . (hΓ)1 0 . . . . . . 0
. . . . . . (hΓ)i 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . (hΓ)n






.

 Latwo zobaczyć, że macierz

∗Jeżeli λ jest wartości
↪
a w lasn

↪
a macierzy A, to λn jest wartości

↪
a w lasn

↪
a macierzy An.
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H1 =







I nI . . . 0
0 I 0 . . . 0
. . . . . . I . . .
0 . . . . . . I






,

gdzie I oznacza macierz jednostkow ↪a, a n ∈ N ma nieskończony rz ↪ad. Po-
nadto jest przemienna, nad Q, z powyższ ↪a macierz ↪a reprezentacji holonomii.
Niech P oznacza macierz wymiern ↪a, przekszta lcaj ↪ac ↪a powyższ ↪a reprezentacj ↪e
holonomii w reprezentacj ↪e ca lkowitoliczbow ↪a. Z definicji wynika, że macierz
PH1P

−1 spe lnia za lożenia lematu 4.3. Rozważany centralizator jest wi ↪ec
nieskończony.

Pozosta lo do udowodnienia istnienie elementu nieskończonego rz ↪edu, prze-
miennego z reprezentacj ↪a holonomii, w sytuacji gdy jedna z reprezentacji
(hΓ)i = h jest R-przywiedlna. Niech dimQh = m i niech K oznacza mini-
malne cia lo rozk ladu reprezentacji holonomii. Możemy za lożyć, że K jest
podcia lem cia la Q(ζ), gdzie ζ jest pierwotnym | G |-tym pierwiastkiem z
jedynki. St ↪ad grupa Galoisa A rozszerzenia (K : Q) jest abelowa. Niech

A = {σi}i=1,2,...,l.

W odpowiedniej bazie przestrzeni liniowej Km reprezentacja h jest sum ↪a
prost ↪a reprezentacji R-nieprzywiedlnych

hi = hσi

1 , i = 1, 2, . . . , l.

Tutaj hσi

1 oznacza sprz ↪eżenie Galoisa reprezentacji h1 [22, s. 152]. Cia loK nie
jest zespolonym i kwadratowym rozszerzeniem liczb wymiernych. St ↪ad, na
podstawie twierdzenia Dirichleta o jednościach, istnieje element λ ∈ K, taki
że żadne jego sprz ↪eżenie, w sensie Galoisa, nie jest pierwiastkiem z jedynki.
Oznaczmy przez {σi(λ) = λσi = λi}i=1,2,...,l sprz ↪eżenia Galoisa elementu λ.
Niech D ∈ GL(m,K) b ↪edzie macierz ↪a diagonaln ↪a o blokach λiIdimQh1 na
przek ↪atnej. Jej wielomian charakterystyczny f(X) jest równy

((X − λ1)(X − λ2) . . . (X − λl))
m
l .

Ponieważ λ, jest ca lkowitym elementem algebraicznym, wi ↪ec z teorii Galo-
isa f(X) ∈ Z[X]. St ↪ad istnieje macierz C ∈ GL(m,Z), maj ↪aca taki sam
wielomian charakterystyczny jak macierz D.
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Udowodnimy, że hC = Ch. Niech ei ∈ Qm, i = 1, 2, . . . , m b ↪edzie baz ↪a
standardow ↪a, a fi ∈ Km, i = 1, 2, . . . , m baz ↪a, w której reprezentacja h jest
sum ↪a reprezentacji R-nieprzywiedlnych. Z konstrukcji wynika, że każdy ele-
ment bazy fi jest wektorem w lasnym endomorfizmu c : Km → Km, wyzna-
czonego przez macierz C. St ↪ad, po ewentualnej permutacji bazy fi, macierz ↪a
homomorfizmu c, w tej bazie, jest macierz D. Ponieważ Dh = hD w bazie
fi, wi ↪ec hC = Ch w bazie ei. Z w lasności λ wynika, że C spe lnia za lożenia
lematu 4.3, z definicji – że ma rz ↪ad nieskończony, a z konstrukcji – że jest
elementem badanego centralizatora.

�

Przedstawimy obecnie pewne wnioski i konsekwencje twierdzenia 4.3. Niech
W b ↪edzie zwart ↪a rozmaitości ↪a Riemanna. Odwzorowanie g ladkie

f : W → W

nazywamy dyfeomorfizmem, jeżeli jest bijekcj ↪a i f−1 jest funkcj ↪a g ladk ↪a.

Definicja 4.2 Funkcja f jest dyfeomorfizmem Anosowa ([56]), jeżeli istniej ↪a
sta le c > 0, 0 < λ < 1, takie że dla każdego w ∈ W, TWw = Es ⊕ Eu, a dla
każdego v ∈ Es, t ∈ Eu i ca lkowitego r > 0

‖Tf rv‖ ≤ cλr‖v‖ i ‖Tf−rt‖ ≤ cλr‖t‖.

Przyk lad 4.2 Niech

ϕ =

(
a b
c d

)

b ↪edzie algebraicznym automorfizmem torusa T 2 (tj. a, b, c, d ∈ Z, detϕ =
±1). Jeżeli ϕ nie ma warości w lasnych o module jeden, to jest dyfeomorfi-
zmem Anosowa na T 2.

Zaprezentujmy twierdzenie Porteousa [45]. Charakteryzuje ono dyfeomorfi-
zmy Anosowa na p laskiej rozmaitości M o grupie podstawowej Γ.

Twierdzenie 4.4 [45, twierdzenie 6.1] Nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) rozmaitość M ma dyfeomorfizm Anosowa,

(ii) każdy Q-nieprzywiedlny sk ladnik reprezentacji holonomii hΓ o wielo-

krotności jeden jest R-przywiedlny.
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Dowód tego rezultatu jest bardzo podobny do dowodu twierdzenia 4.3 i po-
zostawiamy go jako ćwiczenie (por. [45]).

Uwaga: Z dyfeomorfizmami Anosowa jest zwi ↪azana hipoteza: jeżeli na
zwartej rozmaitości W istnieje dyfeomorfizm Anosowa, to W jest skończenie
nakrywana przez nilrozmaitość W̃ ∗. (W jest skończenie nakrywana przez
nilrozmaitość wtedy i tylko wtedy, gdy π1(W ) jest nieskończon ↪a grup ↪a bez-
torsyjn ↪a, która zawiera podgrup ↪e nilpotentn ↪a o skończonym indeksie.)

Okazuje si ↪e, że można podać pe ln ↪a charakterystyk ↪e grupy automorfizmów
zewn ↪etrznych jako podgrupy grupy liniowej. W roku 1972 J. Tits (zob.
[57]) udowodni l, że dowolna, skończenie generowana podgrupa grupy linio-
wej GL(n,Z) jest albo virtualnie rozwi ↪azalna, albo zawiera, jako podgrup ↪e,
grup ↪e woln ↪a

†. Należy dodać, że każda virtualnie rozwi ↪azalna podgrupa grupy
GL(n,Z) jest virtualnie policykliczna [39]. Oznacza to, że zawiera podgrup ↪e
policykliczn ↪a o skończonym indeksie.

Definicja 4.3 Grupa G jest policykliczna, jeżeli posiada subnormalny ci ↪ag
podgrup

{e} = G0 EG1 EG2 E · · ·EGk−1 EGk = G,

o takiej w lasności, że dla każdego i = 0, 1, . . . , k − 1, grupa Gi+1/Gi jest
cykliczna.

Twierdzenie 4.5 Niech Γ b ↪edzie beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a.
Nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) grupa Out(Γ) jest virtualnie-policykliczna,

(ii) reprezentacja holonomii hΓ jest sum ↪a prost ↪a różnych, Q-nieprzywie-
dlnych reprezentacji i każdy wyst ↪epuj ↪acy, w tej sumie, czynnik R-przywiedlny
ma wymierny indeks Schura równy jeden.

Dowód tego twierdzenia można znaleźć w pracy [39].

∗Niech N oznacza jednospójn
↪
a, nilpotentn

↪
a grup

↪
e Liego, a Γ – dyskretn

↪
a, beztorsyjn

↪
a,

kozwart
↪
a podgrup

↪
a grupy Isom(N). Przestrzeń orbit N/Γ nazywamy nilrozmaitości

↪
a.

†Grupa jest virtualnie rozwi
↪
azalna, jeżeli zawiera podgrup

↪
e rozwi

↪
azaln

↪
a o skończonym

indeksie.
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Podamy teraz przyk lady grup Bieberbacha ze skończonymi grupami auto-
morfizmów zewn ↪etrznych.

Dla n ≥ 3 i nieparzystego, niech Γn ⊂ E(n) oznacza grup ↪e generowan ↪a
przez zbiór {(Bi, s(Bi) = xi) : 1 ≤ i ≤ n−1}. Tutaj Bi s ↪a (n×n)-macierzami
diagonalnymi

Bi := diag(−1, . . . ,−1, 1
︸︷︷︸

i

,−1, . . . ,−1),

a xi = s(Bi) = ei/2 + ei+1/2, 1 ≤ i ≤ n − 1 (ei, i = 1, 2, . . . , n oznacza
standardow ↪a baz ↪e przestrzeni euklidesowej Rn). Grupy Γn s ↪a szczególnym
przypadkiem grup Hantzsche-Wendta [47].  Latwo sprawdzić [54, s. 589],
że jest to rodzina grup Bieberbacha o skończonej grupie automorfizmów
zewn ↪etrznych. Reprezentacja holonomii jest sum ↪a prost ↪a różnych reprezen-
tacji Q i R-nieprzewiedlnych.

Można spróbować sklasyfikować grupy Bieberbacha o skończonej gru-
pie automorfizmów zewn ↪etrznych. Pierwszym krokiem w tym kierunku jest
(cz ↪eściowy) opis grup holonomii grup Bieberbacha o skończonej grupie auto-
morfizmów zewn ↪etrznych. Oznaczmy klas ↪e tych grup skończonych przez R1.
W przypadku skończonych grup abelowych podano pe ln ↪a charakteryzacj ↪e
takich grup.

Stwierdzenie 4.3 [33, twierdzenie 4.2] Jeżeli G jest skończon ↪a grup ↪a abe-
low ↪a, to G ∈ R1 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest produktem prostym grup
cyklicznych rz ↪edu co najwyżej cztery (tj. G ma eksponent dziel ↪acy 12).

W przypadku p-grup, w pracy [33] udowodniono, że jeżeli należy ona do klasy
R1, to p = 2 lub p = 3. Ponadto pokazano poniższe stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.4 [33, stwierdzenie 3.3] Niech G b ↪edzie nieabelow ↪a p-grup ↪a
rz ↪edu pα(α ≥ 3), maj ↪ac ↪a cykliczn ↪a normaln ↪a podgrup ↪e indeksu p. Wówczas
G ∈ R1 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grup ↪a rz ↪edu 8, 27 lub 16 i w tym
ostatnim przypadku jest grup ↪a o prezentacji 〈a, b | a8 = b2 = 1, bab = a4±1〉.

Okazuje si ↪e (por. [32, stwierdzenie 4.1]), że także pewna nieskończona ro-
dzina 2-grup ekstraspecjalnych ma t ↪e w lasność.

Definicja 4.4 Grupa Gn rz ↪edu 2n+1 nazywa si ↪e ekstraspecjaln ↪a, jeżeli jej
komutator [Gn,Gn] jest równy jej centrum Z(Gn), a Gn/Z(Gn) ' (Z2)n.
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W przypadku grup skończonych, nieabelowych, rozwi ↪azalnych i nie b ↪ed ↪acych
p-grupami, dotychczas uda lo si ↪e podać pe ln ↪a list ↪e grup o powyższej w lasności
tylko w klasie grup dihedralnych rz ↪edu 2n (s ↪a trzy) [33, stwierdzenie 5.1] oraz
w klasie nieabelowych grup Cp,q rz ↪edu pq, gdzie p, q s ↪a nieparzystymi licz-
bami pierwszymi. Jest tylko jedna równa grupie C7,3 [33, stwierdzenie 5.2].
Tutaj Cp,q (zob. [12]), dla p, q b ↪ed ↪acych nieparzystymi liczbami pierwszymi,
oznacza nieabelow ↪a grup ↪e wyst ↪epuj ↪ac ↪a w krótkim ci ↪agu dok ladnym grup

1 → Zp → Cp,q → Zq → 1.

Wszystkie powyższe stwierdzenia s ↪a konsekwencj ↪a mi ↪edzy innymi faktu z
teorii reprezentacji, że dla p ≥ 5 każda Q-nieprzywiedlna reprezentacja p-
grupy skończonej jest R-przywiedlna. Trzeba zaznaczyć, że pe lna klasyfikacja
grup R1 jest daleka od zakończenia. Znacznie by j ↪a przybliży lo udowodnienie
poniższej hipotezy, która sprowadzi laby opis grup klasy R1 do problemu z
teorii reprezentacji.

Hipoteza: Niech G b ↪edzie dowoln ↪a grup ↪a skończon ↪a. Wówczas istnieje
grupa Bieberbacha Γ o w lasnościach:

1. G jest grup ↪a holonomii grupy Γ,

2. reprezentacja holonomii hΓ w rozk ladzie na sum ↪e reprezentacji Q-
nieprzywiedlnych nie ma sk ladników izomorficznych.

Uwaga: Jest oczywiste, że dla grup z klasy R1 hipoteza jest prawdziwa.

Wykorzystuj ↪ac komputer, dla prostych grup nieabelowych udowodniono ko-
lejne stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.5 [33, stwierdzenia 6.1, 6.2] Jeżeli G = PSL(2, p), to G ∈
R1 wtedy i tylko wtedy, gdy p ∈ {2, 3, 7}. Ponadto sporadyczna grupa prosta
Mathieu M11 jest tak ↪a grup ↪a.

Wykorzystuj ↪ac podobne metody, w roku 2003 podano przyk lad grupy Bieber-
bacha z trywialnym centrum i trywialn ↪a grup ↪a automorfizmów zewn ↪etrznych.
Jej wymiar to 146, a grup ↪a holonomii jest grupa M11 [59]. Z twierdzenia 4.2
wynika, że rozmaitość p laska wyznaczona przez t ↪e grup ↪e nie ma żadnych
symetrii.

Ćwiczenie 4.1 Uzasadnić konkluzj ↪e z przyk ladu 4.1.

Ćwiczenie 4.2 Udowodnić punkty 2 i 3 z lematu 4.2.
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Ćwiczenie 4.3 Niech M b ↪edzie rozmaitości ↪a p lask ↪a. Udowodnić, że

Aff0(M) ' (S1)b1 ,

gdzie b1 jest pierwsz ↪a liczb ↪a Bettiego rozmaitości M.

Ćwiczenie 4.4 Udowodnić, że dowolna podgrupa skończona w GL(m, Q) jest
sprz ↪eżona z podgrup ↪a macierzy ca lkowito liczbowych.

Ćwiczenie 4.5 Niech I b ↪edzie macierz ↪a jednostkow ↪a stopnia n. Udowodnić, że
dla dowolnych macierzy A,B ∈ GL(n,K), wyznacznik macierzy

(
I B
A I

)

jest równy wyznacznikowi macierzy (I −AB). K oznacza dowolne cia lo o charak-
terystyce zero.

Ćwiczenie 4.6 Udowodnić, że centralizator CGL(n,Z)(F ) grupy skończonej F ⊂
GL(n, Z) jest skończenie generowany.

Ćwiczenie 4.7 Niech f ∈ Z[X] b ↪edzie dowolnym wielomianem, którego cia lo
rozk ladu jest podcia lem cia la Q(ζ), gdzie ζ jest pierwotnym pierwiastkiem z je-
dynki. Ponadto za lóżmy, że jego wyraz wolny jest równy ±1. Udowodnić, że istnieje
macierz o wspó lczynnikach ca lkowitych, której wielomian charakterystyczny jest
równy f.

Ćwiczenie 4.8 Bazuj ↪ac na przyk ladzie 4.2, opisać dyfeomorfizmy Anosowa na
torusie.

Ćwiczenie 4.9 Wzoruj ↪ac si ↪e na dowodzie twierdzenia 4.3, udowodnić twierdzenie
4.4.

Ćwiczenie 4.10 Podać dowody stwierdzenia 4.3 i 4.4.

Wskazówka: Skorzystać z orginalnej pracy [33].



5. Spin struktury i operator

Diraca

Niech Cn oznacza algebr ↪e Clifforda nad cia lem liczb rzeczywistych. Jest to
 l ↪aczna algebra z jedynk ↪a, generowana przez elementy

{e1, e2, . . . , en}

spe lniaj ↪ace relacje

∀i, e2i = −1,

∀i, j, eiej = −ejei,

gdzie 1 ≤ i, j ≤ n. Z definicji C0 = R.  Latwo zobaczyć, że C1 = C i C2 = H,
gdzie H jest czterowymiarow ↪a algebr ↪a kwaternionów. Ponadto Rn ⊂ Cn i
dimRCn = 2n, gdzie Rn oznacza n-wymiarow ↪a przestrzeń wektorow ↪a o bazie
e1, e2, . . . , en.

Zdefiniujmy nast ↪epuj ↪ace homomorfizmy (inwolucje) na Cn :

(i) ∗ : ei1ei2 . . . eik 7→ eikeik−1
. . . ei2ei1 ,

(ii) ′ : ei 7→ −ei,

(iii) − : a 7→ (a′)∗, a ∈ Cn.

Niech C0
n = {x ∈ Cn | x′ = x}.  Latwo zauważyć, że

∀a, b ∈ Cn, (ab)
∗ = b∗a∗.

Zdefiniujmy podzbiory algebry Cn

Pin(n) = {x1x2 . . . xn | xi ∈ Sn−1 ⊂ Rn ⊂ Cn, i = 1, 2, . . . n},

Spin(n) = Pin(n) ∩ C0
n.

Jest oczywiste, że s ↪a one grupami ze wzgl ↪edu na mnożenie. Ponadto zachodzi
poniższe stwierdzenie.
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Stwierdzenie 5.1 Niech u ∈ Spin(n), y ∈ Rn. Odwzorowanie

λn : Spin(n) → O(n),

dane wzorem
λn(u)(y) = uyu∗

jest ci ↪ag lym epimorfizmem grup.

Dowód: Niech u = u1u2 . . . u2k ∈ Spin(n), gdzie ui ∈ Sn−1 dla i =
1, 2, . . . , 2k i k ∈ N. Pokażemy, że odwzorowanie

λn(u) : Rn → Rn

jest liniow ↪a izometri ↪a. Z definicji możemy za lożyć, że u ∈ Sn−1 ⊂ Rn. Niech
x1, x2 ∈ Rn. Z definicji mamy

λn(u)(αx1) = αλn(u)(x1)

i
λn(u)(x1 + x2) = λn(u)(x1) + λn(u)(x2).

Z drugiej strony,

|| λn(u)x1 ||2= −(ux1u
∗)(ux1u

∗) = ux2
1u

∗ =

−u || x1 ||2 u∗ =|| x1 ||2 .
W końcu, dla u, v ∈ Spin(n),

λn(uv)(x1) = uvx1(uv)∗ = u(vx1v
∗)u∗ = λn(u)(λn(v)(x1)).

Należy jeszcze pokazać, że λn jest ,,na”. W tym celu pokażemy, że poprzednio
już rozważane odwzorowanie

λn(u) : Rn → Rn

jest odbiciem wzgl ↪edem hiperp laszczyzny prostopad lej do elementu u. Istot-
nie, wiadomo, że takie odbicie wyraża si ↪e wzorem

x 7→ x− 2〈x, u〉 u

|| u ||2 .
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Niech
x1 = tu+ u′,

gdzie 〈u, u′〉 = 0 i t ∈ R. St ↪ad z powyższego wzoru

tu+ u′ 7→ (tu+ u′) − 2〈tu+ u′, u〉u 7→ −tu + u′.

Z drugiej strony,

λn(u)(x1) = ux1u = −ux̄1u
′−1 = −ux̄1u = x1 − x1ūu− ux̄1u =

x1 − (x1ū+ ux̄1)u = ∗x1 − 2〈x1, u〉u = −tu + u′.

Ponieważ grupa ortogonalna O(n) jest generowana przez odbicia, wi ↪ec λn

jest epimorfizmem.

�

Podamy teraz przyk lad 2-grupy ekstraspecjalnej †.

Przyk lad 5.1 [46] Rozpatrzmy podgrup ↪e H ⊂ SO(n), macierzy diagonal-
nych, sk ladaj ↪acych sie tylko z ±1, na g lównej przek ↪atnej. Okazuje si ↪e, że
grupa (λn)−1(H) ⊂ Spin(n) jest 2-grup ↪a ekstraspecjaln ↪a.

Zajmiemy si ↪e teraz operatorem Diraca na p laskich orientowalnych
spin-rozmaitościach [26]. B ↪ed ↪a nam potrzebne wiadomości o wi ↪azkach wek-
torowych. Niech E,X, F b ↪ed ↪a przestrzeniami topologicznymi.

Definicja 5.1 Odwzorowanie p : E → X nazywamy lokalnie trywialnym
rozw lóknieniem (E, p,X, F ), z w lóknem F, jeżeli spe lniony jest nast ↪epuj ↪acy
warunek: Dla dowolnego x0 ∈ X istnieje otoczenie U(x0) ⊂ X i homeomor-
fizm

ΦU(x0) : p−1(U(x0)) → U(x0) × F,

taki że diagram 5.1 jest przemienny. Odwzorowanie pr1 oznacza rzutowanie
na pierwszy czynnik.

p−1(U(x0))
ΦU(x0)→ U(x0) × F

p ↘ ↙ pr1

U(x0)

Diagram 5.1

∗Korzystamy z ćwiczenia 5.2.
†Porównaj definicj

↪
e 4.4.
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Przyk lad 5.2 1. Niech E = X × F i p : E → X b ↪edzie rzutowaniem.
Wówczas (E, p,X, F ) jest lokalnie trywialnym rozw lóknieniem.

2. Niech X = Wn b ↪edzie g ladk ↪a rozmaitości ↪a, E = ∪x∈WnTx(Wn), a
p : E → X dane wzorem p(w) = x, ∀w ∈ Tx(Wn). Tutaj Tx(Wn) oznacza
przestrzeń styczn ↪a do Wn w punkcie x. Wówczas (E, p,Wn,Rn) jest lokalnie
trywialnym rozw lóknieniem z w lóknem Rn.

Dwa rozw lóknienia, (E, p,X, F ) i (E ′, p′, X, F ′), nazywamy równoważnymi,
jeżeli istnieje homeomorfizm f : E → E ′, taki że diagram 5.2 jest prze-
mienny. Lokalne rozw lóknienie (E,X, p, F ) nazywamy trywialnym, jeżeli
jest równoważne z rozw lóknieniem (X × F,X, pr, F ). Niech p : E → X
b ↪edzie rozw lóknieniem. Odwzorowanie s : X → E nazywane jest jego prze-
krojem, jeżeli ps = 1X . Gdy s jest zdefiniowane tylko lokalnie, na podzbiorze
otwartym bazy, wówczas mówimy o lokalnym przekroju.

E
f→ E′

p ↘ ↙ p′

X

Diagram 5.2

Wprowadzimy jeszcze ważne poj ↪ecie rozw lóknienie indukowanego. Niech
f : Y → X b ↪edzie funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a. Zdefiniujmy przestrzeń topologiczn ↪a

f ∗E = {(y, e) ∈ Y × E : f(y) = p(e)}.
St ↪ad rzutowanie na pierwsz ↪a wspó lrz ↪edn ↪a p

∗ określa tak zwane rozw lóknienie
indukowane

p∗ : f ∗E → Y.

Definicja 5.2 Niech G b ↪edzie grup ↪a topologiczn ↪a. Czwórk ↪e (P, π,X,G)
nazywamy G-wi ↪azk ↪a g lówn ↪a, jeżeli spe lnione s ↪a nast ↪epuj ↪ace warunki:

1. P jest przestrzeni ↪a topologiczn ↪a z wolnym, prawostronnym dzia laniem
grupy G.

2. π : P → X jest ci ↪ag l ↪a surjekcj ↪a i π(p1) = π(p2) wtedy i tylko wtedy,
gdy ∃g ∈ G, takie że p1g = p2.

3. Dla dowolnego x ∈ X istnieje jego otoczenie U ⊂ X i odwzorowanie
ΦU : π−1(U) → U ×G, takie że

ΦU (p) = (π(p), φU(p)).



68 Rozdzia l 5

Ponadto φU : π−1(U) → G spe lnia warunek

φU(pg) = φU(p)g.

Uwaga: 1. Analogiczn ↪a definicj ↪e można sformu lować dla lewostronnego,
wolnego dzia lania grupy G na przestrzeni P.

2. Każda G-wi ↪azka g lówna jest lokalnie trywialnym rozw lóknieniem z
w lóknem F = G.

3. Jeżeli (E, p,X,G) jest G-wi ↪azk ↪a g lówn ↪a i f : Y → X ci ↪ag lym odwzo-
rowaniem, to (f ∗E, p∗, Y, G) jest wi ↪azk ↪a g lówn ↪a.

Definicja 5.3 Niech (E, p,X,G) i (E1, p1, X,G) b ↪ed ↪a G-wi ↪azkami g lównymi
o tej samej bazie X. Mówimy, że s ↪a one izomorficzne, jeżeli istnieje home-
omorfizm f : E → E1 i spe lnione s ↪a nast ↪epuj ↪ace warunki:

1. Diagram 5.3 jest przemienny.

2. ∀e ∈ E, g ∈ G, f(eg) = f(e)g.

E
f→ E1

p ↘ ↙ p1

X

Diagram 5.3

Wprost z definicji mamy kolejne stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.2 Jeżeli G-wi ↪azka g lówna (E, p,X,G) ma przekrój, to jest
izomorficzna z trywialn ↪a G-wi ↪azk ↪a g lówn ↪a (E ×G, pr,X,G).

Przyk lad 5.3 Niech G b ↪edzie grup ↪a Liego, a H – jej domkni ↪et ↪a podgrup ↪a.
Niech p : G→ G/H b ↪edzie naturalnym rzutowaniem. Wówczas

(G, p,G/H,H)

jest H-wi ↪azk ↪a g lówn ↪a.



Spin struktury i operator Diraca 69

Przyk lad 5.4 Niech

X = S2 = CP 1

i

E = S3 = {(z1, z2) ∈ C2 || z1 |2 + | z2 |2= 1}.
Zdefiniujmy

p : S3 → CP 1

wzorem p(z1, z2) = [z1 : z2], a dzia lania S1 na S3

(z1, z2)z = (z1z, z2z),

(z1, z2)z = (z1z
−1, z2z

−1), ∀z1, z2 ∈ C2, z ∈ C.

W konsekwencji, możemy określić dwie S1-wi ↪azki g lówne

ψ1 = (S3, p,CP 1, S1)

i

ψ2 = (S3, p,CP 1, S1),

różni ↪ace si ↪e powyższymi dzia laniami S1 na S3. Można pokazać, że nie s ↪a one
izomorficzne. ψ1 jest nazywana wi ↪azk ↪a Hopfa.

Rozpatrzymy teraz kluczowy dla wprowadzenie operatora Diraca przyk lad
wi ↪azki g lównej.

Przyk lad 5.5 Niech Mn b ↪edzie g ladk ↪a rozmaitość wymiaru n. Dla każdego
x ∈ Mn, niech

Lx(Mn) = {(v1, v2, . . . , vn) ∈ Tx(Mn) | det(v1, v2, . . . , vn) 6= 0}.

Niech

L(Mn) = ∪x∈MnLx(Mn).

Zdefiniujmy prawe dzia lanie GL(n,R) na L(Mn) jako mnożenie macierzy.
W konsekwencji otrzymalísmy GL(n,R)-wi ↪azk ↪e g lówn ↪a

(L(Mn), p,Mn, GL(n,R)).
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Możemy powyższ ↪a wi ↪azk ↪e rozpatrywać nad grup ↪a ortogonaln ↪a. Opiszmy
formalnie tak ↪a redukcj ↪e. Niech (P, π,X,G) b ↪edzie G-wi ↪azk ↪a g lówn ↪a, a λ :
G1 → G – ci ↪ag lym homomorfizmem grup. G1-wi ↪azk ↪e g lówn ↪a (Q, π,X,G1)
nazywamy λ-rozszerzeniem wi ↪azki (P, π,X,G), jeżeli istnieje odwzorowanie
f : Q → P, takie że diagram 5.4 jest przemienny i dodatkowo f(qg1) =
f(q)λ(g1), ∀q ∈ Q, g1 ∈ G1.

Q
f→ P

π ↓ ↙ π

X

Diagram 5.4

Definicja 5.4 Niech Wn b ↪edzie orientowaln ↪a, zwart ↪a rozmaitości ↪a wymiaru
n. Spin-struktura na Wn oznacza możliwość λn-rozszerzenia, SO(n)-wi ↪azki
stycznej do Spin(n)-wi ↪azki.

Uwaga: Jest to równoważne zerowaniu si ↪e drugiej klasy charakterystycznej
Stiefela-Whitneya, w2 ∈ H2(Wn,Z2) [26, s. 40].

Przyk lad 5.6 Ponieważ wi ↪azka styczna dowolnej 3-rozmaitości orientowal-
nej i zwartej W3 jest trywialna (zob. [40]), wi ↪ec W3 ma spin-struktur ↪e.

Omówimy teraz spin-struktury na orientowalnych, p laskich rozmaitościach.
Niech Mn b ↪edzie tak ↪a rozmaitości ↪a wymiaru n. Oznaczmy przez Γ ⊂ E(n)
jej grup ↪e podstawow ↪a. Nast ↪epnie rozpatrzmy wi ↪azk ↪e g lówn ↪a

(L(Rn), p,Rn, SO(n)).

Jest oczywiste, że istnieje λn-rozszerzenie tej wi ↪azki do

(Rn × Spin(n), p,Rn, Spin(n)).

Zdefiniowalísmy w ten sposób spin-struktur ↪e na rozmaitości Rn. Ponieważ
jest to przestrzeń jednospójna, wi ↪ec jest ona jedyna (zob. [26]). Dzia lanie
grupy izometrii Γ na przestrzeni Rn możemy ,,rozszerzyć” do dzia lania na
przestrzni L(Rn) = Rn × SO(n). Niech γ ∈ Γ i (x, v) ∈ Rn × SO(n). Defi-
niujemy

γ(x, v) = (γx, pr(γ)v).
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Tutaj pr(γ) oznacza cz ↪eść liniow ↪a (pochodn ↪a) izometrii. Mamy L(Mn) =
(Rn×SO(n))/Γ. Z elementarnej teorii nakryć każda izometria γ ∈ Γ ma dwa
,,podniesienia” γ±, takie że diagram 5.5 jest przemienny.

Rn × Spin(n)
γ±

−→ Rn × Spin(n)

↓ (id × λn) ↓ (id × λn)

Rn × SO(n)
γ−→ Rn × SO(n).

Diagram 5.5

W ten sposób otrzymalísmy poniższe stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.3 Istnieje wzajemna odpowiedniość pomi ↪edzy spin-struktu-
rami na rozmaitości Mn a dzia laniami α grupy Γ na przestrzeni Rn×Spin(n),
spe lniaj ↪acymi warunek

∀γ ∈ Γ, α(γ) ∈ {γ±}.

Dowód: Wynika z definicji (por. [26, s. 43]).

�

Niech α b ↪edzie przyporz ↪adkowaniem z ostatniego stwierdzenia. Zauważmy,
że γ± wyznacza element A± ∈ λ−1

n (pr(γ)), taki że

∀(x, s) ∈ Rn × Spin(n), γ±(x, s) = (γx, A±s).

Wniosek [42, stwierdzenie 3.2]: Mn ma spin-struktur ↪e wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje homomorfizm ε : Γ → Spin(n), taki że λnε = Ψ |Γ .

�

Ponieważ, dla n ≥ 3, kerλn = Z2, wi ↪ec każda rozmaitość p laska z grup ↪a
holonomii G rz ↪edu nieparzystego ma spin-struktur ↪e. Wynika to z faktu, że
dowolny krótki ci ↪ag dok ladny grup skończonych

0 → Z2 → H → G→ 0

jest rozszczepialny.

W dalszym ci ↪agu zmierzamy w kierunku zdefiniowania operatora Diraca.
Niech CC

n = Cn ⊗ C oznacza kompleksyfikacj ↪e algebry Clifforda Cn. Zdefi-
niujmy przestrzeń zespolonych n-spinorów Σn, jako przestrzeń liniow ↪a CK,
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wymiaru zespolonego K = 2[n
2
], cz ↪esto nazywan ↪a nieprzywiedln ↪a reprezen-

tacj ↪a algebry CC
n (zob. [26, s. 13, 20]).

Niech Σ3 = Σ2 = CC
2 = M2(C). Baz ↪e tej ostatniej algebry zespolonej

tworzy macierz jednostkowa I wraz z macierzami

g1 =

(
i 0
0 −i

)

, g2 =

(
0 i
i 0

)

, T =

(
0 −i
i 0

)

.

Zauważmy, że [26, s. 13] jeżeli n = 2k, to

CC
n = M2(C) ⊗ · · · ⊗M2(C)

︸ ︷︷ ︸

k razy

= End(C2 ⊗ · · · ⊗ C2

︸ ︷︷ ︸

k razy

) = End(Σn).

Niech j oznacza liczb ↪e naturaln ↪a. Po lóżmy

α(j) =

{

1, jeśli j jest nieparzyste,

2, jeśli j jest parzyste.

Niech u = u1 ⊗ · · · ⊗ uk ∈ Σn, a e1, . . . , en oznacza baz ↪e CC
n . Wówczas

eju = (I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ gα(j) ⊗ T ⊗ · · · ⊗ T
︸ ︷︷ ︸

[ j−1
2

] razy

)(u),

dla j ≤ n. To definiuje na Σn struktur ↪e C
C
n -modu lu.

Natomiast w sytuacji, gdy n = 2k + 1,

CC
n = {M2(C) ⊗ · · · ⊗M2(C)} ⊕ {M2(C) ⊗ · · · ⊗M2(C)} =

= End(Σn)⊕ End(Σn).

Dla j ≤ 2k,

eju = (I⊗· · ·⊗I⊗gα(j)⊗T ⊗ · · · ⊗ T
︸ ︷︷ ︸

[ j−1
2

] razy

)(u), (I⊗· · ·⊗I⊗gα(j)⊗T ⊗ · · · ⊗ T
︸ ︷︷ ︸

[ j−1
2

] razy

)(u)).

Wreszcie
enu = ((iT ⊗ · · · ⊗ T (u),−iT ⊗ · · · ⊗ T (u)).

Poprzez rzutowanie End(Σn)⊕ End(Σn) → End(Σn) na pierwszy czynnik,
definiuje si ↪e struktur ↪e C

C
n modu lu na Σn w przypadku n nieparzystego.
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Niech Mn = Rn/Γ b ↪edzie p lask ↪a orientowaln ↪a rozmaitości ↪a ze spin-
struktur ↪a ε : Γ → Spin(n). Rozważmy trywialn ↪a wi ↪azk ↪e spinorów

(ΣRn = Rn × Σn, π,R
n,Σn)

oraz wi ↪azk ↪e spinorów na rozmaitości Mn

(ΣMn, π,Mn,Σn).

Tutaj ΣMn = ΣRn/Γ, gdzie Γ dzia la na ΣRn nast ↪epuj ↪aco

∀(x, σ) ∈ ΣRn, γ ∈ Γ, γ(x, σ) = (γx, ε(γ)σ).

Przez spinory na rozmaitości Mn b ↪edziemy rozumieli odwzorowania

Ψ : Rn → Σn,

spe lniaj ↪ace warunek

(∗) Ψ = ε(γ)Ψ ◦ (γ)−1, ∀γ ∈ Γ.

Koneksja Levi-Civita na wi ↪azce L(Mn) ,,podnosi si ↪e” do wi ↪azki ΣMn i indu-
kuje pochodn ↪a kowariantn ↪a ∇. Ponadto zanużenie Rn ⊂ Cn ⊂ CC

n i opisana
powyżej struktura Σn jako CC

n -modu lu definiuj ↪a mnożenie Clifforda

µ : TpMn ⊗ ΣpMn → ΣpMn,

gdzie p ∈ Mn (zob. [26, s. 21] i [6, s. 19]).

Operator Diraca określamy lokalnie, w bazie ortonormalnej e1, e2, . . . , en ∈
TpM, wzorem

(DΨ)(p) = µ(Σn
i=1ei ⊗∇ei

Ψ),

gdzie p ∈ Mn,Ψ ∈ ΣpMn.

Jeżeli przez Γ(S) oznaczymy przekroje wi ↪azki spinorów na rozmaitości
Mn, a przez Γ(T ⊗ S) – przekroje produktu tensorowego wi ↪azki stycznej z
wi ↪azk ↪a S, to (zob. [26, s. 68])

D = µ ◦ ∇ : Γ(S) → Γ(T ⊗ S) → Γ(S).

Tutaj µ jest mnożeniem Clifforda.
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Formalnie jest to samosprz ↪eżony operator eliptyczny pierwszego rz ↪edu ∗.
Z ogólnej teori operatorów eliptycznych [6, s. 19], dla rozmaitości zwartych,
wynika, że spectrum operatora Diraca jest dyskretne oraz spe lnia asympto-
tyczn ↪a formu l ↪e Weyla

limλ→∞
N(λ)

λn
=

2[n
2
]vol(Mn)

(4π)
n
2 Γ(n

2
+ 1)

,

gdzie N(λ) oznacza liczb ↪e wartości w lasnych o module ≤ λ. St ↪ad szereg

η(s) =
∑

λ6=0

sign(λ) | λ |−s

jest zbieżny dla s ∈ C, jeżeli cz ↪eść rzeczywista s jest dostatecznie duża.
Można pokazać, że funkcja η(s) rozszerza si ↪e do funkcji meromorficznej na
ca lej p laszczyźnie zespolonej i nie ma bieguna w zerze.

Definicja 5.5 η-niezmiennikiem operatora Diraca D nazywamy liczb ↪e η(0).

† Niech T n = Rn/Zn oznacza p laski torus. Spin-struktury na T n s ↪a zdefi-
niowane przez homomorfizmy ε : Zn → {±1} ⊂ Spin(n). Oznaczmy przez
a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
n baz ↪e grupy (Zn)∗ = Hom(Zn,Z). Po lóżmy

aε :=
1

2

∑

ε(al)=−1

a∗l .

Niech b ∈ (Zn)∗ + aε, a zbiór

{σj | j = 1, 2, 3, . . . , 2[n
2
]}

b ↪edzie standardow ↪a baz ↪a przestrzeni zespolonej Σn. Można udowodnić (zob.
[25, s. 61, twierdzenie 1]), że spinory Ψj

b : Rn → Σn, dane wzorem

x 7→ e2πi<b,x>σj,

s ↪a spinorami w lasnymi operatora D2. Oznaczmy jako Eb(D
2) przestrzeń ge-

nerowan ↪a przez spinory Ψj
b. Z definicji

D(Φ) = 2πib · Φ,

∗Wi
↪
ecej o historii oraz motywach zdefiniowania operatora Diraca można si

↪
e dowiedzieć

ze wst
↪
epu do ksi

↪
ażki T. Friedricha [26]. Zainteresowanym bardziej szczegó low

↪
a teori

↪
a

operatorów Diraca polecamy monografi
↪
e N. Berline, E. Getzler i M. Vergne [7].

†Wi
↪
ekszość dalszego materia lu pochodzi z pracy [42].
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gdzie Φ ∈ Eb(D
2). Niech

Eb±(D) = {Ψ ∈ Eb(D
2) | DΨ = ±2π | b | Ψ}.

St ↪ad Eb(D
2) = Eb+(D) ⊕ Eb−(D). Zdefiniujmy operator F± : Eb(D

2) →
Eb±(D) wzorem

F±(Ψ) = (1 ± 1

2π | b |D)Ψ = (1 ± i
b

| b |)Ψ.

Ponieważ F± jest surjekcj ↪a, wi ↪ec spinory

Φj
b± = F±Ψj

b = (1 ± i
b

| b |)Ψ
j
b

generuj ↪a przestrzeń Eb±(D), gdzie j = 1, 2, . . . , 2[n
2
]. W przypadku b = 0 ∈

(Zn)∗ + aε, E0(D) = Σn. Dla b 6= 0 mamy izomorfizm Eb+(D) ' Eb−(D).
Oznaczmy przez c ∈ Rn wektor prostopad ly do b o normie jeden. Niech
Mc : Eb(D

2) → Eb(D
2) b ↪edzie mnożeniem Clifforda przez c. Z definicji

McDΦ = −DMcΦ, dla Φ ∈ Eb(D
2). St ↪ad Mc : Eb± → Eb

+
i (Mc)

2 = id. W

konsekwencji jest to izomorfizm i dim(Eb±) = 1
2
2[n

2
].

Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego. Niech Γ b ↪edzie grup ↪a pod-
stawow ↪a orientowalnej rozmaitości p laskiej Mn, ze spin-struktur ↪a ε : Γ →
Spin(n). Jak dobrze wiemy, Mn ma skończone nakrycie T n = Rn/Zn, gdzie
Zn ⊂ Γ jest maksymalna. W zwi ↪azku z warunkiem (∗) z poprzedniego
wyk ladu, po lóżmy

AΦ := ε(γ)Φ ◦ γ−1,

gdzie A jest cz ↪eści ↪a liniow ↪a γ ∈ Γ, a Φ – spinorem na T n. Niezmiennicze,
ze wzgl ↪edu na grup ↪e holonomii, spinory torusa opisuj ↪a spinory rozmaitości
p laskiej Mn = Rn/Γ.

Lemat 5.1 [42, lemat 4.1] Niech A b ↪edzie cz ↪eści ↪a liniow ↪a izometrii γ =
(A, a) ∈ Γ. Wówczas dla b 6= 0 mamy

AΦj
b± = e−2πi<Ab,a>(1 ± Ab

| Ab |)(ε(γ)Ψj
Ab).

Dowód: Dla x ∈ Rn mamy

(Ψj
b ◦ γ−1)(x) = e2πi<b,A−1(x−a)>σj
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= e−2πi<Ab,a>Ψj
Ab(x).

Z definicji

AΦj
b± = ε(γ)Φj

b± ◦ γ−1 = ε(γ)(1 ± i
b

| b |)Ψ
j
b ◦ γ−1

= (1 ± i
1

| b |ε(γ)bε(γ)−1)ε(γ)Ψj
b ◦ γ−1.

Ponieważ, z definicji spin-struktury, z lożenie homomorfizmów λnε jest rzuto-
waniem na pierwsz ↪a wspó lrz ↪edn ↪a, wi ↪ec

ε(γ)bε(γ)−1 = (λnε(γ))(b) = A(b).

Ponadto | b |=| Ab | i st ↪ad

AΦj
b± = (1 ± Ab

| Ab |)(ε(γ)e−2πi<Ab,a>Ψj
Ab).

�

Możemy napisać AΦj
b± = F±(e−2πi<Ab,a>ε(γ)Ψj

Ab). St ↪ad, dla wszystkich Φ ∈
Eb±(D), mamy AΦ ∈ EAb±(D). Niech H oznacza grup ↪e Γ/Zn. Wiemy, że
jest to grupa holonomii rozmaitości Mn i jest ona izomorficzna z podgrup ↪a
SO(n).

Stwierdzenie 5.4 [42, twierdzenie 4.2] Niech b 6= 0,#H = #(Hb) i

V = ⊕A∈HEAb(D
2).

Wówczas wymiar podprzestrzeni K,D-spinorów w lasnych rozmaitości Mn

wzgl ↪edem wartości w lasnych ±2π | b |, jest równy 1
2
2[n

2
].

Dowód: Za lożenie k = #H = #(Hb) oznacza, że grupa H dzia la na
H-orbity b bez punktów sta lych. Oznacza to, że punkty {Aib}i=1,2,...,k s ↪a
wszystkie różne, gdzie Ai ∈ H. St ↪ad przestrzenie EAjb(D

2) s ↪a wzajemnie
ortogonalne i

V ± = ⊕A∈HEAb±(D).

Reprezentacja holonomii wyznacza reprezentacj ↪e

ρ± : H → GL(V ±).
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Oznaczmy jej charakter przez χ±. Z lematu 5.1 oraz z za lożenia, że przestrzeń
liniowa V ± zawiera wektory w lasne, wartości w lasnych ±2π | b |, wynika, że
χ±(A) = tr(ρ±(A)) = 0 dla I 6= A ∈ H. Podprzestrzeń K,D spinorów
w lasnych jest równa podprzestrzeni (V ±)H . St ↪ad

dimK =< χ±, 1 >= 1
#H

ΣA∈Hχ
±(A) == 1

k
χ±(id) = 1

k
dim(V ±) = 1

k
· 1
2
·k ·2[ 2

n
].

�

Wniosek [42, wniosek 4.3]: Jeżeli dzia lanie grupy holonomii na zbiorze
(Zn)∗ + aε jest wolne, to spectrum operatora Diraca na rozmaitości Mn jest
symetryczne.

�

Wiadomo, że η-niezmiennik operatora eliptycznego mierzy symetryczność
jego spektrum. St ↪ad dla operatora o symetrycznym spektrum η-niezmiennik
jest równy zero. Dok ladne wyliczenia η-niezmiennika dla rozmaitości p laskich
wymiaru trzy można znaleźć w pracy [42].

Ćwiczenie 5.1 Udowodnić, że dla każdego x ∈ Rn, xx = − || x ||2 i st ↪ad x−1 =
−x
||x||2

= x̄
||x||2

.

Ćwiczenie 5.2 Niech y ∈ Rn ⊂ Cn i x ∈ Pin(n). Udowodnić, że element xyx∗ ∈
Rn.

Ćwiczenie 5.3 Niech x, y ∈ Rn ⊂ Cn. Udowodnić, że prawdziwy jest wzór

〈x, y〉 =
1

2
(xȳ + yx̄).

Ćwiczenie 5.4 Udowodnić, że dla n ≥ 3 grupa Spin(n) jest jednospójna, a λn

jest nakryciem.

Ćwiczenie 5.5 Podać przyk lad nieizomorficznych wi ↪azek g lównych, które s ↪a izo-
morficzne jako rozw lóknienia (rozpatrzyć ostatni przyk lad).

Ćwiczenie 5.6 Udowodnić stwierdzenie 5.2.

Ćwiczenie 5.7 Udowodnić, że rozmaitości p laskie zdefiniowane przez grupy Han-
tzsche-Wendta nie maj ↪a spin-struktury.
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Ćwiczenie 5.8 Uzupe lnić dowód stwierdzenia 5.3.

Ćwiczenie 5.9 Znaleźć i opisać wszystkie spin-struktury na torusie.
W szczególności udowodnić, że spin-struktury na torusie T n można interpretować
jako zbiory ci ↪agów (δi1 , δi2 , . . . , δin), gdzie δij ∈ {0, 1} dla j = 1, 2, . . . , n.

Ćwiczenie 5.10 Opisać izomorfizm CC
2 z M2(C). W szczególności pokazać, że

macierze I, g1, g2, T stanowi ↪a baz ↪e algebry zespolonej M2(C).

Ćwiczenie 5.11 Pokazać, że spinory Ψj
b s ↪a spinorami w lasnymi operatora D2

(por. [25]).

Ćwiczenie 5.12 Udowodnić, że odwzorowanie Mc jest izomorfizmem.

Ćwiczenie 5.13 Obliczyć η-niezmiennik operatora Diraca trójwymiarowych, orien-
towalnych rozmaitości p laskich (zob. [42, twierdzenie 5.6]).



6. P laskie rozmaitości

ze struktur ↪a zespolon ↪a

W tej cz ↪eści zajmiemy si ↪e klasyfikacj ↪a p laskich rozmaitości ze struktur ↪a ze-
spolon ↪a wymiaru sześć. Za lóżmy, że n jest dodatni ↪a liczb ↪a parzyst ↪a, a Γ –
n-wymiarow ↪a, beztorsyjn ↪a grup ↪a krystalograficzn ↪a z grup ↪a holonomii G.

Definicja 6.1 Reprezentacja holonomii Φ : G → GL(n,Z) jest w laściwie
zespolona, jeżeli istnieje macierz A ∈ GL(n,R), taka że

∀g ∈ G,AΦ(g)A−1 ∈ GL(
n

2
,C).

Stwierdzenie 6.1 [36, twierdzenie 3.1] Poniższe warunki s ↪a równoważne:

(i) Γ jest grup ↪a podstawow ↪a p laskiej rozmaitości Kählera.

(ii) Reprezentacja holonomii grupy Γ jest w laściwie zespolona.

(iii) Γ jest dyskretn ↪a i kozwart ↪a podgrup ↪a grupy U(n
2
) n C

n
2 .

Stwierdzenie 6.2 [36] Niech h : G → GL(m,R) b ↪edzie wiern ↪a reprezen-
tacj ↪a. Jest ona w laściwie zespolona wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczb ↪a
parzyst ↪a i jej każdy R-nieprzywiedlny sk ladnik, który jest absolutnie nieprzy-
wiedlny, wyst ↪epuje z parzyst ↪a wielokrotności ↪a.

Dowód: Niech W b ↪edzie lewym R[G]-modu lem zdefiniowanym przez repre-
zentacj ↪e h, rozk ladaj ↪acym si ↪e na sum ↪e prost ↪a, W = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk R[G]-
modu lów nieprzywiedlnych Vi, i = 1, 2, . . . , k. Z twierdzenia o postaci R[G]-
nieprzywiedlnego modu lu V (zob. [22, twierdzenie 73.9]) wynika, że może
on być nieprzywiedlny na trzy różne sposoby. Co oznacza, że EndR[G])(V ) =
R,C,H, odpowiednio. St ↪ad mamy rozk lad W = WR⊕WC ⊕WH na sk ladniki
,,absolutnie nieprzywiedlne”, ,,zespolone” i ,,kwaternionowe”. Za lóżmy, że
R[G]-modu l jest w laściwie zespolony. St ↪ad otrzymujemy parzystość liczby m
i przestrzeń

EndR[G](WR) 'M(n,R)

jest także w laściwie zespolona wymiaru n2, dla pewnej parzystej liczby natu-
ralnej n.  Latwo można zobaczyć, że n jest liczb ↪a absolutnie nieprzywiedlnych
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sk ladników w powyższym rozk ladzie modu lu W. To dowodzi konieczności
naszego warunku. Z drugiej strony, V ⊗ C jest C[G]-nieprzywiedlny, jest
sum ↪a prost ↪a dwóch modu lów zespolono-sprz ↪eżonych (przypadek ,,zespolony”)
i jest sum ↪a prost ↪a dwóch nieprzywiedlnych modu lów (przypadek ,,kwater-
nionowy”). Dwa ostatnie przypadki s ↪a w laściwie zespolone w sposób oczywi-
sty. Natomiast z naszego za lożenia, o parzystej liczbie sk ladników absolutnie
nieprzywiedlnych, otrzymujemy, że można na niej zadać ż ↪adan ↪a struktur ↪e,
utożsamiaj ↪ac V ⊕ V z V ⊗ C.

�

W ostatnich 20 latach, po rozwi ↪azaniu przez S. T. Yau hipotezy E. Calabiego,
bardzo wzros lo znaczenie rozmaitości zespolonych. Jedn ↪a z najważniejszych
klas takich rozmaitości s ↪a rozmaitości Calabi-Yau. Definiujemy je jako Kähle-
rowskie o p laskiej metryce Ricciego (zob. [53]) ∗. W sytuacji rozmaitości
p laskich, warunek o posiadaniu p laskiej metryki Ricciego jest zawsze spe lniony.
Jednakże w tym przypadku obraz reprezentacji holonomii nie zawsze jest za-
warty w grupie SU(n) [8, stwierdzenie 10.29].

W tabeli 6.1 podana jest lista wszystkich grup podstawowych, p laskich
rozmaitości ze struktur ↪a zespolon ↪a wymiaru sześć. Wykorzystano w niej
klasyfikacj ↪e grup Bieberbacha uzyskan ↪a w programie CARAT [18]. Bardziej
dok ladne omówienie tabeli można znaleźć w pracy [53].

∗Istniej
↪

a także inne definicje rozmaitości Calabi-Yau. W monografii [37, s. 123] jest
podanych pi

↪
eć nierównoważnych definicji.
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Grupa holonomii Liczba grup Oznaczenia w CARAT i liczba Bettiego β1

Z2 5 β1 = 2, 174.1.1, 174.1.2,
β1 = 4, 173.1.1, 173.1.2, 173.1.3,

Z3 4 β1 = 2, 291.1.1, 291.1.2,
β1 = 4, 311.1.1, 311.1.2,

Z4 22 β1 = 2, 201.1.1, 202.1.2, 225.1.1., 225.1.10, 225.1.11,
225.1.12 (2 grupy), 225.1.13, 225.1.2, 225.1.3,
225.1.4 (2 grupy), 225.1.5, 225.1.6 (2 grupy),
225.1.7 (2 grupy), 225.1.8 (2 grupy), 225.1.9,
β1 = 4, 219.1.1, 219.1.2

Z5 2 β1 = 2, 626.1.1, 626,1,2

Z6 14 β1 = 2, 1611.1.1, 318.1.1, 318.1.2, 318.1.3, 318.1.5,
319.1.1, 319.1.2, 319.1.3, 319.1.5, 404.1.1,
404.1.2, 404.1.3, 404.1.4
β1 = 4, 1694.1.1

Z8 1 β1 = 2, 468.1.1

Z10 1 β1 = 2, 7093.1.1

Z12 6 β1 = 2, 359.1.1, 359.1.3, 359.1.4,
361.1.1, 361.1.2, 554.1.1

Z2 × Z2 33 β1 = 0, 185.1 (4 grupy),
β1 = 2, 186.1 (29 grup)

Z2 × Z4 45 β1 = 2, 257.1 (19 grup), 1135.1 (26 grup)

Z3 × Z3 13 β1 = 2, 405.1.1 (5 grup), 405.1.2 (3 grupy),
405.1.3 (3 grupy), 405.1.4, 405.1.5

Z6 × Z2 7 β1 = 2, 1732.1 (5 grup), 2701.1 (2 grupy)

Z4 × Z4 8 β1 = 2, 1264.1 (8 grup)

Z6 × Z3 6 β1 = 2, 2719.1 (2 grupy), 2720.1 (4 grupy)

Z6 × Z4 4 β1 = 2, 1920.1 (4 grupy)

Z6 × Z6 1 β1 = 2, 2752.1

D4 1 β1 = 0, 207.1.1

Tabela 6.1



Dodatek. Alternatywny dowód

twierdzenia Bieberbacha

Przedstawiamy tutaj drugi dowód pierwszego twierdzenia Bieberbacha (twier-
dzenie 1.1) oparty na ideach M. Gromowa i pochodz ↪acy z pracy [14]. Niech Γ
b ↪edzie grup ↪a krystalograficzn ↪a wymiaru n. Mamy udowodnić, że jej podgrupa
translacji zawiera n liniowo niezależnych elementów.

Niech A ∈ O(n). Definiujemy

m(A) = max{| Ax− x | / | x | |x ∈ Rn \ {0}}.

Zauważmy, że zawsze mamy | Ax − x |≤ m(A) | x |, dla x ∈ Rn. Ponadto
zbiór

(i) EA = {x ∈ Rn || Ax− x |= m(A) | x |}
jest nietrywialn ↪a A-niezmiennicz ↪a podprzestrzeni ↪a liniow ↪a. Wynika to z tzw.
warunku równoleg loboku i ci ↪agu równości

2m2(A)(| x |2 + | y |2) = 2(| Ax−x |2 + | Ay−y |2) =| A(x+y)−(x+y) |2 +

+ | A(x−y)−(x−y) |2≤ m2(A)(| x+y |2 + | x−y |2) = 2m2(A)(| x |2 + | y |2),
gdzie x, y ∈ EA. Niech E⊥

A b ↪edzie A-ortogonalnym dope lnieniem przestrzeni
EA. Definiujemy

(ii) m⊥(A) = max{| ax− x | / | x | |x ∈ E⊥
A \ {0}},

jeżeli E⊥
A 6= 0, i m⊥(A) = 0 w przeciwnym wypadku. St ↪ad

(iii) m⊥(A) < m(A),

jeżeli A 6= id. Niech x = xE + x⊥ ∈ EA ⊕ E⊥
A . Wówczas

(iv) | AxE − xE |= m(A) | xE |, | Ax⊥ − x⊥ |≤ m⊥(A) | x⊥ | .
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Na zakończenie tych elementarnych obserwacji zauważmy jeszcze, że ∀A,B ∈
O(n) zachodzi

m([A,B]) ≤ 2m(A)m(B).

Istotnie, mamy ci ↪ag równości

[A,B] − id = (A− id)(B − id) − (B − id)(A− id)A−1B−1.

Ponieważ | A−1B−1x |=| x |, wi ↪ec

| [A,B]x− x |≤ m(A)m(B) | x | +m(B)m(A) | x |,
dla dowolnego x ∈ Rn.

Lemat A(tzw. ma ly Bieberbach) Dla dowolnego elementu u ∈ Rn, o d lugości
jeden, i dla dowolnych liczb dodatnich ε, δ, istnieje element β = (B, b) ∈ Γ,
taki że b 6= 0, ∠(u, b) ≤ δ, m(B) ≤ ε.

Dowód: Z definicji grupy Γ wynika, że istnieje sta la d oraz ci ↪ag jej elementów
βk, spe lniaj ↪acy, dla dowolnej liczby naturalnej k, nierówność

| bk − ku |≤ d.

Ponadto | bk |→ ∞, ∠(u, bk) → 0 (k → ∞). Ponieważ O(n) jest zwarta,
wi ↪ec istnieje podci ↪ag, taki że dla i < j zachodzi

m(BjB
−1
i ) ≤ ε, ∠(u, bj) ≤ δ/2, | bi |≤

δ

4
| bj | .

W konsekwencji element βjβ
−1
i ma ż ↪adane w lasności.

�

Lemat B Jeżeli α = (A, a) ∈ Γ i m(A) ≤ 1
2
, to α jest translacj ↪a.

Dowód: Wybierzmy element α = (A, a) ∈ Γ, spe lniaj ↪acy za lożenia i z
m(A) 6= 0. Z dyskretności grupy Γ możemy go wybrać tak, aby liczba | a |
by la minimalna. Z lematu A, dla u ∈ EA, mamy element β = (B, b), taki że

(∗) b 6= 0, | b⊥ |≤| bE |, m(B) ≤ 1

8
(m(A) −m⊥(A).

Pośród nich wybierzmy znowu taki, że | b | jest minimalne, ale różne od zera.
Oczywíscie | a |≤| b |, jeżeli β nie jest translacj ↪a

∗. Niech β̃ = [α, β]. Z
obserwacji przed lematem A mamy

m(B̃) = m([A,B]) ≤ 2m(A)m(B) ≤ m(B)

∗m(A) 6= 0.
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i ponadto
(∗∗) b̃ = (A− id)bE + (A− id)b⊥ + r,

gdzie
r = (id− B̃)b + A(id− B)A−1a.

Jeżeli β jest translacj ↪a, to B = id = B̃ i r = 0. Jak już stwierdzilísmy,
z wyboru α, w sytuacji gdy β nie jest translacj ↪a, mamy nierówność

| a |≤| b | .

St ↪ad
| r |≤ (m(B̃) +m(B)) | b |≤ 2m(B) | b |< 4m(B) | bE | .

W obydwu przypadkach mamy

(∗ ∗ ∗) | r |< 1

2
(m(A) −m⊥(A)) | bE | .

Z definicji i wzoru (∗∗) mamy równanie

b̃E − (A− id)bE − rE = (A− id)b⊥ + r⊥ − b̃⊥ = 0.

St ↪ad, wykorzystuj ↪ac (∗) ortogonalność wektorów rE i r⊥, mamy

| b̃⊥ |≤ m⊥(A) | b⊥ | + | r⊥ |< m⊥(A) | bE | + | r | .

W konsekwencji, wykorzystuj ↪ac (∗ ∗ ∗), otrzymujemy nierówność

| b̃⊥ |< 1

2
(m(A) +m⊥(A)) | bE | .

Z drugiej strony,

| b̃E |=| (A− id)bE + rE |≥ m(A) | bE | − | rE |>

> m(A) | bE | −1

2
(m(A) −m⊥(A)) | bE |=

=
1

2
(m(A) +m⊥(A)) | bE | .

Wykorzystalísmy tutaj nierówności (∗ ∗ ∗) i

| x + y |≥|| x | − | y || .
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Podsumowuj ↪ac, widzimy, że β̃ także spe lnia warunek (∗) i wobec

| b̃ |≤ m(A) | b | + | r |< m(A) +
1

2
(m(A) −m⊥(A)) | bE |<| b |

otrzymalísmy sprzeczność.

�

Z lematu A wynika, że istnieje n elementów grupy Γ, których translacje s ↪a
liniowo niezależne, a obroty maj ↪a norm ↪e mniejsz ↪a od 1

2
. Na podstawie lematu

B skonstruowalísmy w naszej grupie n liniowo niezależnych translacji.

�
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Math. Ann. 72, 1912, 400-412

[11] W. M. Boothby, An introduction to differentiable manifolds and Riemannian
geometry, Academic Press, Orlando, 1986

[12] K. S. Brown, Cohomology of groups, Springer, New York, 1982

[13] P. Buser, H. Karcher, The Bieberbach case in Gromov’s almost flat manifold
theorem, Global differential geometry and global analysis proceedings (Berlin
1979), Lecture Notes in Math. 838, Springer, Berlin, 1981, 82-93



Bibliografia 87

[14] P. Buser, H. Karcher, A geometric proof of Bieberbach’s theorems on crystal-
lographic groups, L’enseignement Math. 31, 1985, 137-145

[15] P. Buser, H. Karcher, Almost flat manifolds, Asterisque 81, Paris, 1981

[16] E. Calabi, Closed, locally euclidean, 4-dimensional manifold, Bull. American
Math. Soc. 63, 1957, 135

[17] L. S. Charlap, Bieberbach groups and flat manifolds, Springer, New York,
1986

[18] C. Cid, T. Schulz, Computation of five and six dimensional Bieberbach groups,
Exp. Math. 10(1), 2001, 109-115

[19] G. Cliff, A. Weiss, Torsion free space groups and permutation lattices for
finite groups, Contemp. Math. 93, 1989, 123-132

[20] J. Conway, J. P. Rossetti, Describing the platycosms, preprint, Princeton
University, arXive:math.DG/0311476

[21] W. C. Curtis, I. Reiner, Representation theory of finite groups and associative
algebras, Wiley, New York, 1962

[22] W. C. Curtis, I. Reiner, Methods of representation theory, vol. 1, Wiley, New
York, 1981

[23] R. Engelking, Topologia ogólna, PWN, Warszawa, 1975

[24] D. R. Farkas, Crystallographic groups and their mathematics, Rocky Moun-
tains J. Math. 11(8), 1981, 511-551

[25] T. Friedrich, Die Abhängigkeit des Dirac-Operators von der Spin-Struktur,
Coll. Math. 47, 1984, 57-62

[26] T. Friedrich, Dirac operators in Riemannian geometry, AMS, Graduate Stu-
dies in Mathematics, vol. 25, Providence, Rhode Island, 2000

[27] G. Frobenius, Über die unzerlegbaren diskreten Bewegungsgruppen, Sitz. ber.
der Preuss. Acad. Wissen., Berlin (1911), 654-665

[28] A GAP package, http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ gap

[29] M. Gromow, Almost flat manifolds, J. Differential Geometry 13, 1978, 231-
241



88 Bibliografia

[30] H. Hiller, C. H. Sah, Holonomy of flat manifolds with b1 = 0, Quartely J.
Math. 37, 1986, 177-187

[31] J. Hillmann, Flat 4-manifold groups, New Zealand, J. Math. 24, 1995, 29-40
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