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Spis tresci



Niech R™ bedzie przestrzenia euklidesowa. Dyskretna podgrupe I' grupy
izometrii [zom(R") = E(n) = O(n) x R™ o zwartym obszarze fundamental-
nym nazywamy grupaq krystalograficzna. 7 twierdzen Bieberbacha podgrupa
translacji grupy I' jest podgrupa normalna o skonczonym indeksie. Innymi
stowy, istnieje krotki ciag doktadny grup

1-7Z"—>T—-G—1,

ze skonczona grupa G.

W ponizszym tekscie opisano, w sposéb maksymalnie zwiezly, wlasnosci
grup krystalograficznych. Wykorzystano do tego celu teorie reprezentacji i
kohomologii grup skoniczonych. Jezeli I' jest beztorsyjna, to jest grupa pod-
stawowa rozmaitosci M"™ = R"/T". Okazuje sie, ze M™ jest rozmaitoscia Rie-
manna o krzywiznie sekcyjnej zero, tak zwana rozmaitoscia ptaska. W pracy
opisano wiele interesujacych zwiazkow pomiedzy wiasnosciami I'i M™.

W pierwszych dwoch rozdziatach wprowadzono podstawowe pojecia oraz
dowiedziono twierdzen Bieberbacha. W nastepnych oméwiono, najwazniejsze
wedlug autora, rezultaty z ostatnich lat. Wiele watkéw, jak na przyktad
zwiazki z geometrig algebraiczna, nie zostalo podjetych i autor ma nadzieje
na rozszerzenie niniejszego opracowania w przysziosci.

Przedstawiany tekst jest zapisem rocznego wykladu * monograficznego,
jaki autor prowadzil na Uniwersytecie Gdanskim w roku akademickim 2004
i 2005. Shuchaczami byli studenci czwartego i piatego roku matematyki. Do
zrozumienia materialu wystarczy podstawowa znajomos¢ algebry i topologii
z pierwszych lat studiéw matematycznych. Pomocne powinny okazaé sie
zamieszczone ¢wiczenia, cho¢ niektore sa trudne.

*

Autor bardzo dzigkuje Panu prof. Czestawowi Baginskiemu za bardzo wni-
kliwa recenzje. Dzieki niej uniknat wielu bledéw merytorycznych i tekst
zostal duzo lepiej zaprezentowany. Dziekuje ponadto Pani dr Aleksandrze
Nowel i Pani redaktor Dorocie Zgainskiej za przeczytanie maszynopisu i zro-
bienie licznych uwag.

*Czes¢ pracy byla wykonana w czasie pobytu w IHES we Francji i dofinansowana przez
Euro-Programme 2 (RITA-CT-2004-505493).



1. Pojecia wstepne

Niech R™ oznacza n-wymiarowa przestrzen euklidesowa ze standardowym
iloczynem skalarnym zdefiniowanym wzorem

(@, y) = X1 2y,

gdzie © = (v1,22,...,2,) € R" 1y = (y1,92,...,yn) € R™ Iloczyn ten
pozwala zdefiniowa¢ norme wektoréw

|2 |l= vz, y) = \/EiL,27

i naturalng metryke

d(z,y) =[l = —y [|= vVEL (2 — i)

Definicja 1.1 Odwzorowanie f : R" — R" nazywamy izometria, jezeli dla
dowolnych z,y € R™ mamy

d(x,y) = d(f(x), f(y))-

Ponizsze stwierdzenie jest bezposrednia konsekwencja definicji i jego dowdd
zostawiamy czytelnikowi.

Stwierdzenie 1.1 Zbior wszystkich izometrii przestrzeni R™ wraz z operacjq
sktadania przeksztatcen jest grupaq.

O

Grupe wszystkich izometrii przestrzeni R" bedziemy oznaczaé¢ symbolem
E(n). W celu opisu jej podstawowych wlasnosci przypomnijmy definicje dwéch
typow przeksztalcen: translacji i przeksztalcenia ortogonalnego.

Definicja 1.2 Niech a bedzie ustalonym elementem przestrzeni R™. Trans-
lacja przestrzeni R™ o element a nazywamy przeksztalcenie ¢, : R® — R"
okreslone wzorem

to(x) = a+ .
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Stwierdzenie 1.2 Zbior wszystkich translacji przestrzeni R™ jest podgrupa
normalng grupy E(n). Przyporzadkowanie a — t, jest izomorfizmem addy-
tywne] grupy R™ na grupe wszystkich translacji przestrzeni R™.

O

Grupe wszystkich translacji przestrzeni R™ bedziemy oznaczaé¢ symbolem R™.

Definicja 1.3 Przeksztalcenie liniowe A przestrzeni euklidesowej R™ w R"™
nazywamy ortogonalnym, jesli dla dowolnych z,y € R", zachodzi réwnosé

(2, y) = (Alz), Ay))-

Stwierdzenie 1.3 Przeksztalcenie liniowe A przestrzeni euklidesowej R™ jest
ortogonalnym wtedy @ tylko wtedy, gdy zachowuje norme dowolnego wektora,
tzn. dla dowolnego x € R",

Il I=[F Af) -

Dowdd: Implikacja =’ wynika bezposrednio z definicji przeksztalcenia or-
togonalnego. W celu dowodu implikacji w strone przeciwna zalézmy, ze A
jest przeksztalceniem liniowym, takim ze || = [|=| A(z) ||, dla dowolnego
x € R". Wtedy oczywiscie A zachowuje forme kwadratowa @, zdefiniowana
wzorem Q(x) =|| z ||?, a to z kolei oznacza, ze A zachowuje forme dwuliniowa
f, zdefiniowana wzorem f(z,y) = 3(Q(z +y) — Q(z) — Q(y)). Bezposredni
rachunek dowodzi, ze f jest identyczna z iloczynem skalarnym przestrzeni
R™.

O

Stwierdzenie 1.4 Zbior wszystkich przeksztatcen ortogonalnych przestrzens
R™ wraz z operacjq sktadania przeksztatcen jest grupa.

O

Grupe opisana w powyzszym stwierdzeniu nazywamy grupa ortogonalna prze-
strzeni R" i oznaczamy symbolem O(n). W przyszlosci elementy tej grupy
bedziemy traktowali jako macierze, a takze jako odwzorowania liniowe prze-
strzeni R" i C".
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Rozwazmy ortonormalna baze ey, es, ..., e, przestrzeni R". 7 podsta-
wowego wykladu algebry liniowej wynika, ze macierz A dowolnego prze-
ksztalcenia ortogonalnego w tej bazie jest ortogonalna, tzn. A~' = AT, gdzie
AT jest macierza transponowana do A. Przyporzadkowanie, ktére kazdemu
przeksztalceniu ortogonalnemu przypisuje jego macierz w tej ustalonej bazie,
jest izomorfizmem grupy ortogonalnej na grupe macierzy ortogonalnych (z
operacja mnozenia macierzy). Ze wzgledu na ten izomorfizm, pod pojeciem
grupy ortogonalnej O(n) bedziemy rozumie¢ te wlasnie grupe macierzy orto-
gonalnych.

Stwierdzenie 1.5 Kazda izometria przestrzeni R™ jest superpozycja prze-
ksztalcenia ortogonalnego i translacyi. Innymi stowy, jezeli f : R™ — R™ jest
izometriq przestrzeni R™, to istnieje translacja t, @ przeksztatcenie ortogo-
nalne A tej przestrzeni, takie ze f = Aot,.

Dowéd: Niech a = f(0)i A= fot_,. Wtedy oczywiscie A jest izometria
i A(0) = 0. W mys$l stwierdzenia 1.3, do zakonczenia dowodu wystarczy
pokazaé, ze A jest przeksztalceniem liniowym. Niech z,y € R"™ beda do-
wolnymi wektorami i C' plaszczyzna rozpieta na tych wektorach. Poniewaz
A jest izometria, wiec obrazem rownolegtoboku o bokach z,y i przekatnej
x + y jest réwnoleglobok o bokach f(z), f(y) i przekatnej f(x) + f(y). Ob-
razem przekatnej réwnolegloboku jest przekatna obrazu, wiec f(z + y) =
f(x) 4+ f(y). To dowodzi liniowosci A. Zatem A jest przeksztalceniem orto-
gonalnym i f = Ao f,.

O

Wprowadzimy teraz bardzo wazne pojecie z teorii grup.

Definicja 1.4 Niech H i K beda dowolnymi grupami z operacjami, odpo-
wiednio, ‘o’ i 'x’. Zalézmy ponadto, ze H jest podgrupa grupy automor-
fizméw grupy K. Produktem poiprostym grup H i K nazywamy grupe
H x K, ktérej elementami sa wszystkie uporzadkowane pary (h,k), h €
H, k € K, z operacja

(B, k1) (ha, k2) = (ha o ha, ha(kg) * ky).
Przyklad 1.1 Na mocy stwierdzenia 1.5 bedziemy przyjmowac, ze

E(n) =0(n) x R".
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Jest to zbidr wszystkich par (A,t,) = (A,a) € O(n) xR"™ z dzialaniem danym
wzorem

(A,a)(B,b) = (AB, Ab + a),
gdzie (B,b) € O(n) x R™.

W powyzszym przyktadzie pierwsza wspolrzedna nazywana jest obrotem,
a druga — translacja. Symbol x oznacza produkt pélprosty grupy R", z
dzialaniem dodawania, i grupy ortogonalnej O(n).

Przyklad 1.2 Grupa A(n) = GL(n,R) x R™. Jest to produkt pdlprosty
grupy R™ z grupa GL(n,R).

Stwierdzenie 1.6 Mamy nastepujacy ciag podgrup
E(n) C A(n) C GL(n + 1,R).

Dowdéd: Niech (A4, a) € E(n). Wowczas jest to takze element grupy A(n).
Ponadto, jezeli zapiszemy go jako macierz (n+1) x (n+1) w postaci [ 61 iL } ,
jest on elementem grupy GL(n + 1, R).

0J

Ostatnie stwierdzenie pozwala nam okresli¢ topologie na grupie F(n) jako
indukowana, z R+1D?.

Definicja 1.5 Podzbiér X przestrzeni euklidesowej jest dyskretny, jezeli
kazdy jego punkt x ma otoczenie otwarte U,, takie ze czeScia wspdlna zbioru
U, i X jest tylko punkt z.

Definicja 1.6 Niech I bedzie podgrupa grupy izometrii przestrzeni euklide-
sowej R"”. Nazywamy ja podgrupa dyskretna, jezeli jako podzbiér przestrzeni
euklidesowej R+ jest dyskretna. Mowimy, ze I' dziala wtasciwie dyskret-
nie na R", jedli dla kazdego = € R" istnieje takie jego otoczenie otwarte U,,
ze zbior

{y el [YU.NU, # 0}
jest skonczony. Ponadto bedziemy mowili, ze I" dziata wolno, jesli dla kazdego

x € R" zbiér {y € T' | y& = z} zawiera tylko element neutralny (7,0) grupy
I
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Lemat 1.1 Jezeli ' jest dyskretna podgrupa grupy E(n) i Vo C R™ jest kula
otwartg o Srodku w punkcie O i promieniu r, to

{yel|"WonVy# 0} cI'N(O(n) x V),

gdzie V§ jest kula o Srodku w punkcie 0 i promieniu 2r. (Tutaj O(n) x V jest
rozumiany jako podzbior grupy E(n).)

Dowéd: Niech v = (4,a) € T bedzie takim elementem, ze yvVy NV, # 0.
Wéwezas istnieja x, 2’ € Vj, takie ze vx = Ax + a = /. Stad na mocy
nieréwnosci tréjkata || a ||=]] ©' — Az ||<|| 2" || + || Az ||< 2r. Zatem
v € O(n) x Vj.

O

Stwierdzenie 1.7 Niech ' C E(n) bedzie podgrupa grupy E(n). Nastepujace
warunki sq rownowazne:

(i) T' dziala wlasciwie dyskretnie na przestrzeni R™,
(11) Tx nie ma punktu skupienia dla kaZdego x € R™,
(111) T jest dyskretna podgrupa grupy E(n).

Dowdd: Zalézmy, ze grupa I' dziata wlasciwie dyskretnie na R™. Udo-
wodnimy, ze jest ona dyskretna. Niech ciag elementéw {~,}"=%° grupy I'
bedzie zbiezny do identycznosci. Rozpatrzmy otoczenie 0 € Uy C R™ i zbiér
{7 | UsNyUy # D}, ktéry z definicji dziatania jest skoriczony. Stad ; = (1,0)
od pewnego n i grupa I jest dyskretna. Aby udowodni¢ wynikanie przeciwne,
wykorzystamy lemat 1.1.

Niech € R™ bedzie dowolnym punktem, V, — kula o srodku w x i
promieniu 7, a t, — translacja o x. Wéwczas z definicji dziatania witasciwie
dyskretnego i lematu 1.1 mamy

{vel |AVonV, # 0} ={y el | t_yt,VoNVy # 0} Ct_,T't,N(O(n) x V).

Poniewaz grupa I jest dyskretna, wiec powyzszy zbior jest skonczony i grupa
I' dziala wlasciwie dyskretnie na R™. Udowodnilismy réwnowaznosé (i) oraz
(ii).

Zalézmy warunek (i). Udowodnimy, ze dla kazdego x € R™ zbiér I'z nie
ma punktu skupienia. Przypusémy przeciwnie, ze taki punkt y € R"™ istnieje.
To znaczy, ze istnieje ciag elementéw {v;x = A;x+ a; }=3° zbiezny do punktu
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y. Poniewaz grupa O(n) jest zwarta, wiec mozemy zalozy¢, ze ciag {A; }=3°
jest zbiezny do pewnego A € O(n). Stad ciag elementéw {a; }'=3° jest zbiezny
do punktu —Ax + y. Istotnie wyrazenie

| ai + Az =y [|<[[ a; + Aix =y [| + || Az — Az ||

moze by¢ dowolnie mate dla dostatecznie duzego i. PokazaliSmy zatem, ze
ciag izometrii {; }'=5° jest zbiezny do v = (A, —Az +y) w grupie F(n). Stad
ciag izometrii {fymijrll}jjfo jest zbiezny do identycznosci. A to jest sprzeczne
z dyskretnoscia grupy I'.

Odwrotnie zaktadajac, ze dla kazdego x € R™ zbiér 'z nie ma punktéw
skupienia, udowodnimy, ze I' dziala wiasciwie dyskretnie. Niech z, € R"
bedzie taki, ze dla kazdej kuli U,, o $rodku w z( zbioér

{y €T [ N Us,y # 0}

jest nieskonczony. A to oznacza, ze zbiér 'ty ma punkt skupienia. Do-
staliSmy sprzecznosc.

O

Stwierdzenie 1.8 Dyskretna podgrupa grupy E(n) dzialta wolno na R™ wtedy
i tylko wtedy, gdy jest beztorsyjna (nie ma elementow skoriczonego rzedu).

Dowad: Jezeli grupa I' ma element v skonczonego rzedu k, to dla kazdego
r € R" punkt = + vz + 722 + - - - + ¥* 71z nie zmienia si¢, gdy dzialamy na
nim elementem . To oznacza, ze dzialanie grupy izometrii [' nie jest wolne.
W przeciwna strone stwierdzenie wynika z nastepujacej réwnosci zbioréw

{v €T |ya=a} =T'Nt,(0(n) x 0)t_,

gdzie a € R", a t, oznacza translacje o a. Poniewaz grupa O(n) jest zwarta,
a grupa [ dyskretna, wiec zbiér po prawej stronie jest zawsze skonczony.

OJ
Kolejna definicja dotyczy bardzo waznego pojecia.

Definicja 1.7 Przestrzen topologiczna Hausdorffa M nazywamy rozmaito-
Scia odpowtedniej klasy, jezeli spelnione sa ponizsze warunki:
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1. Istnieje pokrycie M rodzina zbioréw otwartych U;,7 € I, z ktérych
kazdy jest odwzorowywany za pomoca homeomorfizmu ¢; na otwarty pod-
zbiér R”™.

2. Jezeli U; NU; # P, to odwzorowanie (tzw. funkcja przejscia)
piow; 1iUiNT;) — ¢;(UiNT;)
jest odpowiedniej klasy.

Para (U;, ;) jest nazywana mapa rozmaitosci M, a zbiér wszystkich map
— jej atlasem.

Przyklad 1.3 Przestrzenie liniowe R™, C™ oraz ich przestrzenie rzutowe
RP™ i CP™ sa rozmaitosciami. n-wymiarowa sfera

S"={z e R ||z [|=1}
oraz n-wymiarowy torus
T =85"xS'x---x St =R"/Z"
sa rozmaitosciami. Pokazanie tego jest prostym ¢wiczeniem [60].

Definicja 1.8 Grupa Liego G nazywamy rozmaitos¢ rézniczkowa, ktora jest
jednoczesnie grupa. Ponadto dzialania mnozenia G x G — G i brania ele-
mentu odwrotnego G — (G sa odwzorowaniami rézniczkowalnymi rozma-
itosci.

Przyklad 1.4 Sfera S! C C z dzialaniem mnozenia liczb zespolonych jest
abelowa grupa Liego. Iloczyn kartezjanski grup S!, tzn. n-wymiarowy torus
T" = (S1)", jest grupa Liego. Grupy macierzy U(n), O(n), SL(n,R), SL(n, C)
sa grupami Liego.

Zaczniemy od obserwacji, ktora bedziemy wykorzystywaé¢ wielokrotnie i w
wielu innych miejscach.

Lemat 1.2 [11, lemat 8.4, s. 98] Niech G bedzie grupa Liego, a I' jej pod-
grupa. Jezeli istnieje otwarte otoczenie U elementu neutralnego e, takie Ze
UNT = {e}, to ' jest przeliczalnym, domknietym, dyskretnym podzbiorem
grupy G.
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Dowdd: Niech e € V' bedzie otwartym otoczeniem elementu neutralnego,
takim ze VV =1 C U. Jego istnienie wynika z ciaglodci odwzorowania

G x G — @, opisanego wzorem (g1, gs) — ¢195 ', i tego, ze w tym od-
wzorowaniu obrazem pary (e, e) jest e. Jezeli ciag elementéow {h,} grupy I'
jest zbiezny do h, to z definicji wynika, ze istnieje liczba naturalna N, taka
ze Yn > N h, € Vg. Zbiér Vg jest otoczeniem otwartym punktu g. Niech
hy = Vg i By = Vg dla pewnych v, v,,, € V. Mamy h,h;! = v,v.! € U. Po-
niewaz U NT = {e}, wiec h,h} =eih, = h,,Yn,m > Nig=hy €T. Po-
nadto dla kazdego h € I', hU jest otwartym otoczeniem h, ktérego przeciecie
z I jest rowne h. To dowodzi dyskretnosci zbioru I'. W konicu rodzina zbioréw
{RV | h € T'} jest indeksowang rodzina parami roztacznych podzbioréw grupy
. Istotnie, jezeli hiV N hyV # 0, to hivy = hovy dla pewnych v, v, € V' i
hythy = vovyt € VV™! C U. Stad hy = hy i gdyby I nie byla przeliczalna,
to oznaczaloby nieistnienie przeliczalnej bazy zbioréw otwartych.

O

Lemat 1.3 Jezeli I jest podgrupa grupy E(n), to odwzorowania m : E(n) —
E(n)/T" rzutowania na grupe ilorazowa oraz o : R™ — R™/T" rzutowania na
przestrzen orbit dziatania grupy izometrii I' na R™ sq otwarte i domkniete.

Dowadd: Jest to bezposrednia konsekwencja definicji topologii na przestrze-
niach ilorazowych (zob. np. [23]).

O

Stwierdzenie 1.9 Niech I" bedzie podgrupq grupy E(n). Wowczas przestrzen
orbit R" /T jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen warstw E(n)/T" jest
zwarta.

Dowéd: Na podstawie lematu 1.3, rzutowanie 7 : E(n) — R™ na druga
wspéhrzedna indukuje ciagle i domkniete odwzorowanie ¢ : E(n)/I" — R"/T,
okreslone wzorem

o((A,r)T) =T'r.

7, ¢wiczenia 1.3 wynika, ze jest to poprawna definicja. Stad zwartos¢ prze-
strzeni E(n)/T" indukuje zwartosé przestrzeni R"/I". W druga strone za-
uwazmy, ze dla kazdego punktu r € R"/T, ¢~'(r) = (O(n) x r)/T jest
zbiorem zwartym. Stad i z zalozenia o zwartosci przestrzeni orbit R"™/I'
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oraz domknietosci odwzorowania ¢ wynika zwartosé przestrzeni E(n)/I" (zob.
¢wiczenie 1.6).

O

Drugi dowdd stwierdzenia 1.9 opiera sie na ponizszym lemacie.

Lemat 1.4 Przestrzen E(n)/U jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
zwarty podzbidr D C E(n), taki ze E(n) = U, vD =T'D.

Dowéd: Grupe E(n), jako podzbidr R™D? mozna pokry¢ nieskoriczonym
zbiorem zbioréw otwartych Uy N E(n), gdzie Uy, jest kula otwarta o srodku w
zerze i promieniu k. Ich obrazy m (UyNE(n)) w naturalnym epimorfizmie 7 :
E(n) — E(n)/T tworza otwarte pokrycie przestrzeni zwartej E(n)/I". Stad
istnieje ko, takie ze m (Uy, N E(n)) = E(n)/T". Niech D bedzie domknieciem
zbioru (U, N E(n)), tzn. D = (Uy, N E(n)). Jest teraz oczywiste, ze

E(n)=JyD=TD.

vel

Dowdéd lematu w odwrotna strone wynika z definicji.

O

Lemat pozostaje prawdziwy, z analogicznym dowodem, jesli £(n) zastapimy
przestrzenia R™. Mozemy teraz zakonczy¢ drugi dowod stwierdzenia 1.9. Wy-
starczy zauwazy¢, ze istnienie zwartego obszaru z lematu 1.4 dla przestrzeni
R™ i E(n) jest réwnowazne. Niech D bedzie takim zbiorem dla E(n). Z de-
finicji mamy E(n) = I'D. Poniewaz E(n)(0) = R", wiec I'D(0) = R™ i D(0)
staje sie zwartym podzbiorem z lematu 1.4 dla przestrzeni R™. Odwrotnie,
niech D bedzie zbiorem z lematu 1.4 dla grupy I' i przestrzeni R". Wéwczas
zbior
C={xe€EMn)|xz0)eD}=0(n)xD
jest tym zbiorem dla E(n), gdyz I'C = E(n) i C NR™ = D.

O

Definicja 1.9 Podgrupe I' grupy E(n) nazywamy kozwarta, jezeli prze-
strzen ilorazowa E(n)/I" jest zwarta.
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Definicja 1.10 Niech X bedzie G zbiorem. Domkniety podzbior F C X
nazywamy obszarem fundamentalnym dziatania grupy G na zbér X, jezeli

X:UgF

geG
igFNgF =10 dlag+#qg €@q.

Uwaga: Rozwazany powyzej zbiér D nie zawsze jest obszarem fundamen-
talnym. Przyklady obszaréw fundamentalnych sa rozwazane w rozdziale 3.

Cwiczenie 1.1 Opisa¢ wszystkie izometrie przestrzeni R2.
Cwiczenie 1.2 Przeprowadzi¢ brakujace powyzej dowody stwierdzen i lematéw.
Cwiczenie 1.3 Niech I' bedzie podgrupa grupy E(n). Niech

71 = (A1,71),72 = (A2,72)

beda takimi elementami grupy E(n), ze y1I' = oI'. Udowodnié, ze istnieje v € T,
takie ze yry = ro.

Cwiczenie 1.4 Niech f: R™ — R" bedzie odwzorowaniem liniowym, a g € O(n).
Udowodnié¢, ze wowczas

Laf 1= 1= gl -

Cwiczenie 1.5 Niech G bedzie grupa Liego. Udowodni¢, ze w G istnieje przeli-
czalna baza zbioréw otwartych.

Cwiczenie 1.6 Niech f: X — Y bedzie ciagglym i domknietym odwzorowaniem
przestrzeni topologicznej X na przestrzen topologiczna Y. Zalézmy ponadto, ze
dla dowolnego y € Y, f~1(y) jest przestrzenia zwarta. Udowodnié, ze przetrzen X
jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen Y jest zwarta.

Wskazéwka [23, s. 50]: Pokazaé, ze f jest domkniete wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego punktu y € Y i zbioru otwartego U, zawierajacego przeciwobraz
f~1(y) punktu y, istnieje otoczenie V punktu y € Y, takie ze f~1(V) C U.



2. T'wierdzenia Bieberbacha

Definicja 2.1 Dyskretna i kozwarta podgrupe grupy E(n) nazywamy grupa
krystalograficzna wymiaru n.

Uwaga: Pierwsza cze$¢ 18 problemu Hilberta dotyczyta opisania dyskret-
nych grup izometrii R", majacych zwarty obszar fundamentalny, a zatem
n-wymiarowych grup krystalograficznych.

Przyklad 2.1 Jesli (B, t20)) i (£,t(0,1)) sa elementami grupy F(2), gdzie
B = ( (1) _01 ), to najmniejsza podgrupa I' grupy FE(2), zawierajaca te
elementy, jest grupa krystalograficzna wymiaru dwa, a przestrzen orbit R? /T
jest butelka Kleina.

Czes¢ problemu Hilberta, dotyczaca grup krystalograficznych, zostata rozwia-
zana przez matematyka niemieckiego L. Bieberbacha.

Twierdzenie 2.1 (Bieberbacha) 1. Jezeli I' C FE(n) jest grupa krystalo-
graficzna, to jej zbior translacji T' 0 (I x R™) jest maksymalnag i normalna
podgrupa abelowaq o skonczonym indeksie.

2. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje skonczona liczba klas izomorfi-
zmu grup krystalograficznych wymiaru n.

3. Dwie grupy krystalograficzne wymiaru n saq izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy sa sprzezone w grupie A(n).

Uwaga: Oryginalny dowdd Bieberbacha pochodzi z roku 1910 (zob. [9]
i [10]). W nastepnych latach pojawily sie inne dowody: w roku 1911 G.
Frobeniusa [27], w roku 1938 H. Zassenhausa [61]. Wspomnijmy takze o
pozniejszych dowodach: L. Auslandera [3] (1960, 1961), J. Wolfa [60] (1970),
M. Gromowa [29] (1978). Dowdd Gromowa dotyczy grup wirtualnie nilpo-
tentnych, a na uzytek grup krystalograficznych zostal opracowany przez P.
Busera i H. Karchera [13-15] (zob. dodatek). W cytowanych tutaj pracach
Busera i Karchera mozna znalez¢ takze omoéwienia, poréwnania niektorych z
tych dowodow.

Dowéd:* Na dowdéd sklada sie seria lematow.

*Dowdd, w duzej czesei, bazuje na [60].
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Lemat 2.1 W grupie ortogonalnej O(n) istnieje otoczenie U elementu neu-
tralnego I, takie ze dla dowolnych g,h € U spetniony jest warunek: jezeli g
jest przemienne z komutatorem [g, h] = ghg™'h™', to g jest przemienne z h.

Dowadd: Niech Aq, g, ..., A\, beda wartosciami wlasnymi odwzorowania g :
Cr—=ChaCt=VipVa®--- @V, - odpowiadajacym im rozkiadem na
podprzestrzenie niezmiennicze. Poniewaz g[g, h| = [g, h]g, wiec ghg™th™! =

hg=th~'g. Ponadto dlai =1,2,...,r oraz Vo € V; mamy gz = \;x. Stad
ghg 'h™'z = hg 'hlgxr = hg 'h ™ N = \ihg T R

i hg~th='V; C V;. Poniewaz h i ¢ sa izomorfizmami, wiec h='V; = g~ th=1V;.
Mamy

W= h'VinW) e (h'VinW) & ..e (b VNV,
gdzie h='V; N V; ={z € ™'V, | gz = \;x}.
Niech z,v € C" sg takie, ze || z ||=|| v ||[= 112 L v. Stad mamy z definicji
|| # — v ||= V2. Ponadto niech || h™' — I ||< € = V2 —1, i # j oraz
x € (h'V;NV;). (Jezeli x # 0, to mozemy przyjaé, ze ma norme jeden.)

Inaczej méwiac, istnieje y € V;, takie ze h™'y = z. Ale x € V}, a to oznacza,
ze <z |y >=0* Mamy zatem sprzecznos¢, gdyz

Va=|lz—yll=ll a7ty =yl Py ]+ Ty ll= 14 1R < V2.

Stad 'V, NV; = 0,dlai # j,h 'V, = Vi, dla i = 1,2,...,r, i macierze
odwzorowan g, h obciete do V; sa przemienne, gdyz macierz odwzorowania g
jest diagonalna. Poniewaz kazdy element przestrzeni C™ jest suma elementow
z podprzestrzeni V;, wiec g i h sa przemienne. Jako szukane otoczenie przyj-
mijmy

U={heOm)]| || I-h"|<e}
]

Lemat 2.2 Dla pewnego otoczenia U elementu neutralnego w grupie ortogo-
nalnej O(n) i dowolnych jego elementow g, h ciag

[9, 1], 19, (g, R]], 19,19, g, h]]], - - -

*Korzystamy z faktu, ze wektory wlasne réznych wartosci wlasnych sa prostopadte.
Istotnie \ij(z | y) = (Ax | y) = (z | ATy) = )\;1<x | y). Stad A\;\; = 1. Poniewaz
Vi, \idi = 1, wiec \; = \j, co jest sprzeczne z zalozeniem, i (x,y) = 0.
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jest ciqgiem, elementow z U, zbieznym do identycznosci.

Dowdd: Niech U bedzie otoczeniem otwartym identycznosci o promieniu
€ < 1/4. 7 definicji (por. ¢éwiczenie 1.4) mamy

| [g,h] = I ||=|| gh —hg ||=||gh —g—h+1—hg+h+g—1I|=

h—1
= D=1~ (= D(g—D <21 g~ || h - 1]}< L]
ig,heU. Stad [g,h] € U iz indukcji
h—1
1o.lo.lo. . lgnl. -1 1< T
0

Definicja 2.2 Otoczeniem stabilnym elementu neutralnego grupy O(n) na-
zywamy otoczenie spelniajace warunki powyzszych lematow.

Niech G bedzie grupa topologiczna, to znaczy przestrzena topologiczna z taka
struktura grupy, ze wszystkie dzialania sa odwzorowaniami ciagtymi. Przez
Gy bedziemy oznaczaé jej sktadowa spdjnosci identycznosci.

Lemat 2.3 1. W grupie ortogonalnej O(n) istnieje otoczenie V' elementu
neutralnego, takie ze Vg € O(n),gVg~' =V.

2. Jezeli G jest dowolnag grupa topologiczna, to Gy jest jej podgrupa nor-
malng.

3. Jezeli G C O(n) jest spdjna podgrupa, a U otwartym otoczeniem
identycznosci, to grupa generowana przez zbior G NU jest tozsama z G.

Dowéd: 1. Niech € bedzie dowolng liczba dodatnig 1 niech V' bedzie kulg
otwarta B(I,¢). Vg € O(n) i Yh € V z definicji (por. ¢wiczenie 1.4) mamy

| ghg™ = I||=[l g(h = Dg™  [I=llh =T [|<e
I odwrotnie, jezeli h = gh1g~* € gV ¢!, to mamy

1 h=T=llghg™ =T I=llha =T ||<e
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2. Niech f : Gy — G bedzie funkcja okreslona wzorem f(g) = g~!. Po-
niewaz [ jest ciagla, wiec f(Gy) jest sp6jna i wobec tego, ze f(I) = I, mamy
f(Go) C Gy. Analogicznie, jezeli f; : Gy — G jest funkcja zdefiniowana wzo-
rem f,(g) = gh,Vg € Gy, to oczywiscie f;, jest ciagla, a dla b € Gy mamy
h=' € Gy i dlatego z réwnosci fi,(h™') = I € Gy dostajemy f,(Go) C Go.
Podsumowujac otrzymujemy, ze G, jest podgrupa grupy G.

Podobne argumenty zastosowane do funkcji f}, okreslonej wzorem f; (g) =
hgh™',Vh € G, g € Gy, pokazuja, ze f;(Go) C Gy dla dowolnego h € G. Za-
tem G jest podgrupa normalna grupy G.

3. Niech < G NU > oznacza podgrupe generowana przez zbiér G N U.
Zawieranie < G NU >C G jest oczywiste. Udowadniajac inkluzje w strone
przeciwna, pokazemy najpierw, ze < G NU > jest zbiorem otwartym. Niech
r €< GNU > iniech B(z, €) bedzie dowolna kula otwarta o sSrodku w punkcie
x 1 promieniu € zawarta w U. Wéwczas dla dowolnego y € B(x, €) N G mamy

() Ny =T l=llyz™ a2 =]y -z [|<e

Stad
yr '€ B(I,e)nGcUNG

iy =yr 'z e<cUNG >. W konsekwencji zbiér S = G\ < GNU > jest
domkniety. Ponadto jesli y € S, to mamy zawieranie zbioréw B(y,e) N G C
G\ <UNG >= 8. W przeciwnym wypadku, dla x € B(y,e) NG, z €<
UNG > iz (x), mielibySmy y €< UNG >, co jest niemozliwe. Podsumowujac
otrzymujemy, ze zbiory S'i < U NG > sa jednoczesnie otwarte i domkniete.
Poniewaz U jest niepusty, a G spdjny, wiec S = ().

O

Lemat 2.4 Niech I" bedzie grupa krystalograficzna. Niech W : E(n) — O(n)
bedzie rzutowaniem na pierwszq wspotrzedng. Wowczas ¥ (1), jest grupg
abelowq.

Dowdéd: Niech U = B(I,¢) *, gdzie € < 1/4,1 v, = (A1,a1),72 = (Ag,a0) €
(U~1(U) NT). Zdefiniujmy rekurencyjnie ciag dla i > 2

Yitl = [717 %‘]-

*7Z defincji mozna zauwazy¢, ze U jest otoczeniem stabilnym.
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Mamy
Yirr = ([A1, A, (1 — AL AT ay + A(1 — AATRA Day).

Stad A;y1 = [Ay, A oraz || a1 [|<|] 1= A ||| a || +3 |] a; ||. Z lematu 2.2
mamy lim; .., A; = I, a stad lim;_..a; = 0. Poniewaz I jest dyskretna, wiec
~vi = (1,0) dla dostatecznie duzych i. Z lematu 2.1 mamy A;As = AsAy. Z
dowolnosci wyboru mamy przemiennosé¢ elementéw w zbiorze W(I'), N U, a

to na podstawie punktu 3 lematu 2.3 dowodzi przemiennosci grupy ¥(I'),.
O

Definicja 2.3 Niech T bedzie torusem. Generatorem 1" nazywamy taki ele-
ment ge T, ze T =<g>.

Lemat 2.5 Kazdy torus grupy ortogonalnej ma generator.

Dowéd: Jezeli T = R"/Z", to g = (¢1,92,---,9n), gdzie ¢1,G2,...,9n €
(0,1) sa liniowo niezalezne nad Q i podprzestrzen rozpieta na nich (nad Q)
ma zerowy przekrdj ze zbiorem Q. Odpowiadajacym mu generatorem w gru-
pie ortogonalnej jest element ztozony z obrotéw o katy 27gq, 27gs, ..., 279,
dookota odpowiednich osi.

O

Jako przestrzen topologiczna grupa E(n) jest iloczynem kartezjanskim prze-
strzeni topologicznych O(n) i R™. Stad O(n) i R™ mozna traktowaé jako
podprzestrzenie przestrzeni E(n), dzieki utozsamieniu pierwszej z nich z
O(n) x {0}, a drugiej z {I} x R"™. Niech I' C E(n) bedzie podgrupa i niech
I'R™ = {v(I,r) | v € I',r € R"}. Oznaczmy przez A(I') zbior I' N (I'R"),,.
Jest jasne, ze (TR") = ¥(I') x R" oraz (TR"), = ¥(T), x R".

Lemat 2.6 Niech I' bedzie dyskretna podgrupa grupy E(n). Wowczas:

1. A(T") jest abelowaq podgrupa normalng i grupa ilorazowa I'/A(T") jest
skonczona.

2. Istnieje torus T'C O(n) i podprzestrzeri W C R™, takie Ze

(i) T dzial a trywialnie na W,

(i1) A(T') C T x W,

(111) A(T') = AX B, gdzie A jest skoriczona grupa abelowa, a B — dyskretna
i kozwarta podgrupqg W.



Twierdzenia Bieberbacha 21

Dowéd: 1. Mamy

TR /(TR"), = ¥(T) x R"/T(T), x R ~ U(T)/T(T),.

Poniewaz grupa ¥(I') C O(n) jest zwarta, wiec grupa W(I')/¥(I'), jest
skoriczona. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze grupa I'/A(T") jest podgrupa, z
dokladnoscia do monomorfizmu, grupy I'R™/(I'R")y. Abelowosé¢ grupy A(T)
dowodzimy ponizej.

2. Niech U C O(n) bedzie otoczeniem stabilnym. Z rozwazan poprze-

dzajacych lemat 2.2 1z lematu 2.3 (3) wnioskujemy, ze U(I"), =< UN¥(I"), >
jest pewnym torusem 7'. Niech

W={zxeR"|VgeT,gr=x},A=TNR".

Twierdzimy, ze A C W. Niech 6 € A. Poniewaz A(I') < I', wiec [I',d] C T
Ponadto dla kazdego v € I' i a € R™ mamy [vt,, d] = [v,d]. Stad

[CR", 8] C [T, 4].

Po domknieciu mamy zawieranie [T, 0] C [I', §]. Poniewaz zbidr [T, §] jest jed-
noczesnie dyskretny i spdjny, wiec [T, 0] = id. Stad dla kazdego g € T, g6 = dg
i po ewaluacji w zerze gé(0) = §(0). Otrzymalismy zawieranie A C W. Kon-
tynuujac, oznaczmy przez g generator torusa 7. Ponadto niech W+ bedzie
ortogonalnym dopetnieniem przestrzeni W w R"™. Oczywiscie odwzorowa-
nie (g — I) jest injekcja na przestrzeni W+. Poniewaz zbiér odwzorowari
roznowartosciowych jest otwarty w zbiorze wszystkich odwzorowan linio-
wych, wiec istnieje element h € W(I'), taki ze hjW = idy .

Niech 79 = (h,z) € A(') jest takie, ze x € W (tzn. h(x) = =z).
Przypus$émy, ze dla kazdego (h,y) € A(I"), y € W. Pokazemy, ze istnieje b €
R™, takie ze (I,b)(h,y)(I,—b) = (h,y+b—hb) i h(y+b—hb) = y+b—hb. Pro-
ste wyliczenie pokazuje, ze b = (h— 1)~ (y). Stad, ewentualnie po sprzezeniu
przez odpowiednia translacje, istnieje element 7. Bedzie on wykorzystany
do pokazania, ze Vy = (A,a) € A(T"),a € W. Przypusémy, ze element a nie
nalezy do podprzestrzeni W. Wéwezas [yo,7] = (id,ha —a) € T NR" =
A C W. Poniewaz (ha — a) ¢ W, wiec otrzymalismy sprzeczno$é.* Stad
AT)CcT xW.

*Jezeli (h — Ia € W, to (h — I)?a = 0. Ale z wyboru (h — I) jest réznowartosciowe,
otrzymujemy wiec sprzecznosé.
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W dowodzie punktu 2(iii), niech ® : T'x W — W oznacza rzutowanie
na druga wspéhzedna. Z definicji ®(A(T')) = I' N R™ jest grupa dyskretna i
A(T)~ AxZ" Tuta) A=A)NT.

O

Zakonczymy teraz dowdd pierwszego twierdzenia Bieberbacha. 7 lematu
2.6 (2), zastosowanego do grupy krystalograficznej I', wystarczy udowodnié,
ze W = R". Wykorzystamy w tym celu zalozenie o zwartosci przestrzeni
orbit R"/I". Poniewaz [I' : A(T")] < oo, wiec takze przestrzen R™/A(T") jest
zwarta. Stad istnieje zwarty obszar fundamentalny 0 € F C R”, taki ze
A(D)(F) = R™. Z definicji oznacza to, ze Vo € R", Fv, € A(I'), takie ze

v (x) € F.

W szezegdlnosci Ve € R™, Im € N, takie ze || v,.(z) ||[< m *. Niech 0 # = €
W, Mozemy zalozy¢, ze || x ||= 2m. Niech v, = (4,a) € A(T). Z zalozenia
< a,r >= 0. Ponadto

| 72 (@) |IP= (1a(2), 72(2)) =
= (Az+a,Ax 4+ a) = ((z,z) + (a,a)) >|| z || .
Otrzymalismy sprzeczno$é. Stad W =R", T = {I}Ti A(T) =T NR".
0]

Zanim udowodnimy drugie i trzecie twierdzenie Bieberbacha, przedstawmy
wazny rezultat H. Zassenhausa z roku 1947.

Twierdzenie 2.2 (Zassenhausa) Grupa I' jest izomorficzna z grupa krysta-
lograficzna wymiaru n wtedy @ tylko wtedy, gdy ma normalna wolna i maksy-
malna podgrupe abelowq Z" skonczonego indeksu.

Dowdd: Jezeli T' jest grupa krystalograficzna wymiaru n, to trzeba tylko
udowodni¢, ze podgrupa translacji jest maksymalna. Niech dowolny element
(A,a) € I' C E(n) bedzie przemienny z dowolna translacja grupy I'. Jest

"m = supyyer || € -y ||

T dziala trywialnie na R™.
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0 0 0
| | |
0 — " — T — H — 0
| | il
0o - R* - T — H — 0
U] l L hr

0 - R* — AMn) — GL(n,R) — 0

Diagram 2.1

oczywiste, ze wowczas A = [. Zakladamy teraz, ze mamy dowolna abstrak-
cyjna grupe ', definiujaca krétki ciag doktadny grup

0—-72"—-1—H —Q0,

ze skonczong grupa H. Grupe abelowa Z™ mozna rozpatrywac jako podgrupe
przestrzeni wektorowej R". Stad otrzymujemy diagram 2.1, w ktorym wszyst-
kie pionowe strzalki sa monomorfizmami. Ponadto §rodkowy poziomy ciag
grup jest rozszczepialny *. Do definicji srodkowego pionowego ciaggu grup,
I' - T — A(n) = GL(n,R) x R", wykorzystujemy wilasnosci grupy I, ktére
definiuja reprezentacje holonomii

hr: H— GL(n,Z) C GL(n,R).

Vg € H,hr(g)(e;) = ge;g . Tutaj e; € Z" jest baza standardowa, a g oznacza
dowolny element grupy I' odwzorowywany na g. Poniewaz podgrupa abelowa
7' jest maksymalna, wiec reprezentacja holonomii jest monomorfizmem. Do
zakoniczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dowolna skonczona grupa ma-
cierzy kwadratowych rzeczywistych wymiaru n, w odpowiedniej bazie, jest
grupa macierzy ortogonalnych.

O

Definicja 2.4 Grupe H z powyzszego twierdzenia nazywamy grupa holono-
mii grupy krystalograficznej I'.

“H2(H,R") = 0.
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Przedstawimy teraz dowdd drugiego twierdzenia Bieberbacha. 7 twierdzenia
Zassenhausa-Jordana (zob. [21]) wynika, ze dla dowolnej grupy skoriczonej
H, istnieje skoniczona liczba parami nieizomorficznych H-moduléw Z". Udo-
wodnimy silniejszy rezultat.

Twierdzenie 2.3 Dla danego n, istnieje skonczona liczba klas sprzezonosci
skoniczonych podgrup grupy GL(n,Z).

Dowéd ([17, cz. 6, rozdz. I, s. 37-39]): Niech p : Z" x Z"™ — Z bedzie
forma dwuliniowa, symetryczna, niezdegenerowana i dodatnio okreslona, o
macierzy B w pewnej bazie. Niech

G,={9€GL(n,Z) | B=gBg"},

gdzie, przypomnijmy, g7 oznacza macierz transponowana macierzy g. Nie-
trudno zauwazy¢, ze podgrupa G grupy GL(n,Z) jest skonczona wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje pewna dwuliniowa, symetryczna, niezdegenerowana
i dodatnio okreslona forma « na Z", taka ze G C (G,. Dwuliniowa forme
definiujemy jako Y,cc9” g. Z drugiej strony, dyskretna podgrupa grupy orto-
gonalnej, ktora jest zbiorem odwzorowan liniowych zachowujacych dodatnia,
symetryczna i niezdegenerowang forme kwadratowa, jest skoniczona (zob. [17,
stwierdzenie 6.2, s. 37]).

Niech L C R™ bedzie kozwarta, dyskretna podgrupa (krata), generowana
przez elementy by, by, ..., b,, i niech

P={3Zb | 0<r; <1},

7 definicji vol(P) = [, dwydxy ... dx, = vol(L). Ponadto z algebry liniowe;

mamy
vol(L) =| det(by, by, ..., b,) |= 1/det({(bi,b;)).

Mozna pokazaé, ze kazda pare (Z", p), gdzie p jest odpowiednia forma, mozemy
traktowaé jak krate w R™ o objetosci jeden, a p jako iloczyn skalarny (,) w
R" ~ 7" @ R™.

Potrzebny nam bedzie fakt, ktorego dowdd bedzie konsekwencja, ponizszego
lematu, nazywanego w literaturze twierdzeniem Minkowskiego.

Lemat 2.7 Niech K C R"™ bedzie wypuktym podzbiorem przestrzeni euklide-
sowej, takim zZe jezeli x € K, to —x € K. Niech L bedzie dowolng kratq w
R"™. Wowczas, jezeli

vol(K) > 2"vol(L),
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to K zawiera niezerowy punkt kraty L.

Dowdd: Rozwazmy rzutowanie
p:R*"—R"/L.

Niech K/2 = {(z/2) | + € K}. Poniewaz vol(K/2) = zvol(K), wicc z
zalozenia mamy
vol(K /2) > vol(L).

Stad obciecie p do K/2 nie jest odwzorowaniem réznowartosciowym. Ozna-
cza to istnienie elementow (x/2), (y/2) € K/2, takich ze p(x/2) = p(y/2).
W konsekwencji 0 # (x/2) — (y/2) € L. Jednoczesnie punkt (/2 —y/2) jest
srodkiem odcinka laczacego punkt x z punktem —y i, co wynika z wlasnosci
zbioru K, jego elementem. To koniczy dowod lematu.

O

Oznaczmy przez B(r) domknieta kule o promieniu r. Niech

o — vol(B(r))'

7 ostatniego lematu mamy, ze dla r™ > % i kraty L o objetosci jeden, zbiér
B(r) N L jest niepusty. Stad dla ¢, okreslonego réwnoscia
4

(Wn)%

Cp =

ma miejsce ponizszy fakt.
Fakt: Istnieje liczba c,,, taka ze kazda krata L C R™ o objetosci jeden zawiera
punkt o # 0, spetniajacy nieréuwnosé

< g, Ty > < Cp.

Do sformulowania nastepnego lematu bedzie nam potrzebna definicja.

Definicja 2.5 Niech p,p’ : Z" x Z" — 7 oznaczaja symetryczne odwzoro-
wania dwuliniowe (formy kwadratowe). Moéwimy, ze p i p’ sa izomorficzne,
jezeli istnieje izomorfizm grup f : Z" — Z", taki ze Vm,n € Z", p(m,n) =

p/(f(m), f(n)).
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Lemat 2.8 (twierdzenie Eisensteina, Hermite, Jordana) Istnieje tylko skoni-
czenie wiele, z doktadnosciq do izomorfizmu, symetrycznych, niezdegenero-
wanych i dodatnio okreslonych odwzorowan dwuliniowych z Z™ x Z" do Z.

Dowadd: Bedziemy stosowaé¢ indukcje. Dla n =1 dowdd jest oczywisty.

Ponadto, z tego co powiedzieliSmy powyzej, wystarczy udowodnié¢ nasz
lemat dla krat o objetosci jeden. Zalézmy, ze lemat jest prawdziwy dla
wymiaréow < n. Niech L C R™ bedzie dowolna krata o objetosci jeden i

Lo ={y € L| (xo,y) = 0mod(xg, xo)},
gdzie x( jest elementem z powyzszego faktu. Dla y € Ly, mamy

(y, w0) /{0, 70) € Z.

Stad element y — ((y, zo)/ (%0, o) )zo nalezy do Ly i jest ortogonalny do x.
Zatem Lg jest ortogonalna suma prosta podprzestrzeni X = gen< xg > i
Xt ={z € Ly| {x,z0) =0} = X,. Tutaj gen< xy > oznacza podprzestrzen
generowana przez element xq. Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze lemat jest
prawdziwy dla X i X;. Stad jest tylko skonczona ilo$é¢ izomorficznych form
kwadratowych na Lg. Poniewaz indeks | L : Ly | spelnia nieréwnosé

| L: Lo |< (xg, 0) < Cp,
wiec liczba form kwadratowych na kracie L jest takze ograniczona.

O

Aby zakoriczyé dowdd drugiego twierdzenia Bieberbacha, zauwazmy, ze dla
danego H modutu Z" ilo$¢ krétkich ciagéw doktadnych

0—-2"—-T—H—0

jest ograniczona (zob. [5, wniosek 10.12, s. 373]) liczba elementéw grupy
skoniczonej H?(H,Z"). To koriczy dowéd drugiego twierdzenia Bieberbacha.

O

W celu przeprowadzenia dowodu trzeciego twierdzenia Bieberbacha zal6zmy;,
ze mamy izomorfizm h : I' — I'" dwéch grup krystalograficznych wymiaru n.
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Obciecie hy(I' N R™) tego izomorfizmu do podgrupy translacji jednoznacznie
wyznacza odwzorowanie liniowe reprezentowane przez macierz A € GL(n, R).
Niech (v, a) € I'. Polézmy h(vy,a) = (r,c) € I''. Mamy

h((v,a)(I e) (v, =7 "a)) = (I, Av(ed)).

Z definicji rAvy(e;) = Avy(e;), dlai=1,2,...,n. Stad r = AyA~l. Sprzegajac
izomorfizm h, przez odpowiednia macierz z grupy G L(n,R), mozemy przyjac,
ze macierz A jest identycznoscia. Niech h(v,a) = (v,d’) € V. Zwykle a # d'.
Polézmy +" = (v,a — a'). Latwo udowodnié¢, ze odwzorowanie h : ' —
A(n), zdefiniowane wzorem h(vy,a) = 7", jest homomorfizmem i kerh =
I'NRR™. Stwierdzenie 1.8 zapewnia istnienie punktu stalego z¢ € R", dzialania
skoriczonej grupy liniowej h(I') na przestrzeni R". Mamy xq = 7"(x9) =
Y(zo) +a —a'. Stad a = —y(xo) + @’ + zo, dla wszystkich v € I'. W koiicu,
dla dowolnego x € R", otrzymujemy

(1, 20) (v, a") (I, =wo)x = (I, 30)(y(2 — 30) +a’) =

Y(®) = y(w0) + a' + o = (7, a).

Zatem (I,zo)I"(I,—xz9) = I' (por. [62, s. 123]). Stad izomorfizm h ma
zadane wlasnosci, tzn. jest sprzezeniem w grupie A(n).

O

Jako dodatek do twierdzen Bieberbacha, udowodnimy dwa stwierdzenia o
wlasnosciach skoniczonych grup macierzowych. Chociaz drugie jest latwym
wnioskiem z lematéw w dowodzie drugiego twierdzenia Bieberbacha, przyta-
czamy je ze wzgledu na interesujacy dowod.

Stwierdzenie 2.1 (twierdzenie Jordana) Istnieje liczba v(n), taka Ze do-
wolna podgrupa skoriczona F' grupy ortogonalnej O(n) ma normalnag podgrupe
abelowa A(F') indeksu mniejszego od v(n).

Dowdéd: Niech U = B(I, €) bedzie stabilnym otoczeniem identycznosci grupy
O(n) iU = B(I, §). Polézmy v(n) tak, aby u(U’) > ﬁ Tutaj p() oznacza
miare Haara na O(n). Ponadto niech A(F) =< U N F > . Z lematu 2.3(1)

wynika, ze podgrupa A(F') jest normalna, a z lematu 2.4 — Ze jest takze
abelowa. 7 zatozenia F/A(F) = {[fi],[f2],---,[fm]}, gdzie [f] oznacza klase
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abstrakcji elementu f € F. Z definicji, jezeli [f;] # [f;], to fiU' N f;U" = N.
Stad
mu(U") = X u(f;U") < 1

i| F/AF) |=m < - < v(n).

O

Stwierdzenie 2.2 Istnieje tylko skonczona liczba parami nieizomorficznych,
skoniczonych podgrup grupy GL(n,Z).

Dowéd [24]: Niech p oznacza nieparzysta liczbe pierwsza. Udowodnimy, ze
jadro naturalnego homomorfizmu

¢:GL(n,Z) — GL(n,Z/pZ)

jest beztorsyjne. Niech macierz A # I nalezy do ker¢. Mamy A = I + pB,
gdzie B € M(n,Z) *. Przypusémy, ze istnieje liczba pierwsza ¢, taka ze

Aq:(1+pB)q:I+qu+ (g)p232+...+p43q21.

Po redukcji otrzymujemy

qB + <g>p32 + (g);ﬂB?’ + -+ p BT =0.
Niech a bedzie maksymalna liczba o takiej wiasnosci, ze p® dzieli wszyst-
kie wspdtczynniki macierzy B. Poniewaz kazdy wyraz macierzy pB? jest po-
dzielny przez p?**1, wiec elementy macierzy ¢B sa podzielne przez p?**1. Stad
jezeli p # q, to z maksymalnosci @ mamy 2o + 1 < «, co jest niemozliwe.
Jezeli natomiast p = ¢, to 2a < a i a = 0. Ponadto mamy

B+ (Z)B2 + (g)pB?’ - pP2BP = 0.
Poniewaz liczba pierwsza p jest nieparzysta, wiec p | (’2)) i p dzieli pozostale
skladniki ostatniej sumy. Stad p dzieli wyrazy macierzy B i a > 1. Otrzy-
mana sprzecznos¢ dowodzi beztorsyjnosci jadra ker¢. W szczegdlnosei, kazda
skoniczona podgrupa grupy G L(n, Z) ma trywialny przekrdj z jadrem ¢ i jest
izomorficzna z pewna podgrupa grupy skoriczonej GL(n, Z3).

O

*M (n,Z) oznacza zbiér macierzy kwadratowych stopnia n o wyrazach calkowitych.
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Przyklad 2.2 Niech I' C E(n) bedzie beztorsyjna grupa krystalograficzna.
Przestrzen orbit R"/T" jest rozmaitoscia. Jezeli pominiemy zalozenie beztor-
syjnosci, to przestrzen orbit R™/T" nazywamy orbifoldem.

Rozmaitosci (orbifoldy)zdefiniowane w powyzszym przykladzie nazywaja sie
ptaskimi. Nazwa ma zwiazek z geometria Riemanna, w ktérej przestrzen eu-
klidesowa R™ ma krzywizne sekcyjna zero, co potocznie nazywa sie ptaskoscia
(zob. [60]).

W algebrze liniowej orientacja przestrzeni wektorowej nazywamy wybdr
bazy. Dwie orientacje sa zgodne, jesli macierz przejscia z jednej bazy do
drugiej ma dodatni wyznacznik.

Definicja 2.6 Rozmaitos¢ nazywamy orientowalna, jezeli istnieje atlas, w
ktorym wszystkie funkcje przejscia zachowuja wybrana orientacje przestrzeni
R".

Przyklad 2.3 Rozmaitosci R", C*,CP", S", T" sa orientowalne. Rozma-
itos¢é RP™ oraz butelka Kleina nie sg orientowalne.

Konczac te czesé wprowadzmy jeszcze jedno kluczowe okreslenie.

Definicja 2.7 Beztorsyjna grupe krystalograficzna nazywamy grupa Bieber-
bacha.

Cwiczenie 2.1 Udowodnié¢, ze jezeli ciagle odwzorowanie f : X — Y pomiedzy
przestrzeniami topologicznymi jest domkniete i 'na’, to X jest zwarta wtedy i tylko
wtedy, gdy Y jest zwarta.

Cwiczenie 2.2 Udowodnié¢, ze jezeli I' jest beztorsyjna grupa krystalograficzna
wymiaru n, to odwzorowanie rzutowania (ilorazowe)

R" — R"/T
jest nakryciem. Ponadto przestrzen orbit R™/I" jest rozmaitoscia.

Cwiczenie 2.3 1. Udowodnié, ze jesli G C O(n) jest podgrupa, to jej domkniecie
G jest takze podgrupa grupy O(n).

2 (por. ¢wiczenie 2.4 (5)). Opisaé dyskretne podgrupy grupy R™. Kiedy taka
podgrupa jest kozwarta?
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Cwiczenie 2.4 1. Udowodnié, ze maksymalna spéjna abelowa podgrupa grupy
O(n) jest torusem, tzn. (S1)*, dla pewnego k € N.

2. Udowodnié, ze jezeli G jest domknieta podgrupa grupy ortogonalnej O(n),
to Gy jest jej dzielnikiem normalnym o skonczonym indeksie (por. [1, twierdzenie
2.26-7]).

3. Niech I' C E(n) bedzie podgrupa grupy izometrii przestrzeni R". Udo-
wodni¢, ze (TR™) = ¥(T') x R", gdzie ¥ : E(n) — O(n), jest rzutowaniem na
pierwsza wspolrzedna.

4. Udowodni¢, ze dla dowolnego elementu (A4, a) € E(n) istnieje b € R, takie
ze ty(A,a)t_p = (A,c) 1 A(c) = c.

5. Udowodnié, ze dyskretna i kozwarta podgrupa R" jest izomorficzna z Z".

Cwiczenie 2.5 1. Niech G; € G C E(n) bedzie ciagiem podgrup. Udowodni¢,
ze jezeli G jest kozwarta, G; < G o skoniczonym indeksie, to G jest kozwarta
podgrupa grupy E(n).

2. Niech T" bedzie podgrupa grupy E(n). Udowodnié, ze funkcja F' : R"/T" — R,
zdefiniowana wzorem F'([z]) = infyer{|| vz ||}, jest dobrze zdefiniowana i ciagta.

Cwiczenie 2.6 Udowodnié¢, ze w twierdzeniu Zassenhausa maksymalnosé pod-
grupy Z" w grupie I' jest rownowazna wiernosci reprezentacji holonomii hr, zde-
finiowanej w dowodzie twierdzenia.

Cwiczenie 2.7 [17, éwiczenie 6.7, s. 38] Pokazaé, ze kazda pare (Z",p), gdzie p
jest odpowiednia forma, mozemy traktowaé jak krate w R™ o objetosci jeden, a p
jako iloczyn skalarny (,) w R"™.

Cwiczenie 2.8 [17, éwiczenie 6.8, s. 38] Niech L i Ly beda kratami z lematu 2.8,
a xg punktem z L zdefiniowanym przed definicja 2.5. Pokazaé, ze

| L: Ly |< <IL‘0,1‘0>.
Cwiczenie 2.9 Udowodni¢, ze powyzej (w dowodzie trzeciego twierdzenia Bieber-
bacha) zdefiniowane odwzorowanie h : I' — A(n) jest homomorfizmem i ker h =

rnRk™

Cwiczenie 2.10 Uzupehié¢ dowdd twierdzenia Jordana.



3. Metody klasyfikacji

Opiszemy teraz beztorsyjne grupy krystalograficzne, wymiaru dwa i trzy. Sa
tylko dwie dwuwymiarowe plaskie rozmaitosci — torus i butelka Kleina (zob.
przyklad 2.1).

W wymiarze trzy mamy dziesie¢ plaskich rozmaitosci. Bedziemy opi-
sywac je kolejno. Jest sze$¢ grup Bieberbacha wymiaru trzy z cyklicznymi
grupami holonomii (zob. na przyktad [60, s. 125]) — trzy (jedna orientowalna)
z grupa holonomii Zs i po jednej (wszystkie orientowalne) z grupa holono-
mii, odpowiednio, Zs, Z4, Zg. Ponadto mamy orientowalny torus i trzy grupy
Bieberbacha wymiaru trzy z grupa holonomii Zs X Zs (jedna orientowalna).

1 0 0
Niech Ay =] 0 —1 0 | . Definiujemy
0 0 -1

=< (A17 (1/27 07 0))7 (Ia (07 1a 0))7 (Iv (07 07 1)) >C E(3)
Orientowalny platycosm R3/T'y, z grupa holonomii Z,, jest nazywany * di-
cosm (zob. [22]). Odpowiada on rozmaitosci oznaczonej G, w [60].

0 0
1 0
0 —1
=< (A27 (1/27 07 0))7 (I, (07 17 0))7 (I, <O7 07 1)) >C E(3)

Niech Ay = . Definiujemy

o O =

Nieorientowalny platycosm R3/T'y, z grupa holonomii Zs, jest nazywany first
amphicosm ([22]; By w [60]).

Niech A3 = . Definiujemy

o O =
o = O

0
0
1
(

=< (4s,(1/2,0,0)),(1,(0,1,0)),(1,(0,0,1)) >C E(3).

*Wedlug J. Conwaya [22], nasz wszech$wiat (cosmos) zbudowany jest z 3-rozmaitosci
plaskich, tzw. platycosms.
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Nieorientowalny platycosm R3/I's, z grupa holonomii Z,, jest nazywany se-
cond amphicosm ([22]; By w [60]).

1 0 0
,Co=10 —1 0 | . Definiujemy
0 0 1

0
0

1
Niech C; = | 0O
0 —1

o = O

'y =< (C4,(1/2,0,0)), (Cs, (0,0,1/2)), ({,(0,1,0)) >C E(3).

Nieorientowalny platycosm R?/Ty, z grupa holonomii Zy x Zs, jest nazywany
first amphidicosm ([22]; Bz w [60]).

10 0 1 0 0
Niech Dy=]10 1 0 |,Dy=1]0 —1 0 |.Definiujemy
00 —1 0 0 1

s =< (D1, (1/2,1/2,0)), (Ds, (0,0,1/2)), (I,(0,1,0)) >C E(3).

Nieorientowalny platycosm R?/T's, z grupa holonomii Zy x Zs, jest nazywany
second amphidicosm ([22]; By w [60]).

1 0 0
Niech Ag = | 0 —1 1 | . Definiujemy
0 —1 0

s =< (Ag, (1/3,0,0)), (1, (0,1,0)), (I, (0,0,1)) >C E(3).

Orientowalny platycosm R? /T, z grupa holonomii Zs, jest nazywany tricosm
([22]; G5 w [60]).

. Definiujemy

1 0
Niech A, = 0 O
0 —1

o = O

7 =< (Ar, (1/4,0,0)), (1, (0,1,0)), (1, (0,0, 1)) >C E(3).

Orientowalny platycosm R?/T';, z grupa holonomii Z,, jest nazywany tetra-
cosm ([22]; G4 w [60]).
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0
—1 | . Definiujemy
0

Niech Ag =

oo -
P

g =< (As, (1/6,0,0)), (I, (0,1,0)), (1, (0,0,1)) >C E(3).

Orientowalny platycosm R?/Ts, z grupa holonomii Zg, jest nazywany heza-
cosm ([22]; G5 w [60]).

1 0 0 -1 0 0
Niech Bi=|0 -1 0 [,Bo=| 0 1 0 |[.Definiujemy
0 0 -1 0 0 —1

Ty =< (By,(1/2,1/2,0)), (Bs, (0,1/2,1/2)) >C E(3).

Orientowalny platycosm R3/T'y, z grupa holonomii Zy x Zs, jest nazywany
didicosm ([22]; Ge w [60]).
Niech
Iy =7
R3/T'1y jest torusem nazywanym cubical torocosm [22].
Wprowadzimy teraz pojecie pierwszej grupy kohomologii. Niech G bedzie

dowolna grupa, M zas G-modulem. Zdefiniujmy grupe HS(G, M) homomor-
fizmow skrzyzowanych jako zbiér

{f:G— M|VYg,9: € G, flg192) = 91.f(92) + f(g1)},

z dzialaniem dodawania. Ma ona podgrupe HSG(G, M) homomorfizméw
skrzyzowanych gtéwnych

{f:G— M |Ja€ MNVgeaqG,f(g) =ga—a}.

Definiujemy
HY(G,M)=HS(G,M)/HSG(G, M).

7, dhugiego ciagu doktadnego dla kohomologii, ktéry pochodzi od krotkiego
ciagu dokladnego G-modutéow

0—-Z"—-R"—R"/Z" — 0,

mamy izomorfizm H'(G,R"/Z") ~ H*(G,Z") (zob. [5, s. 364]).
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Przypomnijmy, ze z dowolna grupa krystalograficzna I' jest zwiazany
krétki ciag doktadny grup (zob. twierdzenie 2.2)

0-72"—>T25aG—o0,

gdzie podgrupa Z" jest maksymalna podgrupa abelowa, a G — skonczona.
Powyzszy ciag definiuje tak zwana reprezentacje holonomii

hr: G — GL(n,Z).

Jest ona dana wzorem

Vg € G, hr(g)(e:) = geig
gdzie e; € Z™,1 =1,2,...,n, jest standardowa baza, a p(g) =g, dlag € I.
Stwierdzenie 3.1 Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy
grupami krystalogarficznymi wymiaru n, o danej reprezentacji holonomii grupy
skoriczonej G, a elementami grupy kohomologii HY(G,R"/Z™).
Dowéd ([5, s. 338, twierdzenie 10.7]): Niech I' C E(n) bedzie grupa kry-
stalograficznag wymiaru n, rozwazana powyzej. Latwo zobaczy¢, ze jest ona
zbiorem par {(A, s(A)+1t)}, gdzie A € ¥(I'), at € I'NR". Z twierdzenia 2.2,

z doktadnoscia do sprzezenia w grupie GL(n,R), U(I') mozemy utozsamic¢ z
obrazem reprezentacji holonomii hr. Ponadto

s(A) € {(a1,aq,...,a,) € Q" |Vie {1,2,...,n},0 <aq; <1}

Stad grupie I' przyporzadkowali$my element [s()] € H'(G,R"/Z"). T od-
wrotnie, kazdy element [s()] € H'(G,R"/Z") definiuje zbiér elementéw IT =
{(A,s(A) + 2)} C E(n), gdzie z € Z". Udowodnienie, ze II jest grupa kry-
stalograficzna pozostawiamy jako ¢wiczenie.

O

Podamy teraz bardzo proste kryterium beztorsyjnosci grupy krystalograficz-
nej.

Twierdzenie 3.1 Niech I bedzie n-wymiarowa grupq krystalograficzna, a
a € H*(G,Z") — kocyklem odpowiadajacym grupie I'. Wéwczas T jest grupa
beztorsying wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdej grupy cyklicznej rzedu pierw-
szego p, Ly C G, warto$é homomorfizmu obciecia resg (a) € H*(Zy, ") jest
rozna od zera.
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Dowéd: Homomorfizm res§ : H'(G,R"/Z") — H'(Z,,R"/Z") oznacza
homomorfizm obciecia. Klasie kocyklu przyporzadkowujemy klase rozpa-
trywana tylko na podgrupie Z, C G. Wykorzystujemy tutaj utozsamienie
HYG,R"/Z") ~ H?(G,Z"). Niech T" bedzie grupa beztorsyjna. Przypusémy,
ze istnieje element g € G, rzedu pierwszego p, taki ze res§g> (o) = 0. Jest to
rownowazne temu, ze nastepujacy krotki ciag dokladny grup

0=Z"—pli<g>)—<g>~7Z,—0
sie rozszczepia. 7Z definicji oznacza to istnienie homomorfizmu grup
hi<g>~7,—p (< g>),

takiego ze ph = id(<4>~z,), gdzie < g >C G jest podgrupe cykliczna rzedu
p generowana przez element g. Stad grupa I' jest torsyjna. OtrzymaliSmy
sprzecznos¢. Dowdd w przeciwna strone jest podobny.

O

Niech n oznacza liczbe naturalna. 7 drugiego twierdzenia Bieberbacha wiemy,
ze istnieje tylko skonczona liczba n-wymiarowych grup krystalograficznych,
z dokladnoscia do izomorfizmu. Stad problem klasyfikacji ma sens. Przed-
stawimy teraz trzy metody klasyfikacji i ich kolejne kroki.

Pierwsza metoda klasyfikacji — algorytm Zassenhausa [60]:

1. Opisaé wszystkie skoriczone podgrupy grupy GL(n,Z).

2. Opisa¢ wszystkie G-moduly wierne Z" *.

3. Obliczy¢ H*(G,Z") = HY(G,R"/Z™) dla wszystkich grup skoriczonych
G z punktu 1 i G-moduléw Z" z punktu 2.

4. Okresli¢, ktére grupy krystalograficzne z punktu 3, zdefiniowane przez
elementy z grupy kohomologii, sa izomorficzne.

Druga metoda klasyfikacji — metoda indukcyjna Calabiego [60], dla grup
beztorsyjnych:

1. Sklasyfikowa¢ wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne wymiaru
<n.

2. Opisa¢ wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne I' wymiaru n,
ktérych abelianizacja I'/[I", I'] jest skoriczona.

*Modul nazywamy wiernym, jesli odpowiadajaca mu reprezentacja grupy G —
GL(n,Z) jest wierna, czyli réznowartosciowa.
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3. Opisa¢ wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne I" wymiaru n,
zdefiniowane przez krotki ciag doktadny grup

0—-I,.1—-1I—>Z—0,

gdzie I';,_; jest dowolna beztorsyjna grupa krystalograficzna wymiaru (n—1).
Trzecia metoda klasyfikacji — metoda niezmiennika Vasqueza [51], dla
grup beztorsyjnych, z dana skonczona grupa holonomii G:

1. Wyznaczy¢ wartosé niezmiennika Vasqueza n(G) i zwiazanych z nim
grup(y) Bieberbacha I'¢ wymiaru n(G).

2. Opisa¢ wszystkie beztorsyjne grupy krystalograficzne I' wymiaru n >
n(G), wystepujace w ciagu doktadnym grup

0— 2z LT Ty — 0.

3. Sklasyfikowaé¢ wszystkie grupy Bieberbacha wymiaru < n(G) z grupa
holonomii G.

Jesli chodzi o pierwsza metode, to jest ona w pewnym sensie najbar-
dziej efektywna. Stosujac ja, sklasyfikowano grupy krystalograficzne wy-
miaru mniejszego lub réwnego 5 (zob. [18]). Jesli chodzi o wyzsze wymiary,
to znana jest (zob. [18]) lista grup beztorsyjnych wymiaru 6.

Wiadomo (zob. [41, s. 16]), ze grupa kohomologii H?*(G, Z°) moze mie¢
rzad 230 = 1073741824, dla pewnej podgrupy skoticzonej, grupy GL(6,7Z).
Stad juz w wymiarze 6 ilos¢ grup krystalograficznych jest tak duza, ze ich kla-
syfikacja nie jest mozliwa bez pomocy komputera. W istocie pierwsza metoda
jest pewnym algorytmem. Jej punkt 1 jest realizowalny w wymiarach mniej-
szych niz 30. Jesli chodzi o punkt 3, to znany jest algorytm na wyznaczenie
drugiej grupy kohomologii. W programie GAP [28] istnieje pakiet Carat,
bazujacy na algorytmie Zassenhausa, ktéry pozwala znalezé liste grup kry-
stalograficznych, malych wymiaréw, z dana grupa holonomii. Dokladniejsze
omowienie tej metody mozna znalezé w pracy W. Pleskena [43] (zob. takze
18)).

Druga metoda klasyfikacji ma swoje Zrodlo w ponizszym stwierdzeniu E.
Calabiego. Korzystajac z niej udalo mu sie opisa¢ wszystkie ptaskie rozma-
itosci wymiaru cztery (por. [16] i [31]).

Stwierdzenie 3.2 (Calabiego) Niech I' bedzie beztorsyjna grupa krystalo-
graficzng wymiaru n. Ponadto niech bedzie dany epimorfizm f : ' — Z.
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Wéwczas jadro I tego homomorfizmu jest beztorsyjna grupa krystalograficzna
wymiaru n — 1.

Dowdéd: Mamy diagram 3.1. Poniewaz [VNZ™ C Z", wiec IV NZ™ jest wolna,
grupa abelowa. Ponadto jest ona podgrupa o skonczonym indeksie w grupie
[, Stad, wobec beztorsyjnosci grupy I', grupa [ jest krystalograficzna. Po-
zostaje pokazaé, ze wymiar grupy I jest réwny n—1. Przypusémy, ze wymiar
grupy I" jest mniejszy od (n —1). Wéwczas z diagramu 3.1 wynika, ze ranga
grupy (Z"/(I" N Z") bylaby wieksza od 2. Co jest niemozliwe, ze wzgledu
na roznowartosciowos¢ homomorfizmu g. Analogicznie, gdyby wymiar grupy
[ byt réwny n, to grupa Z"/(I'' N Z™) bytaby skoniczona lub trywialna. W
pierwszym przypadku mamy sprzecznos¢ z monomorficznoscia homomorfi-
zmu g, a w drugim — z epimorficznoscia homomorfizmu f i maksymalnodcia
podgrupy Z™ w grupie I'.

0 0 0
! ! !
0 — I'nz®» — 72" — Z'/1T'NZ")—0
! ! lyg
o - r - T°© L 7z S 0
! ! !
0o - G — G - GG’ — 0
! !
0 0 0
Diagram 3.1

O

Aby przyblizy¢ druga i trzecia metode klasyfikacji grup krystalograficznych,
beda nam potrzebne nowe definicje i pojecia. Szczegdlowo mozna sie z nimi
zapozna¢ na przyklad w monografiach [5] i [12].

Definicja 3.1 Niech P, M, N beda R-modutami, gdzie R jest pierscieniem.
W naszej sytuacji jest to najczesciej pierscien grupowy. Méwimy, ze P jest
modutem projektywnym, jezeli dla dowolnego epimorfizmu 7 : M — N i
homomorfizmu ¢ : P — N istnieje odwzorowanie ¢ : P — M, takie ze

¢ = m.
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Przyklad 3.1 Kazdy modul wolny jest projektywny.

Definicja 3.2 Rezolwenta projektywna F, R modulu Z nazywamy dowolny
ciag doktadny

—-F—-FK - F —>F—>2Z—0
moduléw projektywnych F;, gdzie 1 =0,1,2,...

Mozemy teraz zdefiniowa¢ homologie grupy G. Niech F' — Z bedzie G-
rezolwenta projektywna trywialnego G-modutu Z.

Definicja 3.3
Hi(G,M) = Hi(F ®q M),

Hi(G, M) = Hi(Homg(F, M)).

Przyklad 3.2 Niech C' =< ¢ > bedzie grupa cykliczng rzedu n, M — do-
wolnym C-modutem. Wéwczas

H*(C, M) = MC/IM,

gdzie IM = {(1+0+0%+---+0" Y)m|me M}, aM®={meM|om=
m}.

Bedzie nam potrzebny tzw. lemat Shapiro. Wprowadzmy pojecie modutu
indukowanego.

Definicja 3.4 ([12]) Niech H C G bedzie podgrupa grupy G i [G : H] =
n < oo. Niech M bedzie dowolnym H-modulem. Wéwczas

IndgM = Dgeq/rgM,
gdziedlage G/H i g, € G/H,i=1,2,3,...,n mamy
g(gima, Gama, . . ., GuMy) = (gG1M1, gG2mMa, - - -, 9GnMn) € Bgea/agM.

Ponadto dzialanie na ,,wspélrzednych” jest nastepujace: niech gg; = g;h,
woéwcezas g(g;m;) = gjhm;. Tutaj wspotrzedna ,,wyznacza” element g;,i =
1,2,...,n.

Uwaga: Jezeli grupy G i H sa skoticzone, to G-modut Ind$ M jest oznaczany
takze przez Coind$ M.
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Twierdzenie 3.2 (lemat Shapiro [12]) Niech M,G,H beda jak powyzej.
Wowczas

H,(H, M)~ H,(G, Ind$M)
oraz

H*(H,M) ~ H*(G,Coind%M).

Dowéd: Zobacz [12, stwierdzenie 6.2].
U

Niech G bedzie grupa skonczona, a X — zbiorem jej klas sprzezonosci cyklicz-
nych podgrup rzedu pierwszego p.

Definicja 3.5 Niech n > 1 bedzie liczba naturalna. G-krata nazywamy
dowolny G-modul izomorficzny z beztorsyjna grupa abelowa Z".

Przyklad 3.3 Nastepujacy G-modut
S = @oerindiZ

jest G-krata.

Whprowadzimy teraz pojecie, ktérego charakterystyka zostata podana w twier-
dzeniu 3.1.

Definicja 3.6 Element o € H?(G,Z") nazywamy specjalnym, kiedy defi-
niuje beztorsyjna grupe krystalograficzna.

Niech h : M — N oznacza dowolny G-homomorfizm (ZG-homomorfizm) G-
moduwtéw M, N. Przez h, : H*(G, M) — H?*(G, N) oznaczamy homomorfizm
indukowany z definicji, na grupach kohomologii grupy G.

Definicja 3.7 Niech M bedzie dowolna G-krata. G-krata L ma wlasnosé
S, jezeli dla dowolnego elementu specjalnego o € H?(G, M) istnieje G-
homomorfizm h : M — L, taki ze h.(a) € H?(G, L) jest elementem spe-
cjalnym.

Stwierdzenie 3.3 Zdefiniowana powyzej G-krata S ma wtasnosc S.
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Dowdd: Niech C € X i a € H*(G, M) bedzie elementem specjalnym. Na
poczatek udowodnimy istnienie C-homomorfizmu ¢¢ : M — Z o wihasnosci
(pc)«(resé(a)) # 0. Niech h : M — M bedzie homomorfizmem zdefiniowa-
nym wzorem

h(m) = Ygecgm.

Zdefiniujmy krotki ciag doktadny G-moduléw
0 — kerh — M — h(M) — 0.

Latwo pokaza¢, ze (h(M))¢ = h(M) i (kerh)® = 0. Stad odwzorowanie h, :
H?(C, M) — H?*(C,h(M)) jest injekcja. Wynika to natychmiast z dtugiego
ciagu doktadnego kohomologii dla powyzszego krotkiego ciagu doktadnego
modutéw. Mozemy zatem przyjac¢, ze grupa C' dziata trywialnie na M.
Nastepnie wybierzmy taka baze w kracie M, ze istnieje C' izomorfizm M =
®ierZ. Stad mamy izomorfizm H?(C, M) = ®;c;H?(C, Z), gdzie I jest zbio-
rem skonczonym. Mozemy wiec zdefiniowaé C-rzutowanie ¢ : M — Z, takie
ze element (¢¢).(resé(a)) € H*(C,Z) ma rzad p. Z izomorfizmu odpowied-
niosci Frobeniusa (por. [48, twierdzenie 13, s. 77]) mamy

T, : Homgg(M,indSZ) — Homge(resSM, 7).
Niech ¢ € Homyg(M,ind3Z) bedzie m,-odpowiednikiem ¢o. Wéwczas

m.(Yo)u(resSa) = (dc).(resda) £ 0
i (o)«(resGa) # 0. Definiujemy
h = @CeX@DC M — S.

Musimy pokazaé, ze h,(reséa) # 0 w grupie H2(C, S) dla wszystkich C' € X,
gdyz (resSh,(a) = h.(resSa). W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze
(Yo)«(resSa) # 0 w grupie H*(C, indSZ).

O

Na podstawie stwierdzenia Calabiego (stwierdzenie 3.2) oczywiste staja sie
punkty 11 3 drugiej metody klasyfikacji grup krystalograficznych. Jesli chodzi
o punkt 2 tej metody, to dotyczy on grup krystalograficznych nie majacych
epimorficznego odwzorowania na grupe Z. W przypadku beztorsyjnym ist-
nieje ich ponizsza charakteryzacja.
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Stwierdzenie 3.4 [30] Niech I" bedzie beztorsyjna grupa krystalograficzna z
grupq holonomii G © maksymalna podgrupq abelowq Z". Wowczas nastepujace
warunki sq réwnowaine:

(i) grupa I'/[I',T] jest skoriczona,

(i1) centrum grupy I' jest trywialne,

(iii) (Z™)% =0, gdzie G dziata na Z™ za pomocq reprezentacgi holonomii.
Dowdd: Jest oczywiste, ze odpowiednia potega nietrywialnego elementu
centrum definiuje niezerowy element G-modutu (Z")%. Odwrotna implikacja
jest réwniez oczywista. To dowodzi réwnowaznosci (i) oraz (iii). W artykule

[30, wniosek 1.3], wykorzystujac elementarne wlasnosci ciagu spektralnego
kohomologii grup, zwiazanego z krétkim ciagiem doktadnym grup

0—-72"—-1—G—0,
udowodniono, ze
dimg(T'/[[,T] ® Q) = rank(Z")% *.
Stad otrzymujemy réwnowaznosé warunku (i) z warunkiem ().
O

Definicja 3.8 Niech M bedzie rozmaitoscia plaska o grupie podstawowej I'.
Liczbe catkowita rankH; (M, 7Z) nazywamy pierwsza liczba Bettiego rozma-
itosci M (grupy I'). Zwykle jest ona oznaczana przez by (M)(by(T)).

Okazuje sie, ze istnieje pelna charakteryzacja grup holonomii beztorsyjnych
grup krystalograficznych o trywialnym centrum. Zostala udowodniona w
roku 1987 przez H. Hillera i C. H. Saha [30]. Kolejne dowody podali w roku
1989 W. Plesken [44] oraz G. Cliff i A. Weiss [19].

Twierdzenie 3.3 [30] Skoriczona grupa G jest grupa holonomii beztorsyjnej
grupy krystalograficznej z trywialnym centrum wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej liczby pierwszej p, dzielgcej rzad grupy G, jej p-podgrupa Sylowa nie
jest cykliczna, a gdy jest cykliczna, to nie ma p-normalnego uzupetnienia.

Zamiast dowodu, ktory mozna znalez¢ w jednej z powyzszych prac, podajmy
przyktad.

*Niech M bedzie dowolna skoniczenie generowana grupa abelowa. Woéwczas rankM =
dimg (M & @)
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Przyklad 3.4 Niech I" bedzie beztorsyjna grupa krystalograficzna z cykliczna
grupa holonomii C. Definiuje ona pewien element

o€ H*(C,M) = MC°/IM,

gdzie IM jest pewnym C-podmodutem M. Z definicji wynika, ze beztor-
syjnos¢ grupy I', przy jednoczesnej wlasnosci posiadania trywialnego cen-
trum, nie jest mozliwa. Stad grupa I'/[I',T'] jest zawsze nieskonczona.

Zajmiemy sie teraz trzecia metoda klasyfikacji grup krystalograficznych. Po-
chodzi ona od pewnej konstrukeji topologicznej. Oznaczmy przez M plaska
rozmaitosé¢ z m (M) = T. Niech TF = RF/ZF bedzie ptaskim torusem z
dzialajaca na nim, poprzez izometrie, grupa I'. Wowczas I' dziata, poprzez
izometrie, na przestrzeni M x T*, gdzie M jest uniwersalnym nakryciem roz-
maitoéci M. Latwo pokazaé, ze przestrzen ilorazowa (M x T%) /T jest plaska
rozmaitoscia; bedziemy ja nazywali plaskotorusowym rozszerzeniem rozma-
itosci M. Przyjmujemy konwencje, ze punkt jest O-wymiarowym torusem, i
stad kazda ptaska rozmaitos¢ moze by¢ plaskotorusowym rozszerzeniem samej
siebie. W roku 1970 A. T. Vasquez udowodnil ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 [58] Dla kazdej skoriczonej grupy G istnieje liczba natu-
ralna n(G) o nastepujacej wlasnosci: jezeli M jest dowolna plaska rozma-
itosciaq, z grupa holonomii G, to M jest ptaskotorusowym rozszerzeniem pew-
nej ptaskiej rozmaitosci wymiaru < n(G).

Cliff i Weiss [19] obliczyli wartos¢ n(G) dla dowolnej skonczonej p-grupy.
Okazuje sie [51, twierdzenie 3], ze niezmiennik Vasqueza mozna okresli¢ zgod-
nie z ponizsza definicja.

Definicja 3.9 Niezmiennikiem Vasqueza nazywamy liczbe

n(G)= min{rankz(L) | L jest G-krata o wlasnosci S}.

Niech L bedzie G-krata z definicji liczby n(G), niech I bedzie dowolna bez-
torsyjna grupa krystalograficzna wymiaru n > n(G) z grupa holonomii G i
maksymalna podgrupa abelowa Z" C I'. Z definicji mamy diagram 3.2 Ma on
wszystkie kolumny i wiersze doktadne, a G-homomorfizm f istnieje z definicji
liczby Vasqueza. Stad wynika trzecia metoda klasyfikacji beztorsyjnych grup
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krystalograficznych z dana grupa holonomii. Niestety warto$¢ niezmiennika
Vasqueza jest znana tylko dla skoriczonych p-grup [19]. Ponadto wiadomo,
ze skoriczona grupa G ma wlasno$é n(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy jej
rzad jest iloczynem réznych liczb pierwszych [51]. Obliczenie jej nie jest la-
twe. Mozna tutaj wspomnie¢, ze nawet wybitni matematycy, jak na przykiad
S.T.Yau, popelniali pomylki przy jej obliczaniu.

0 0 0
! ! !

0 — kerf= zn—G) _, gn—n(G) — 0 — 0
! l !

0 — AL — r — G — 0
[l l l

0o — L — I'a — G — 0
! ! !
0 0 0

Diagram 3.2

Jako ilustracje metod klasyfikacji, przeprowadzimy w sposéb elementarny
klasyfikacje dwuwymiarowych grup krystalograficznych. Zaczniemy od opisu
skoriczonych podgrup grupy GL(2,Z).

Stwierdzenie 3.5 Niech C, C O(2) bedzie cykliczng grupa obrotow rzedu
n, a D, C O(2) — grupa dyhedralnag rzedu 2n, generowana przez odbicie i
obrot rzedu n. Jezeli G C GL(2,7) jest grupq skoriczona, to

G = CZa C?n C4a CG> D1> D2a D3a D4a Dﬁ'
Ponadto grupy D, Do, D3 sa reprezentowane przez dwie klasy sprzezonosci.

Dowdéd [35]: Niech G bedzie dwuelementowa podgrupa grupy GL(2,7Z) i
M € G\ {I}. Zajmiemy si¢ baza przestrzeni R?, w ktérej jest przedstawiona
macierz M. Jej catkowitoliczbowe kombinacje wyznaczaja pewna krate (dys-
kretna podgrupe) L C R?. Jest jasne, ze ML = L. 7 ograniczenia krysta-
lograficznego (zob. ¢éwiczenie 3.8) wiemy, ze G = Cy lub M jest odbiciem.
Niech A = {v € R? | Mv = v}, a B ={v € R? | Mv = —v}. Zauwazmy,
ze A i B zawieraja niezerowe elementy kraty L. Niech 0 #c € L\ {AU B}.
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Woéwcezas element ¢ + Mc € A i poniewaz ¢ ¢ B, wiec jest niezerowy. Ana-
logicznie, poniewaz ¢ ¢ B, wiec element ¢ — Mc¢ € B tez jest rézny od zera.
Niech a € Aib € B beda generatorami prostych A i B. Oznaczmy przez Ly,
krate generowana przez a i b. Zobaczmy, czy istnieje inna krata niezmiennicza

dla G. Mamy Ly, C L. Niech ¢ € L\ L. Mamy
(¢ +ma+ nb) + M(c+ma+nb) = c+ Mc+ 2ma,

(¢ +ma + nb) — M(c+ ma + nb) = ¢ — Mc+ 2nb,

gdzie m,n € Z. Stad ¢ + Mc + 2ma = 2la + a lub ¢+ Mc + 2ma = 2la
dla pewnego | € Z. W pierwszym przypadku, dla n’ = m — [, speliona jest
rownosé

a=c+ Mc+2n'" = (c+n'a+nb) + M(c+n'a+nb),

i zmieniajac ¢ na ¢ = ¢+ n'a + nb, mamy ¢ + Mc = a. Ponadto zachodzi
¢ = ¢ (mod Ly). Natomiast w drugim przypadku ¢ + Mc + 2n'a = 0 =
d + Mc. Stad ¢ € B, co jest niemozliwe. Analogiczne rozumowanie mozna
zastosowaé do elementu ¢ — Mc + 2nb. Podsumowujac, mozemy zalozy¢, ze
c+ Mc=a,c— Mc=0b. W konsekwencji ¢ = 1/2(a +b) i L = gen{c, Mc}.

L0 ],awbazie{c,Mc}

Stad macierz M w bazie {a, b} jest réwna Dy = [ 0 -1

ma postac¢ Dy = [ (1) (1] } .

Latwo pokazaé, ze macierze Dy i Dy« nie sa sprzezone w grupie GL(2,7Z).
Krata L = gen{a,b} jest nazywana prostokatna. Natomiast krata L =
gen{c, Mc} jest nazywana rombowa. Pomoga nam one opisa¢ nastepne
grupy.

Niech Dy bedzie grupa generowana przez odbicia wzgledem linii zawie-
rajacych a i b, natomiast Do« — przez odbicia wzgledem linii zawierajacych
c+ Mcic— Mec.

C} jest generowana przez obrét p rzedu cztery, a krata, z lematu La-
grange’a, (¢wiczenie 3.9), jest generowana przez a € L\{0} i p(a). Nazywamy
ja krata kwadratowa.

Dy jest grupa automorfizmow kraty kwadratowej. Niech a,b oznaczaja
boki dowolnego kwadratu na kracie. D, jest generowana przez obrot rzedu
cztery, przeksztalcajacy a na b i b na —a, i odbicie wzgledem prostej zawie-
rajacej a.
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(5 jest generowana przez obrét p rzedu trzy. 7 twierdzenia Lagrange’a
(éwiczenie 3.9) wynika, ze krata jest generowana przez a,p(a). Wektory
a, p(a), p?(a) wyznaczaja tréjkat réwnoboczny. Jezeli dodamy wektory

—a, —p(a), _P2 (a)v

to otrzymamy szeSciokat. Krate nazywamy szesciokatna.

D3 jest grupa generowana przez powyzszy obrot rzedu trzy i odbicia
wzgledem trzech przekatnych sze$ciokata.

D3« jest grupa generowana przez obrét rzedu trzy i odbicia wzgledem
prostych przecinajacych srodki przeciwlegtych bokéw szesciokata.

Cg definiujemy jako grupe obrotéw rzedu szes¢. Jej krate otrzymujemy z
twierdzenia Lagrange’a (¢wiczenie 3.9). Jest to szeSciokatna krata L.

Dg jest rowna grupie automorfizméw Aut(L), gdzie L jest krata szescio-
katna.

O

Przystapmy do opisu i klasyfikacji grup krystalograficznych wymiaru dwa.
Jak dobrze wiadomo (zob. np. [35]), jest ich 17 z dokladnoscia do izomor-
fizmu. Powyzej podalismy liste A wszystkich ewentualnych grup holonomii,
to znaczy podgrup skoriczonych grupy GL(2,7Z). Korzystajac ze zwiazku
pomiedzy rozszerzeniami grup a druga grupa kohomologii, wystarczy obli-
czy¢ grupy kohomologii H?(G, Z?), dla G € A i odpowiadajacej jej kraty Z2.
Mamy
H*(Cy, 7% = (7)) /177 = 0,

dla i = 2, 3,4, 6. Ponadto latwo obliczy¢, ze H*(Dy,Z?) = Zy, H*(D1+,7?) =
0. To daje nam 8 grup krystalograficznych, wlaczajac torus R?/Z2.

7 definicji

R R K e A R PR

7 teorii kohomologii grup H?(Dy, Z*) = Zy @ Z. Elementy grupy kohomolo-
gii to s1(A) = [0,0],51(B) = [0,0]; 52(A) = [1/2,0], s2(B) = [0,1/2]; 55(A) =
[1/2,0],s3(B) = [0,0]; s4(A) = [0,0],s4(B) = [0,1/2]. Daje to cztery grupy
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krystalograficzne. Okazuje sie, ze dwie z nich sa izomorficzne. Mozna spraw-
dzi¢, ze sa to grupy wyznaczone przez kocykle s3 i s4. Z definicji

e H ) R EE e R

Poniewaz, H?(C,Z?) = 0, dla dowolnej podgrupy dwuelementowej C' C Do-,
wiec H?(Dsq«,7Z?%) = 0. To definiuje jedna grupe krystalograficzna.

Zajmiemy sie teraz grupa D,. Z definicji wynika, Ze jest ona genero-

wana przez macierz A = { (1) _0 } (obrét rzedu cztery) i macierz B =
1 0 - : S .
0 —1 (odbicie wzgledem prostej zawierajacej element a). Obliczymy,

ze H?(Dy,7?) = Z,. To definiuje dwie grupy krystalograficzne. Pozostale
trzy maja grupy holonomii Ds, D3+, Dg. Poniewaz kazda z nich wyznacza
trywialna druga grupe kohomologii, wiec odpowiadajace im grupy krysta-
lograficzne to produkt poétprosty tej grupy skonczonej i Z2. Wystarczy wy-
korzysta¢ znany fakt teorii kohomologii grup, ze homomorfizm obciecia do
podgrupy Sylowa jest monomorfizmem (zob. [12, twierdzenie 10.3, s. 84]).

Stosujac dokladnie te same metody, mozna opisa¢ grupy krystalograficzne
wymiaru trzy *. Dla wymiaru cztery i wyzszych jest juz niezbedny komputer
(zob. komentarz przed stwierdzeniem 3.2).

Cwiczenie 3.1 Pokazad, ze jezeli grupa podstawowa rozmaitosci plaskiej nalezy
do grupy SO(n) x R™, to rozmaitosé¢ jest orientowalna.

Cwiczenie 3.2 Uzupehi¢ dowéd twierdzenia 3.1 (por. [55, s. 17]).

Cwiczenie 3.3 Udowodni¢, ze jezeli w stwierdzeni 3.2 nie zalozymy beztorsyjnosci
grupy I', to stwierdzenie jest nieprawdziwe.

Cwiczenie 3.4 Udowodni¢, ze dla grupy skoniczonej G i jej podgrupy H mamy
izomorfizmy G-moduléw

Ind$GM ~ Z.G @5 M ~ Homy(ZG, M) ~ Coind$M,

gdzie M jest dowolnym G-modutem.

*Lista beztorsyjnych grup wymiaru trzy zostala podana na poczatku rozdziatu 3.
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Cwiczenie 3.5 Udowodni¢ izomorfizm (odpowiedniosé¢ Frobeniusa, zob. [48, s.
77, twierdzenie 13))

Ty : Hompg(M,indS7) — Homygc(resGM,7),
gdzie 7 : inng — Z jest rzutowaniem opisanym ponizej. Niech X bedzie zbiorem
klas sprzezonosci podgrup cyklicznych rzedu p grupy G, gdzie p jest liczba pierwsza.
Niech €' € X i niech Xycq/onggC € inng. Definiujemy

T(Xgeq/cnggC) = ni.

Cwiczenie 3.6 Udowodnié¢, ze dowolna grupa skonczona jest grupa holonomii,
pewnej beztorsyjnej grupy krystalograficznej.

Cwiczenie 3.7 Uzupemié szczegdly dowodu stwierdzenia 3.4.

Cwiczenie 3.8 (ograniczenie krystalograficzne) Opisaé¢ podgrupy skoriczone grupy
GL(2,7Z).

Wskazéwka: Kazda taka grupa jest podgrupa O(2).

Cwiczenie 3.9 (lemat Lagrange’a) Niech L C R? bedzie dyskretna i kozwarta
podgrupa (krata). Wybierzmy element a € L\ {0} o minimalnej dtugosci i element
b € L\ Ra o minimalnej dtugosci. Udowodnié, ze zbiér {a,b} generuje L.

Cwiczenie 3.10 Udowodni¢, ze H2(Dq,Z2) = Zo & Ly i H?(Dy, 72) = Zs.



4. Grupy automorfizmow
zewnetrznych

Niech I bedzie dowolna grupa krystalograficzna. Jak dobrze wiemy, definiuje
ona krétki ciag doktadny

0-2"—->T25G—0,

gdzie Z" jest wolna grupa abelowa, a G jest grupa skoriczona. Przypomnijmy,
ze powyzszy ciag definiuje tak zwana reprezentacje holonomii

hr : G — GL(n,Z).

Jest ona dana wzorem

Vg € G.hr(g)(e:) = geig
gdzie e; € Z™,i = 1,2, ...,n, jest standardowa baza, a p(g) = g. Zobaczymy,
ze wiele wlasnosci grupy krystalograficznej I' jest zwiazanych z wlasnosciami
powyzszej reprezentacji. Poniewaz Z" jest maksymalna podgrupa abelowa,
wiec reprezentacja holonomii jest wierna. Ponadto mamy oczywiste zawie-
ranie grup

GL(n,Z) C GL(n,Q) C GL(n,R) C GL(n,C).

Stad reprezentacja holonomii jest takze reprezentacja odpowiednio wymierna,
rzeczywista i zespolona.

Przypomnijmy kilka faktéw z teorii reprezentacji grup skonczonych [48].
Kazda reprezentacje mozemy traktowac jako odpowiedni G-modut. Repre-
zentacja jest nieprzywiedina, jezeli jedynymi jej podreprezentacjami sa ona
sama i reprezentacja zerowa. Jezeli rozpatrujemy reprezentacje nad cialem
liczb zespolonych, to zachodzi ponizszy lemat.

Lemat 4.1 (Schura) Niech V' bedzie skoriczenie wymiarowa nieprzywieding
reprezentacjq grupy skoriczonej nad ciatem liczb zespolonych. Niech f :V —
V' bedzie niezerowym G-homomorfizmem reprezentacji. Wowczas f jest ho-
motetiq (mnozeniem przez skalar).
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Dowdéd: Niech A oznacza pierwiastek wielomianu charakterystycznego od-
wzorowania f. Zbiér

{veV]flv)= X}

jest niezerowa G-podprzestrzenia przestrzeni V. Z zalozenia jest ona réwna
V. Stad f jest homotetia.

O
Dowolna reprezentacja, nad cialem o charakterystyce zero, jest suma prosta
reprezentacji nieprzywiedlnych.

Definicja 4.1 [21], [48, s. 121] Niech T' bedzie Q-nieprzywiedlna repre-
zentacja grupy skonczonej. 7 definicji wynika, ze T jest suma prosta C-
nieprzywiedlnych reprezentacji. Okazuje sie, ze kazda z nich wystepuje z ta
sama krotnoscia mq(7T). Liczbe mg(T) nazywamy indeksem Schura repre-
zentacji 7'

Przez (Z™)% bedziemy oznaczali G-podmodut
{r € Z" | gv = hr(g9)x = x}.

W przypadku reprezentacji nad ciatem k, (k®Z")¢ jest nie tylko podmodutem,
ale takze sktadnikiem prostym kG-modutu £ ® Z". Oznacza to istnienie pew-
nego kG-podmodutu N C k®Z", takiego ze kQZ" = (k®7Z")“® N. Niestety,
nie jest to na ogdt prawda w przypadku G-modutu Z". Badanie grup kry-
stalograficznych jest Scisle zwiazane z teorig reprezentacji nad pierscieniem
liczb catkowitych Z.

Przyklad 4.1 Niech G = Z,; rozpatrzmy jej catkowitoliczbowa reprezen-
tacje [ (1) (1) } . Latwo pokazaé, ze (Z*)%2 nie jest sktadnikiem prostym Z2.

Niech N oznacza normalizator obrazu hr(G) w grupie GL(n,Z). Z definicji
N ={X € GL(n.Z) |Yf € hr(G) XfX '€ hp(G)}.
Dziala on na grupie H*(G,Z") za pomoca nastepujacego wzoru

nx[c](g1,92) = n”He(ngin ™' ngan ™)),
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gdzie [] € H*(G,Z"),n € N,g1,92 € G. Element [c] jest reprezentantem
klasy abstrakeji kocyklu ¢ : G x G — Z" [5]. Mozna udowodnié¢ (zob. [17]),
ze powyzsze dzialanie jest poprawnie zdefiniowane, to znaczy nie zalezy od
wyboru reprezentanta kocyklu.

Dla a € H*(G,Z"), niech

No={ne N |nxa=a}.

Przez F' : Aut(I') — Aut(Z™) rozumiemy homomorfizm ,,obciecia’. Latwo
zobaczy¢, na podstawie definicji grupy krystalograficznej, ze jest on dobrze
zdefiniowany. W tym celu wystarczy skorzystaé z wlasnosci, ze Z" jest pod-
grupa maksymalnie abelowa. Niech Aut’(T") = kerF. Gléwnym narzedziem
tej czesci wyktadu bedzie ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 [17, twierdzenie 1.1, s. 172] Niech I' bedzie grupa krysta-
lograficzna. Wowczas diagram 4.1 jest przemienny i jego wszystkie wiersze i
kolumny sa doktadne.

0 0 0
! ! !

0— zZ"/(Z"¢ - Inn(T) — G — 0
! ! !

0 — Aut®T)— Aut(T) 5 N, — 0
! ! !

0 — HYG,Z") — Out(T) — N,/G — 0
! ! !
0 0 0.

Diagram 4.1

Dowdd: Przemienno$¢ jest oczywista. Dokladnosé srodkowej kolumny i
wiersza wynika z definicji. Dowdd doktadnosci pozostatych wierszy i kolumn
znajduje sie w [17, s. 172].

OJ
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Niech M;, M5 beda plaskimi rozmaitosciami wymiaru n. Jezeli dyfeomor-
fizm f : My — M, zachowuje koneksje Riemanna, to nazywamy go afi-
nicznym. Przez Aff(M;) bedziemy oznaczali grupe afinicznych dyfeomor-
fizméw rozmaitosci M. Jest to grupa Liego (zob. [17]). W przypadku gdy
M; =R" Aff(R") = A(n). Stad mamy nastepujaca réwnosé

Aff(My) ={f : My = M| f:R" = R" € A(n)}.

Tutaj f oznacza ,,podniesienie” odwzorowania f do nakrycia uniwersalnego
(zob. dowdd nastepnego stwierdzenia). Naszym celem jest pokazanie zwiaz-
kéw pomiedzy grupa Aff(M;) a grupa Out(m (My)).

Stwierdzenie 4.1 Oznaczmy przez I' grupe podstawowa rozmaitosci M.

1. Niech
NT)={n€ An)|Vyel,nym eI}

oznacza normalizator grupy I' w grupie A(n) = GL(n,R) x R™. Woéwczas
nastepujacy ciqg grup

1 =T = NT) L Aff(M) — 1

jest doktadny.

2. Niech
CT) ={ce An) [Vy €T, ey =c}

oznacza centralizator grupy I' w grupie A(n). Wowczas nastepujacy ciag

grup
1—-C) — NT) 2 Aut(I') — 1

jest doktadny.

Dowéd: Funkcje f definiujemy wykorzystujac nakrycie uniwersalne rozma-
itoéci M, *. W celu pokazania, ze f jest surjekcja, wybierzmy ¢ € Af f(M,).
7 definicji nakrycia uniwersalnego wynika istnienie podniesienia ¢ € A(n) od-
wzorowania ¢. Jest jasne, ze f(¢) = ¢. Musimy jeszcze pokazaé, ze ¢ € N(T').
Niech p : R® — M oznacza nakrycie uniwersalne, o € I'; a o € R". Mamy

plo(owo)] = ¢lp(ozo)] = ¢lp(wo)] = plo(x0)].

*xr € My jest ,,podnoszony” do uniwersalnego nakrycia R™, nastepnie odwzorowywany
przez odpowiedni element z N (T") i rzutowany na M.
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Zatem ¢(oxg) i ¢(x) sa w tej samej orbicie o’ € T, takie ze ¢(oxy) =
o'¢(z0). Podsumowujac widzimy, ze odwzorowania ¢o i o’ sa podniesieniami
(nakryciami) ¢ i sa réwne w punkcie zg. Stad sa réwne i ¢ € N(I'). W celu
zakoniczenia dowodu musimy pokazaé, ze ker f = I'. Niech ¢ € N(T') indukuje
identycznosé na M. Z teorii nakryé¢ wiemy, ze ¢ € I'. Zawieranie odwrotne
jest oczywiste.

Punkt 2 stwierdzenia wynika z trzeciego twierdzenia Bieberbacha.
OJ

Do dowodu gléwnego rezultatu bedzie nam potrzebny ponizszy lemat.

Lemat 4.2 Niech I' bedzie powyzsza grupq Bieberbacha i niech Z oznacza
jej centrum, G — grupe holonomii, a Z" — podgrupe translacji. Wowczas

1. C(I') Cc R™,
2 C(T) = (R,
3. Z=0()NT = (Z")"“.
Dowéd: Niech (A,t) € C(I') i (I,s) € Z" C I'. Z definicji centralizatora
C(T") wynika
(A, As+t) = (A t)(I,s) = (I,s)(A,t) = (At + s).

Poniewaz Z™ generuje R” jako przestrzen liniowa, z pierwszego twierdzenia
Bieberbacha, wiec A musi by¢ identycznoscia. To dowodzi punktu 1. Dowdd
punktéw 2 i 3 pozostawiamy jako ¢wiczenie.

O

Niech G bedzie dowolna grupa. Przez Out(G) bedziemy rozumieli grupe
ilorazowa Aut(G)/Inn(G), gdzie Inn(G) oznacza podgrupe automorfizmow
wewnetrznych.

Twierdzenie 4.2 [17, cz._V] Niech M bedzie rozmaitoscia ptaskq wymiaru
n, wowezas Af fo(Mi) = fF(R")) i

Aff(My)/AS fo(My) = Out(T).
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1 1 1
! ! !

1 - Z-0)=R"Y - f(R)9) - 1
! ! !

1 © — N L arpmy = 1
! gl !

1ogT) — Aut() — Out)— 1
! ! !
1 1 1

Diagram 4.2

Dowéd: Mamy diagram 4.2. Odwzorowania f i g zostaly zdefiniowane w
stwierdzeniu 4.1. Poniewaz g(I') = Inn(I"), wiec tatwo mozna zobaczy¢, ze
diagram 4.2 jest przemienny i ma dokladne wiersze i kolumny. Pozostalo
do pokazania, ze Affo(My) = f((R™)%). Jest jasne, ze f((R™)Y) jest zbio-
rem spojnym, zawierajacym identycznosé. Stad jest on zawarty w skladowej
spéjnosci Af fo(M;y). Aby udowodnié¢ réwnosé, odwotamy sie do teorii grup
Liego [17, s. 214].

O

Wykorzystujac twierdzenie 4.1, przystapmy do opisu grup automorfizméow
zewnetrznych grup krystalograficznych. Podstawa bedzie nastepujacy krétki
ciag doktadny grup (por. diagram 4.1)

0 — HY(G,Z") — Out(l) — N,/G — 0.

Wynika z niego, ze dla danej grupy I', Out(T") jest nieskoniczona wtedy i tylko
wtedy, gdy grupa N, jest nieskonczona. Poniewaz a ma rzad skonczony, wiec
nieskoniczono$¢ grupy N, jest réwnowazna nieskonczonosci grupy N.

Stwierdzenie 4.2 Jezeli G C GL(n,Z) jest grupa skoriczona, to jej centra-
lizator

Carinz(G) ={ce€ GL(n,Z) |Vge G cgc! = g}
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jest podgrupa normalna w jej normalizatorze
Ngimnzy(G) ={d € GL(n,Z) |Vg € G dgd" € G}.

Ponadto Carn,z)(G) jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy Naimn,z)(G)
jest nieskonczony.

Dowdd: Jest konsekwencja obserwacji, ze skorniczona wielokrotno$é¢ dowol-
nego elementu z normalizatora jest elementem centralizatora. Jest to oczy-
wisty wniosek ze skonczonosci grupy G.

O

Kryterium (nie)skonczonosci centralizatora podgrupy skonczonej w grupie
GL(n,Z) bylo juz znane C. S. Siegelowi w latach czterdziestych XX wieku
(zob. [49]). Potem bylo na nowo dowodzone wielokrotnie. W naszym do-
wodzie, pochodzacym z pracy [54], wykorzystano twierdzenie Dirichleta o
grupie elementéw odwracalnych. Niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem
ciata liczb wymiernych Q. Niech R C L bedzie podpierscieniem elementow
calkowicie algebraicznych ciata L *.

Twierdzenie (Dirichleta o elementach odwracalnych [50]): Grupa R* ele-
mentow odwracalnych pierscienia R jest izomorficzna z grupa W X 7", gdzie
W jest cykliczna grupa pierwiatkow z jedynki ciata L, a r jest liczba natu-
ralng. W przypadku gdy L = Q(v/—d), d jest liczbq naturalnag, v = 0. Cialo
Q(vV—d) nazywamy zespolonym kwadratowym rozszerzeniem ciata Q.

Twierdzenie 4.3 Niech I bedzie beztorsyjna grupa krystalograficzna.
Nastepujace warunki sq rownowazne:

(i) grupa Out(T") jest nieskoriczona,

(1) rozklad reprezentacyi holonomii hr na elementy Q-nieprzywiedine ma
czynniki podwaojne albo, w przypadku gdy wszystkie sq rozne, istnieje sktadnik
R-przywiediny.

Dowéd [54]: Niech S € GL(m,Q) oznacza grupe skoriczona macierzy o
wspotczynnikach wymiernych. Bedzie nam potrzebny ponizszy lemat.

*Element r € R C L jest calkowicie algebraiczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest pier-
wiastkiem wielomianu w € Z[X], majacego wspdlezynnik jeden przy najwyzszej potedze.
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Lemat 4.3 Nieskoriczony element M € GL(m,Z) jest przemienny z do-
wolng macierzq s € S wtedy @ tylko wtedy, gdy dowolny s € S jest prze-
mienny z pewnq macierzq My € GL(m,Q), ktéra ma nieskoriczony rzad i jej
wielomian charakterystyczny nalezy do Z[X| © ma wyraz wolny réwny +1.

Dowdéd lematu: Istnienie M automatycznie zapewnia istnienie M;. Niech
macierz M, spelnia powyzsze warunki. Istnieja

R e GL(m,Z), P, € GL(m,Q),

takie ze R = Pl_lMlPl. Macierz catkowitoliczbowa R jest tak zwana kano-
niczna wymierna forma (rational canonical form) macierzy M, ktérej ist-
nienie wynika z wlasnosci wielomianu charakterystycznego macierzy M; oraz
z twierdzenia o postaci skoriczenie generowanych modutéw nad pierscieniem
idealéw gléwnych Q[X] (zob. [38, twierdzenie 6, s. 426, i twierdzenie 4,
s. 421]). Tutaj skoriczenie generowanym modulem jest m-wymiarowa prze-
strzen liniowa, ktéra poprzez dzialanie macierzy My, staje sie Q[X]-modutem.
Niech h bedzie iloczynem wszystkich mianownikéw macierzy P; i Py '. Stad
istnieje [ > 1, taka ze h dzieli wszystkie wspélezynniki macierzy R! — I * i
macierz M{ jest szukana macierza M.

O

Zacznijmy dowdd implikacji (i) = (ii). Jezeli grupa Out(I") jest nieskonczona,
to centralizator Cgr(n,z)(hr(G)) jest nieskoriczony. Niech

hr =~ (hr)1 ® (hr)2 @ - - - @ (hr)i,

gdzie (hr); sa Q-nieprzywiedlnymi reprezentacjami dla i = 1,2, ..., k. Zalo-
zmy, ze dla kazdego i« = 1,2,..., k reprezentacje (hr); sa R-nieprzywiedlne
oraz parami nieizomorficzne. Udowodnimy, ze w tym przypadku centralizator
Cearnz) (hr(G)) jest grupa skonczona. Niech H € Cernz)(hr(G)). Z definicji
wynika, ze istnieje taka baza (nad Q), w ktérej macierz H mozna zapisaé
jako macierz, w grupie GL(n,Q), skladajaca sie z k mniejszych macierzy
kwadratowych, znajdujacych sie na przekatnej macierzy H. Oznaczmy je
przez H;. Jest jasne, ze macierze te naleza do grupy Carm,,0)((hr)i(G)) dla
odpowiednich liczb n;, gdzie i« = 1,2,..., k. Stad, na podstawie lematu 4.3

*Wystarczy rozpatrzy¢ odwzorowanie ¢ : GL(m,Z) — GL(m,Zy,).
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dla M, = H;, mozemy zalozy¢, ze reprezentacja hr jest Q-nieprzywiedlna i
R-nieprzywiedlna. Moga zajs¢ trzy przypadki:

1. hr jest absolutnie nieprzywiedlna. 7 lematu Schura wynika, ze ma-
cierze przemienne z reprezentacja hr to macierze postaci A, gdzie I jest
macierza jednostkowa. Poniewaz jej wyznacznik jest réwny +1, wiec A jest
pierwiastkiem z jedynki i macierz ta ma skonczony rzad.

2. hr rozklada sie nad C i ma indeks Schura jeden. Stad, w odpowiedniej
bazie nad minimalnym cialem rozktadu K reprezentacji hr, ma ona postac

(" )

gdzie (hr); jest C-nieprzywiedlna reprezentacja. Poniewaz zalozyliSmy, ze
indeks Schura jest jeden, wiec (hr); i (hr); nie sa izomorficzne. Na podstawie
lematu Schura macierze przemienne z powyzsza macierza, ,,pochodzace” od

macierzy wymiernej, maja postac

A0
0 M )

gdzie A € K. 7 zalozenia wyznacznik rozwazanej macierzy jest rowny =+1.
Stad | AX | = 11 A jest elementem okregu jednostkowego. Z drugiej strony,
jako element ciala K, ktore jest zespolonym, kwadratowym rozszerzeniem
ciata Q, z twierdzenia Dirichleta o jednos$ciach wynika, ze A musi by¢ pier-
wiastkiem z jedynki. Stad nasza macierz, element centralizatora, ma skonczo-
ny rzad.

3. hr rozklada sie nad C i ma indeks Schura dwa. Niech K bedzie,
jak poprzednio, minimalnym cialem rozktadu reprezentacji. W odpowiedniej
bazie reprezentacja hr ma postaé

(" )

gdzie (hr); jest C-nieprzywiedlna reprezentacja i (hr)i, (hr); sa izomorficzne.
Niech J € GL(n/2, K) realizuje powyzszy izomorfizm, czyli J(hr); = (hr).J.
Stad J.J jest przemienna z (hr)i, a to oznacza, ze JJ = kI, gdzie k € Q =
K NR. Jezeli k > 0, to macierz
0 J
(50)
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ktorej kwadrat jest rowny kI, jest przemienna z hr. Poniewaz jest ona R-
nieprzywiedlna, wiec z lematu Schura wynika, ze powinna by¢ macierza dia-
gonalna. To oznacza, ze K < 0 i, znowu z lematu Schura, kazda macierz
przemienna z macierza hr i pochodzaca z grupy GL(n, Q) ma postaé

A gj
vJ N )
Wyznacznik tej macierzy jest réwny (A —rv)™/2. Z zalozenia A\ — kvo = 1,

To nie moze by¢ —1, gdyz k < 0. Stad | A [< 1i | A+ X |[< 2. Policzmy
wielomian charkterystyczny powyzszej macierzy. Mamy

< " ;Jx)l (A ija;)z ) -

oo 7O 60 ):

Korzystajac z ¢wiczenia 4.5, otrzymujemy, ze wielomian charakterystyczny
ma postaé¢ (22 — (A + Az + 1)™2. Poniewaz dla a = 0,+1, £2 pierwiastki
wielomianu z? + ax + 1 sa pierwiastkami z jedynki, mozemy zalozy¢, ze
(A+ ) =2* Stad A = 1. Poniewaz dowolna potega powyzszej macierzy ma
te same wtasnosci wartosci wlasnych, wiec v = 0. Stad znowu nasz element
centralizatora ma skonczony rzad. Aby zakonczy¢ pierwsza czes¢ dowodu,
wystarczy skorzysta¢ z faktu, ze rozpatrywany centralizator jest grupa, w
ktorej rzad dowolnego elementu jest mniejszy od pewnej statej r. Jest to
natychmiastowy wniosek z twierdzenia Dirichleta. Poniewaz centralizator
jest podgrupa grupy GL(n,Z), wiec na podstawie twierdzenia Burnside’a [4,
s. 119] jest skoniczony.

Przystapmy teraz do dowodu implikacji (i7) = (i). Niech reprezentacja
hr w rozkladzie na reprezentacje Q-nieprzywiedlne ma dwa sktadniki izomor-
ficzne. W przedstawieniu macierzowym oznacza to, ze w odpowiedniej bazie
ma ona postac

(he)1 0 0
0. (Ar)y O... ...0

(hr)i 0...0
0 (hr)a

Latwo zobaczy¢, ze macierz

*Jezeli A\ jest warto$cia wlasna macierzy A, to A" jest warto$cia wlasng macierzy A™.
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I nl 0

0 1 0 ...0
le I 9

0o ... ... 1

gdzie I oznacza macierz jednostkowa, a n € N ma nieskonczony rzad. Po-
nadto jest przemienna, nad Q, z powyzsza macierza reprezentacji holonomii.
Niech P oznacza macierz wymierna, przeksztalcajaca powyzsza reprezentacje
holonomii w reprezentacje catkowitoliczbowa. Z definicji wynika, ze macierz
PH,P~! spemia zalozenia lematu 4.3. Rozwazany centralizator jest wiec
nieskonczony.

Pozostato do udowodnienia istnienie elementu nieskoniczonego rzedu, prze-
miennego z reprezentacja holonomii, w sytuacji gdy jedna z reprezentacji
(hr); = h jest R-przywiedlna. Niech dimgh = m i niech K oznacza mini-
malne cialo rozktadu reprezentacji holonomii. Mozemy zalozy¢, ze K jest
podcialem ciata Q((), gdzie ¢ jest pierwotnym | G |-tym pierwiastkiem z
jedynki. Stad grupa Galoisa A rozszerzenia (K : Q) jest abelowa. Niech

A={o;}ic12...

W odpowiedniej bazie przestrzeni liniowej K™ reprezentacja h jest suma
prosta reprezentacji R-nieprzywiedlnych

hi=h{,i=1,2,...,1

Tutaj h{* oznacza sprzezenie Galoisa reprezentacji hy [22,s. 152]. Cialo K nie
jest zespolonym i kwadratowym rozszerzeniem liczb wymiernych. Stad, na
podstawie twierdzenia Dirichleta o jednosciach, istnieje element A € K, taki
ze zadne jego sprzezenie, w sensie Galoisa, nie jest pierwiastkiem z jedynki.
Oznaczmy przez {o;(A) = A% = \;}iz12..1 sprzezenia Galoisa elementu A.
Niech D € GL(m, K) bedzie macierza diagonalna o blokach A;lgimyn, na
przekatnej. Jej wielomian charakterystyczny f(X) jest réwny

m
1

(X = A)(X = A) . (X = N))

Poniewaz A, jest calkowitym elementem algebraicznym, wiec z teorii Galo-
isa f(X) € Z[X]. Stad istnieje macierz C' € GL(m,Z), majaca taki sam
wielomian charakterystyczny jak macierz D.
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Udowodnimy, ze hC = Ch. Niech e; € Q™, 7 = 1,2,...,m bedzie baza
standardowa, a f; € K™ i =1,2,...,m baza, w ktérej reprezentacja h jest
suma reprezentacji R-nieprzywiedlnych. Z konstrukcji wynika, ze kazdy ele-
ment bazy f; jest wektorem wlasnym endomorfizmu ¢ : K™ — K™, wyzna-
czonego przez macierz C. Stad, po ewentualnej permutacji bazy f;, macierza
homomorfizmu ¢, w tej bazie, jest macierz D. Poniewaz Dh = hD w bazie
fi, wiec hC = C'h w bazie e;. Z wlasnosci A\ wynika, ze C' spelia zalozenia
lematu 4.3, z definicji — ze ma rzad nieskonczony, a z konstrukcji — ze jest
elementem badanego centralizatora.

O

Przedstawimy obecnie pewne wnioski i konsekwencje twierdzenia 4.3. Niech
W bedzie zwarta rozmaitoscia Riemanna. Odwzorowanie gladkie

f"WwW-—-w
nazywamy dyfeomorfizmem, jezeli jest bijekcja i f~! jest funkcja gladka.

Definicja 4.2 Funkcja f jest dyfeomorfizmem Anosowa ([56]), jezeli istnieja
state ¢ > 0, 0 < XA < 1, takie ze dla kazdego w € W, TW,, = E* @& E*, a dla
kazdego v € E°, t € E* i calkowitego r > 0

[T froll < Aol T[T < eA[Je]].

_(a b
Y=\ ¢ da
bedzie algebraicznym automorfizmem torusa T2 (tj. a,b,c,d € Z, detp =

+1). Jezeli ¢ nie ma warosci wlasnych o module jeden, to jest dyfeomorfi-
zmem Anosowa na 712,

Przykiad 4.2 Niech

Zaprezentujmy twierdzenie Porteousa [45]. Charakteryzuje ono dyfeomorfi-
zmy Anosowa na plaskiej rozmaitosci M o grupie podstawowej I.

Twierdzenie 4.4 [45, twierdzenie 6.1] Nastepujace warunki sq réwnowazne:
(i) rozmaitosé M ma dyfeomorfizm Anosowa,
(11) kazdy Q-nieprzywiedlny sktadnik reprezentacji holonomii hy o wielo-

krotnosci jeden jest R-przywiediny.



60 Rozdzial 4

Dowdd tego rezultatu jest bardzo podobny do dowodu twierdzenia 4.3 i po-
zostawiamy go jako ¢wiczenie (por. [45]).

Uwaga: 7 dyfeomorfizmami Anosowa jest zwiazana hipoteza: jezeli na
zwartej rozmaitosci W istnieje dyfeomorfizm Anosowa, to W jest skonczenie
nakrywana przez nilrozmaito$é W *. (W jest skonczenie nakrywana przez
nilrozmaito$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy w1 (W) jest nieskoniczona grupa bez-
torsyjna, ktéra zawiera podgrupe nilpotentna o skoriczonym indeksie.)

Okazuje sie, ze mozna podaé petlna charakterystyke grupy automorfizméw
zewnetrznych jako podgrupy grupy liniowej. W roku 1972 J. Tits (zob.
[57]) udowodnil, ze dowolna, skoiiczenie generowana podgrupa grupy linio-
wej GL(n,Z) jest albo virtualnie rozwiazalna, albo zawiera, jako podgrupe,
grupe wolna . Nalezy dodaé, ze kazda virtualnie rozwiazalna podgrupa grupy
GL(n,Z) jest virtualnie policykliczna [39]. Oznacza to, ze zawiera podgrupe
policykliczna o skonczonym indeksie.

Definicja 4.3 Grupa G jest policykliczna, jezeli posiada subnormalny ciag
podgrup
{e} =Gy <G1 4G, Q- <G QG =G,

o takiej wlasnosci, ze dla kazdego i = 0,1,...,k — 1, grupa G;11/G; jest
cykliczna.

Twierdzenie 4.5 Niech I' bedzie beztorsyjna grupa krystalograficzna.
Nastepujace warunki sq rownowazne:

(i) grupa Out(I") jest virtualnie-policykliczna,

(i1) reprezentacja holonomii hy jest sumaq prosta réznych, Q-nieprzywie-
dlnych reprezentacyi i kazdy wystepujacy, w tej sumie, czynnik R-przywiediny
ma wymierny indeks Schura réwny jeden.

Dowdéd tego twierdzenia mozna znalezé w pracy [39].

*Niech N oznacza jednospéjna, nilpotentna grupe Liego, a I' — dyskretna, beztorsyjna,
kozwarta podgrupa grupy Isom(N). Przestrzen orbit N/T' nazywamy nilrozmaitoscia.

fGrupa jest virtualnie rozwiazalna, jezeli zawiera podgrupe rozwiazalna o skoficzonym
indeksie.
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Podamy teraz przyklady grup Bieberbacha ze skonczonymi grupami auto-
morfizmoéw zewnetrznych.

Dla n > 3 i nieparzystego, niech I';, C E(n) oznacza grupe generowana
przez zbior {(B;, s(B;) = x;) : 1 < i <n—1}. Tutaj B; sa (n x n)-macierzami
diagonalnymi

B; :=diag(—1,...,—1, 1 ,—1,...,—1),

i

axr; = s(B) =e€/2+e:1/2,1 <i<n-—1((e,i=1,2,...,n oznacza
standardowa baze przestrzeni euklidesowej R"™). Grupy I',, sa szczegdlnym
przypadkiem grup Hantzsche-Wendta [47]. Latwo sprawdzi¢ [54, s. 589],
ze jest to rodzina grup Bieberbacha o skornczonej grupie automorfizmoéow
zewnetrznych. Reprezentacja holonomii jest suma prosta réznych reprezen-
tacji Q i R-nieprzewiedlnych.

Mozna sprébowaé sklasyfikowaé grupy Bieberbacha o skonczonej gru-
pie automorfizmow zewnetrznych. Pierwszym krokiem w tym kierunku jest
(czesciowy) opis grup holonomii grup Bieberbacha o skoniczonej grupie auto-
morfizméw zewnetrznych. Oznaczmy klase tych grup skoriczonych przez R;.
W przypadku skonczonych grup abelowych podano peina charakteryzacje
takich grup.

Stwierdzenie 4.3 [33, twierdzenie 4.2] Jezeli G jest skoriczona grupa abe-
lowa, to G € Ry wtedy i tylko wtedy, gdy G jest produktem prostym grup
cyklicznych rzedu co najwyzej cztery (tj. G ma eksponent dzielacy 12).

W przypadku p-grup, w pracy [33] udowodniono, ze jezeli nalezy ona do klasy
R1, to p =2 lub p = 3. Ponadto pokazano ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.4 [33, stwierdzenie 3.3] Niech G bedzie nieabelowa p-grupa
rzedu p*(a > 3), majaca cykliczng normalna podgrupe indeksu p. Wowczas
G € Ry wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grupa rzedu 8, 27 lub 16 i w tym
ostatnim przypadku jest grupa o prezentacji (a,b | a® = b? = 1,bab = a***).

Okazuje sie (por. [32, stwierdzenie 4.1]), ze takze pewna nieskonczona ro-
dzina 2-grup ekstraspecjalnych ma te wiasnos¢.

Definicja 4.4 Grupa G, rzedu 2"*! nazywa sie ekstraspecjalna, jezeli jej
komutator [G,, G,| jest réwny jej centrum Z(G,), a G,,/Z(G,) ~ (Z)™.
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W przypadku grup skonczonych, nieabelowych, rozwiazalnych i nie bedacych
p-grupami, dotychczas udato sie podac pelna liste grup o powyzszej wtasnosci
tylko w klasie grup dihedralnych rzedu 2n (sa trzy) [33, stwierdzenie 5.1] oraz
w klasie nieabelowych grup C,, rzedu pq, gdzie p,q sa nieparzystymi licz-
bami pierwszymi. Jest tylko jedna réwna grupie C7 3 [33, stwierdzenie 5.2].
Tutaj C,, (zob. [12]), dla p, ¢ bedacych nieparzystymi liczbami pierwszymi,
oznacza nieabelowa grupe wystepujaca w krétkim ciagu doktadnym grup

1 =2y, — Cpq— Ly — 1.

Wszystkie powyzsze stwierdzenia sa konsekwencja miedzy innymi faktu z
teorii reprezentacji, ze dla p > 5 kazda Q-nieprzywiedlna reprezentacja p-
grupy skonczonej jest R-przywiedlna. Trzeba zaznaczy¢, ze pelna klasyfikacja
grup R jest daleka od zakonczenia. Znacznie by ja przyblizylo udowodnienie
ponizszej hipotezy, ktéra sprowadzilaby opis grup klasy R; do problemu z
teorii reprezentacji.

Hipoteza: Niech G bedzie dowolna grupq skonczona. Wowczas istnieje
grupa Bieberbacha I' o wtasnosciach:

1. G jest grupg holonomii grupy I,

2. reprezentacja holonomii hr w rozktadzie na sume reprezentacyi Q-
nieprzywiedInych nie ma sktadnikow izomorficznych.

Uwaga: Jest oczywiste, ze dla grup z klasy R, hipoteza jest prawdziwa.

Wykorzystujac komputer, dla prostych grup nieabelowych udowodniono ko-
lejne stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.5 [33, stwierdzenia 6.1, 6.2] Jezeli G = PSL(2,p), to G €
R1 wtedy i tylko wtedy, gdy p € {2,3,7}. Ponadto sporadyczna grupa prosta
Mathieu My, jest taka grupa.

Wykorzystujac podobne metody, w roku 2003 podano przyklad grupy Bieber-
bacha z trywialnym centrum i trywialna grupa automorfizméw zewnetrznych.
Jej wymiar to 146, a grupa holonomii jest grupa My [59]. Z twierdzenia 4.2
wynika, ze rozmaitos¢ ptaska wyznaczona przez te grupe nie ma zadnych
symetrii.

Cwiczenie 4.1 Uzasadni¢ konkluzje z przyktadu 4.1.

Cwiczenie 4.2 Udowodni¢ punkty 2 i 3 z lematu 4.2.
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Cwiczenie 4.3 Niech M bedzie rozmaitodcia, ptaska. Udowodnié, ze
Af fo(M) = (51",

gdzie by jest pierwsza liczba Bettiego rozmaitosci M.

Cwiczenie 4.4 Udowodnié, ze dowolna podgrupa skoriczona w GL(m,Q) jest
sprzezona z podgrupa macierzy catkowito liczbowych.

Cwiczenie 4.5 Niech I bedzie macierza jednostkows stopnia n. Udowodnié, ze
dla dowolnych macierzy A, B € GL(n, K), wyznacznik macierzy

(4 7)

jest réwny wyznacznikowi macierzy (I — AB). K oznacza dowolne ciato o charak-
terystyce zero.

Cwiczenie 4.6 Udowodni¢, ze centralizator Cqr,(n,z) (F) grupy skoriczonej F' C
GL(n,Z) jest skoficzenie generowany.

Cwiczenie 4.7 Niech f € Z[X] bedzie dowolnym wielomianem, ktérego ciato
rozkladu jest podcialem ciala Q((¢), gdzie ¢ jest pierwotnym pierwiastkiem z je-
dynki. Ponadto zatézmy, ze jego wyraz wolny jest réwny +1. Udowodnié, ze istnieje
macierz o wspélczynnikach catkowitych, ktérej wielomian charakterystyczny jest
rowny f.

Cwiczenie 4.8 Bazujac na przykladzie 4.2, opisa¢ dyfeomorfizmy Anosowa na

torusie.

Cwiczenie 4.9 Wzorujac sie na dowodzie twierdzenia 4.3, udowodni¢ twierdzenie
4.4.

Cwiczenie 4.10 Poda¢ dowody stwierdzenia 4.3 i 4.4.

Wskazéwka: Skorzystaé z orginalnej pracy [33].



5. Spin struktury i operator
Diraca

Niech C,, oznacza algebre Clifforda nad cialem liczb rzeczywistych. Jest to
taczna algebra z jedynka, generowana przez elementy

{61, €2,..., 6n}
spehiajace relacje
.9
Vi, e; = —1,
Vi,j, 62‘6]‘ = —6]‘62',

gdzie 1 < 1,5 < n. Z definicji Cy = R. Latwo zobaczy¢, ze C; = C i Cy = H,
gdzie H jest czterowymiarowa algebra kwaternionéw. Ponadto R™ C C,, i
dimrC,, = 2", gdzie R" oznacza n-wymiarowa przestrzen wektorowa o bazie
€1,€2,...,€En.

Zdefiniujmy nastepujace homomorfizmy (inwolucje) na C,, :

(1) * e €y .. €, €€ | ... e,

(11) " €; — —¢€;,

(iii) ~:aw (d)* a € C,.
Niech C? = {z € C,, | #’ = z}. Latwo zauwazy¢, ze

Va,b € Cy, (ab)" = b*a”.

Zdefiniujmy podzbiory algebry C,

Pin(n) = {v17y... 2, |2, € S" ' CR" C Cpyi=1,2,...0n},

Spin(n) = Pin(n) N CY.

Jest oczywiste, ze sa one grupami ze wzgledu na mnozenie. Ponadto zachodzi
ponizsze stwierdzenie.
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Stwierdzenie 5.1 Niech u € Spin(n),y € R". Odwzorowanie
An : Spin(n) — O(n),

dane wzorem
An(u)(y) = uyu”

jest ciqgtym epimorfizmem grup.

Dowéd: Niech u = wujuy...usy, € Spin(n), gdzie u; € S"! dla i =
1,2,...,2k i k € N. Pokazemy, ze odwzorowanie

An(u) : R" = R"

jest liniowa izometria. Z definicji mozemy zalozy¢, ze u € S"~' C R™. Niech
x1,To € R™. 7 definicji mamy

An(u)(azy) = al,(u)(xy)

An(u)(x1 + 22) = Ap(w) (1) + An(u)(x2).
7, drugiej strony,
| An(w)zy |]P= —(uzu®) (uziu*) = uriu® =
—u |z [P u" =] |7
W koticu, dla u,v € Spin(n),

An(uv) (1) = wvry(wv)* = u(vew™)u™ = A\ (u) (A (v)(z1)).

Nalezy jeszcze pokazac, ze A\, jest ,,na”. W tym celu pokazemy, ze poprzednio
juz rozwazane odwzorowanie

An(u) : R" — R"

jest odbiciem wzgledem hiperptaszczyzny prostopadlej do elementu . Istot-
nie, wiadomo, ze takie odbicie wyraza si¢ wzorem

u
|

x—x—2(x,u)
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Niech

r1 = tu+u,
gdzie (u,u'y =01t € R. Stad z powyzszego wzoru
tu+u — (tu+u') — 2(tu + v/, u)u — —tu + u'.
7, drugiej strony,
A(v)(z1) = uriu = —udu'™" = —udiu = Ty — 20U — UT U =

11 — (110 + ury)u = *x1 — 2(x1, uhyu = —tu + u'.

Poniewaz grupa ortogonalna O(n) jest generowana przez odbicia, wiec A,
jest epimorfizmem.

O

Podamy teraz przyklad 2-grupy ekstraspecjalnej .

Przyklad 5.1 [46] Rozpatrzmy podgrupe H C SO(n), macierzy diagonal-
nych, skladajacych sie tylko z +1, na gléwnej przekatnej. Okazuje sie, ze
grupa (\,)"Y(H) C Spin(n) jest 2-grupa ekstraspecjalna.

Zajmiemy sie teraz operatorem Diraca na ptaskich orientowalnych
spin-rozmaitosciach [26]. Beda nam potrzebne wiadomosci o wiazkach wek-
torowych. Niech F, X, F' beda przestrzeniami topologicznymi.

Definicja 5.1 Odwzorowanie p : £ — X nazywamy lokalnie trywialnym
rozwldknieniem (E,p, X, F'), z wléknem F| jezeli spelniony jest nastepujacy
warunek: Dla dowolnego zq € X istnieje otoczenie U(zp) C X i homeomor-
fizm

(I)U(xo) :p_l(U($0)) — U($0) X F,

taki ze diagram 5.1 jest przemienny. Odwzorowanie pri; oznacza rzutowanie
na pierwszy czynnik.

P (U0)) "25 Uao) x F

P\ /P
U(zo)
Diagram 5.1

*Korzystamy z ¢wiczenia 5.2.
tPoréwnaj definicje 4.4.
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Przykiad 5.2 1. Niech £ = X x FF'i p: E — X bedzie rzutowaniem.
Woéwcezas (E,p, X, F) jest lokalnie trywialnym rozwléknieniem.

2. Niech X = W" bedzie gtadka rozmaitoscia, £ = UzewnT,(W"), a
p: E — X dane wzorem p(w) = z,Vw € T,(W"). Tutaj T,(W") oznacza
przestrzen styczna do W" w punkcie z. Wéwezas (E, p, W™, R") jest lokalnie
trywialnym rozwitoknieniem z wioknem R™.

Dwa rozwléknienia, (E,p, X, F) i (E',p', X, F’), nazywamy réwnowaznymi,
jezeli istnieje homeomorfizm f : E — E’| taki ze diagram 5.2 jest prze-
mienny. Lokalne rozwléknienie (F, X, p, F') nazywamy trywialnym, jezeli
jest réwnowazne z rozwioknieniem (X x F, X, pr,F). Niech p : F — X
bedzie rozwidknieniem. Odwzorowanie s : X — FE nazywane jest jego prze-
krojem, jezeli ps = 1x. Gdy s jest zdefiniowane tylko lokalnie, na podzbiorze
otwartym bazy, wéwczas méwimy o lokalnym przekroju.

E L F

PN\ 7
X

Diagram 5.2

Wprowadzimy jeszcze wazne pojecie rozwidknienie indukowanego. Niech
f Y — X bedzie funkcja ciagla. Zdefiniujmy przestrzen topologiczna

ffE={(y,e) €Y x E: f(y) =ple)}.

Stad rzutowanie na pierwsza wspotrzedna p* okresla tak zwane rozwitdéknienie
indukowane
p i ffE—Y.

Definicja 5.2 Niech G bedzie grupa topologiczna. Czwérke (P, m, X, G)
nazywamy G-wiazka glowna, jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

1. P jest przestrzenia topologiczna z wolnym, prawostronnym dzialaniem
grupy G.

2. m: P — X jest ciagla surjekcja i m(p1) = m(p2) wtedy i tylko wtedy,
gdy dg € G, takie ze p1g = po.

3. Dla dowolnego = € X istnieje jego otoczenie U C X i odwzorowanie
Oy Y U) — U x G, takie ze

Dy (p) = (7(p), du(p))-
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Ponadto ¢y : 7 1(U) — G spelia warunek

ou(pg) = ou(p)g.

Uwaga: 1. Analogiczna definicje mozna sformutowaé¢ dla lewostronnego,
wolnego dzialania grupy G na przestrzeni P.

2. Kazda G-wiazka gléwna jest lokalnie trywialnym rozwitdknieniem z
wldéknem F' = G.

3. Jezeli (E,p, X, Q) jest G-wiazka gtéwna i f : Y — X ciagtym odwzo-
rowaniem, to (f*F,p*,Y,G) jest wiazka gtéwna.

Definicja 5.3 Niech (E,p, X, G) i (Eq, p1, X, G) beda G-wiazkami gléwnymi
o tej samej bazie X. Mdéwimy, ze sa one izomorficzne, jezeli istnieje home-
omorfizm f : F — FEj i spelnione sa nastepujace warunki:

1. Diagram 5.3 jest przemienny.

2.Vee E,g€ G, f(eg) = f(e)g.

E L B

P\ p
X

Diagram 5.3

Whprost z definicji mamy kolejne stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.2 Jezeli G-wiazka gldwna (E,p, X, G) ma przekréj, to jest
izomorficzna z trywialng G-wiazka gtéwng (E x G,pr, X, G).

Przyklad 5.3 Niech G bedzie grupa Liego, a H — jej domknieta podgrupa.
Niech p : G — G/H bedzie naturalnym rzutowaniem. Wéwczas

(G.p,G/H, H)

jest H-wiazka glowna.
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Przykiad 5.4 Niech
X=8=CP!

E = 53 = {(2’1,22) c C2 || 21 |2 + | 29 |2: 1}

Zdefiniujmy
p: S — CP!

wzorem p(21, z2) = [21 : 22], a dzialania S na S3

(21, 22)2 = (212, 222),
(21,22)2z = (21271, 2027 1), V21,2 € C* 2 € C.

W konsekwencji, mozemy okredli¢ dwie S'-wiazki gtéwne

¢1 = (Sg7p7 CP1751)

wQ = (53>p7 Cpl’sl)’

rézniace sie powyzszymi dzialaniami S! na S®. Mozna pokazaé, ze nie sa one
izomorficzne. 1, jest nazywana wiazka Hopfa.

Rozpatrzymy teraz kluczowy dla wprowadzenie operatora Diraca przykiad
wiazki gtownej.

Przyklad 5.5 Niech M" bedzie gladka rozmaitos¢ wymiaru n. Dla kazdego
x € M", niech

L,(M") = {(v1,ve,...,0,) € Tp(M") | det(vy,vq,...,v,) # 0}.

Niech
L(Mn) = Ugemn Ly (Mn)

Zdefiniujmy prawe dzialanie GL(n,R) na L(M") jako mnozenie macierzy.
W konsekwencji otrzymalismy G L(n,R)-wiazke gtéwna

(L(M™), p, M™, GL(n,R)).
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Mozemy powyzsza wiazke rozpatrywaé¢ nad grupa ortogonalna. Opiszmy
formalnie taka redukcje. Niech (P, 7, X, &) bedzie G-wiazka gtéwna, a A :
G1 — G — ciagtym homomorfizmem grup. G;-wiazke gléwna (Q, 7w, X, Gy)
nazywamy A-rozszerzeniem wiazki (P, m, X, G), jezeli istnieje odwzorowanie
f : Q — P, takie ze diagram 5.4 jest przemienny i dodatkowo f(qg1) =
f(@)A(g1),Vq € Q, 91 € G1.

ol p
Tl /7
X

Diagram 5.4

Definicja 5.4 Niech W" bedzie orientowalna, zwarta rozmaitoscia wymiaru
n. Spin-struktura na W" oznacza mozliwo$é¢ \,-rozszerzenia, SO(n)-wiazki
stycznej do Spin(n)-wiazki.

Uwaga: Jest to rownowazne zerowaniu sie drugiej klasy charakterystycznej
Stiefela-Whitneya, wy € H* (W™, Zy) 26, s. 40].

Przyklad 5.6 Poniewaz wiazka styczna dowolnej 3-rozmaitosci orientowal-
nej i zwartej W? jest trywialna (zob. [40]), wiec W? ma spin-strukture.

Oméwimy teraz spin-struktury na orientowalnych, plaskich rozmaitosciach.
Niech M™ bedzie taka rozmaitoscia wymiaru n. Oznaczmy przez I' C E(n)
jej grupe podstawowa. Nastepnie rozpatrzmy wiazke gléwna

(L(R™),p,R™, SO(n)).
Jest oczywiste, ze istnieje \,-rozszerzenie tej wiazki do
(R™ x Spin(n),p,R", Spin(n)).

ZdefiniowaliSmy w ten sposob spin-strukture na rozmaitosci R™. Poniewaz
jest to przestrzen jednospdjna, wiec jest ona jedyna (zob. [26]). Dzialanie
grupy izometrii I' na przestrzeni R™ mozemy ,,;rozszerzy¢” do dzialania na
przestrzni L(R") = R™ x SO(n). Niech v € I i (z,v) € R" x SO(n). Defi-
niujemy

v(z,v) = (ya,pr(y)v).
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Tutaj pr(y) oznacza czesé liniowa (pochodna) izometrii. Mamy L(M") =
(R"x SO(n))/T". Z elementarnej teorii nakry¢ kazda izometria v € I' ma dwa
,,podniesienia” ¥, takie ze diagram 5.5 jest przemienny.

R™ x Spin(n) s R™ x Spin(n)

1 (id % An) | (id % An)

R" x SO(n) LN R" x SO(n).
Diagram 5.5

W ten sposdb otrzymalismy ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.3 Istnieje wzajemna odpowiedniosé pomiedzy spin-struktu-
rami na rozmaitosci M™ a dzialaniami o grupy T’ na przestrzeni R™ x Spin(n),
spetniajgcymi warunek
vyel, a(y)e{y*}
Dowdéd: Wynika z definicji (por. [26, s. 43]).
OJ

Niech a bedzie przyporzadkowaniem z ostatniego stwierdzenia. Zauwazmy,
ze v* wyznacza element A% € A\ (pr(v)), taki ze

V(z,s) € R" x Spin(n),v*(z,s) = (yx, A%s).

Whiosek [42, stwierdzenie 3.2]: M™ ma spin-strukture wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje homomorfizm € : I' — Spin(n), taki Ze Aye =V | .
([

Poniewaz, dla n > 3, ker\,, = Z,, wiec kazda rozmaitos¢ plaska z grupa
holonomii G rzedu nieparzystego ma spin-strukture. Wynika to z faktu, ze
dowolny krétki ciag doktadny grup skonczonych

0—Zy—H—-G—0

jest rozszczepialny.

W dalszym ciagu zmierzamy w kierunku zdefiniowania operatora Diraca.
Niech C¢ = C,, ® C oznacza kompleksyfikacje algebry Clifforda C,,. Zdefi-
niujmy przestrzen zespolonych n-spinoréw ¥, jako przestrzen liniowa CK,
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wymiaru zespolonego K = 23!, czesto nazywana nieprzywiedlna reprezen-
tacja algebry CC (zob. [26, s. 13, 20]).

Niech Y3 = ¥y, = OF = M,(C). Baze tej ostatniej algebry zespolonej
tworzy macierz jednostkowa [ wraz z macierzami

t 0 0 1 0 —

Zauwazmy, ze [26, s. 13] jezeli n = 2k, to

CS:MQ(C)®®M2(C) :End((C2®®(C2) :End(En)

-

Vo
k razy k razy

Niech j oznacza liczbe naturalna. Potézmy

‘ 1, jesli j jest nieparzyste,
a(j) = o
2, jesli j jest parzyste.

Niech u =u1 ® - - @ uy € Xy, a €1,...,€, 0znacza baze (CS. Wéwezas

eju=I® @I gaj) TR R T)(u),

[%] razy

dla j < n. To definiuje na X, strukture CS-modutu.
Natomiast w sytuacji, gdy n = 2k + 1,

CC={My(C)® - @ My(C)} & {M5(C)® - -- @ My(C)} =
= End(%,)® End(%,).
Dla j < 2k,

ejt = (I® - RIga(@T @ -+ - @T)(u), [& - RIDGa(y@T @ --- @ T)(u)).

j—1
5=

155

| razy 5] razy

Wreszcie
et = (M@ T(u),—iT® - T (u)).

Poprzez rzutowanie End(X%,,)® End(X,) — End(X,) na pierwszy czynnik,
definiuje sie strukture C¢ modutu na ¥, w przypadku n nieparzystego.
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Niech M™ = R"/I" bedzie plaska orientowalna rozmaitoscia ze spin-
struktura € : I' — Spin(n). Rozwazmy trywialna wiazke spinoréw
(XR" =R" x X, m, R", 3,)
oraz wigzke spinorow na rozmaitosci M"
EM™ T, M 5.
Tutaj XM™ = XR" /T, gdzie I' dziala na ¥R™ nastepujaco
V(z,0) € XR",v € I',y(x,0) = (yx,e(y)0).
Przez spinory na rozmaitosci M"™ bedziemy rozumieli odwzorowania
v:R" — X,
spehiajace warunek

() T=e()To(y) Vel

Koneksja Levi-Civita na wiazce L(M") ,,podnosi sie” do wiazki ¥ M™ i indu-
kuje pochodna kowariantna V. Ponadto zanuzenie R* C C,, C C¢ i opisana
powyzej struktura ¥, jako CS-modutu definiuja mnozenie Clifforda

p ToLM" @ X,M" — XM,

gdzie p € M™ (zob. [26, s. 21] 1 [6, s. 19]).
Operator Diraca okreslamy lokalnie, w bazie ortonormalnej ey, es, ..., ¢, €
T, M, wzorem
(DW)(p) = p(Xis e © Ve, ),
gdzie p e M", U € ¥, M".
Jezeli przez T'(S) oznaczymy przekroje wiazki spinoréw na rozmaitosci

M™ a przez I'(T'® S) — przekroje produktu tensorowego wiazki stycznej z
wiazka S, to (zob. [26, s. 68])

D=poV:I'(S) -T(T®S)—T(9).

Tutaj p jest mnozZeniem Clifforda.



74 Rozdzial 5

Formalnie jest to samosprzezony operator eliptyczny pierwszego rzedu *.
Z ogolnej teori operatoréw eliptycznych [6, s. 19], dla rozmaitosci zwartych,
wynika, ze spectrum operatora Diraca jest dyskretne oraz spetlnia asympto-
tyczna formute Weyla
N(N) 2Bz 1pol(M™)

l> —00 = n ?
A= T ) 5T(2 + 1)

gdzie N(\) oznacza liczbe wartosci whasnych o module < A. Stad szereg
n(s) = sign(A) | X
A£0

jest zbiezny dla s € C, jezeli czesé rzeczywista s jest dostatecznie duza.
Mozna pokazaé, ze funkcja 7(s) rozszerza sie do funkcji meromorficznej na
calej ptaszczyznie zespolonej i nie ma bieguna w zerze.

Definicja 5.5 n-niezmiennikiem operatora Diraca D nazywamy liczbe 1(0).

T Niech T" = R"/Z" oznacza plaski torus. Spin-struktury na 7™ sa zdefi-
niowane przez homomorfizmy € : Z" — {+1} C Spin(n). Oznaczmy przez
at,al, ..., a’ baze grupy (Z")* = Hom(Z",7Z). Polézmy

Niech b € (Z™)* + a., a zbiér

{07 j=1,2,3,...,2151}
bedzie standardowa baza przestrzeni zespolonej %,,. Mozna udowodnic¢ (zob.
[25, s. 61, twierdzenie 1]), ze spinory ¥ : R® — 3,, dane wzorem

T — e27rz<b,z>o.j7

sa spinorami wlasnymi operatora D?. Oznaczmy jako Ey(D?) przestrzen ge-
nerowana przez spinory . Z definicji

D(®) = 2rib- D,

*Wiecej o historii oraz motywach zdefiniowania operatora Diraca mozna sie dowiedzieé¢
ze wstepu do ksiazki T. Friedricha [26]. Zainteresowanym bardziej szczegblowa teoria
operatoréw Diraca polecamy monografie N. Berline, E. Getzler i M. Vergne [7].

fWiekszoéé dalszego materiatu pochodzi z pracy [42].
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gdzie ® € E,(D?). Niech
Ey(D) = {V € E,(D?) | DU = £27 | b | U}.

Stad Ey(D?) = Eu (D) & E,_ (D). Zdefiniujmy operator F* : Ey(D?) —
Eys (D) wzorem

1
21 | b |

DU = (142 )w.

FE(T) = (1+ 0

Poniewaz F'* jest surjekcja, wiec spinory

. . b
), =Fr0) = (1+ zm)\pg
generuja przestrzen Ly (D), gdzie j = 1,2,...,25]. W praypadku b = 0 €
(Z™)* 4 ac, Ey(D) = %,. Dla b # 0 mamy izomorfizm Ey (D) ~ E, (D).
Oznaczmy przez ¢ € R"™ wektor prostopadly do b o normie jeden. Niech
M. : Ey(D?) — E,(D?) bedzie mnozeniem Clifforda przez c. 7 definicji
M.D® = —DM_®, dla ® € Ey(D?). Stad M, : Epy — Ey_i (M,)? =id. W
konsekwencji jest to izomorfizm i dim(E,.) = 32031,

Przejdzmy teraz do przypadku ogoélnego. Niech I' bedzie grupa pod-
stawowa, orientowalnej rozmaitosci ptaskiej M", ze spin-struktura € : ' —
Spin(n). Jak dobrze wiemy, M"™ ma skoriczone nakrycie T" = R" /Z", gdzie
Z" C T jest maksymalna. W zwiazku z warunkiem (x) z poprzedniego
wyktadu, potézmy

Ad = e(y)P oyt

gdzie A jest czedcia liniowa v € I', a & — spinorem na 7T™. Niezmiennicze,
ze wzgledu na grupe holonomii, spinory torusa opisuja spinory rozmaitosci
ptaskiej M"™ = R"/T.

Lemat 5.1 [42, lemat 4.1] Niech A bedzie czescia liniowaq izometrii v =
(A a) € I'. Wowczas dla b# 0 mamy

] —271 a Ab ]
A(I)ljj:t = e 2mi<Ab, >(1 + W)(6(7>\I[f4b)

Dowdd: Dla z € R™ mamy

(\Illj) o 7—1)(3:) _ e2m’<b,A*1(m—a)>aj



76 Rozdzial 5

_ e—27ri<Ab,a> ‘I’Qb(x)-

7 definicji

. . B ] b . B
AD] = e(y)Pi o L=¢e(y)(1 :I:zm)\lll’)oy 1

1 :
= (1 rpe()be() ) 07
Poniewaz, z definicji spin-struktury, ztozenie homomorfizméw e jest rzuto-
waniem na pierwsza wspolrzedna, wiec

e(1)be(7) ™" = (Mie(7)) () = A(D).
Ponadto | b |=| Ab]| i stad
j Ab —2mi a j
ACDIJ):I: = (1 + W)(E(’y)e 2mi<Ab, >\I]f4b)'

O

Mozemy napisaé A®], = F*(e=2mi<Abe>¢(1)T7 ). Stad, dla wszystkich ® €
Eyr (D), mamy AP € Eqpe (D). Niech H oznacza grupe I'/Z". Wiemy, ze
jest to grupa holonomii rozmaitosci M™ i jest ona izomorficzna z podgrupa

SO(n).
Stwierdzenie 5.4 [42, twierdzenie 4.2] Niech b # 0, #H = #(HD) i
V = @acuEa(D?).

Wowczas wymiar podprzestrzeni K, D-spinorow wtasnych rozmaitosci M™
wzgledem wartosci wtasnych +2m | b |, jest réwny %2[%1.
Dowéd: Zalozenie k = #H = #(Hb) oznacza, ze grupa H dziala na

wszystkie rézne, gdzie A; € H. Stad przestrzenie E4 ,(D?) sa wzajemnie
ortogonalne i
V* = ®aenEas (D).

Reprezentacja holonomii wyznacza reprezentacje

p=: H— GL(VF).
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Oznaczmy jej charakter przez x*. Z lematu 5.1 oraz z zalozenia, ze przestrzen
liniowa V* zawiera wektory wlasne, wartosci wlasnych 427 | b |, wynika, ze
XT(A) = tr(pt(A)) = 0 dla I # A € H. Podprzestrzen K, D spinoréw
wlasnych jest réwna podprzestrzeni (V). Stad

dimK =< x*, 1 >= z¥acux*(A) == ix*(id) = pdim(VF) = ¢-5-k- 2060,

Whiosek [42, wniosek 4.3]: Jezeli dziatanie grupy holonomii na zbiorze
(Z")* + a. jest wolne, to spectrum operatora Diraca na rozmaitosci M™ jest
symetryczne.

O

Wiadomo, ze n-niezmiennik operatora eliptycznego mierzy symetrycznoscé
jego spektrum. Stad dla operatora o symetrycznym spektrum n-niezmiennik
jest rowny zero. Doktadne wyliczenia n-niezmiennika dla rozmaitosci ptaskich
wymiaru trzy mozna znalezé w pracy [42].

Cwiczenie 5.1 Udowodnié, ze dla kazdego z € R", zz = — || z || i stad 27! =
- _ X
[l=[[* " [l]

Eh

Cwiczenie 5.2 Niech y € R" C C,, i 2 € Pin(n). Udowodni¢, ze element zyz* €
R™.

Cwiczenie 5.3 Niech z, y € R" C C),. Udowodnié, ze prawdziwy jest wzor
1, _
{@,y) = 5@y +yz).

Cwiczenie 5.4 Udowodnié, ze dla n > 3 grupa Spin(n) jest jednospdjna, a A,
jest nakryciem.

Cwiczenie 5.5 Poda¢ przyklad nieizomorficznych wiazek gléwnych, ktére sa izo-
morficzne jako rozwiéknienia (rozpatrzyé¢ ostatni przyklad).

Cwiczenie 5.6 Udowodnié¢ stwierdzenie 5.2.

Cwiczenie 5.7 Udowodnié, ze rozmaitosci ptaskie zdefiniowane przez grupy Han-
tzsche-Wendta nie maja spin-struktury.
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Cwiczenie 5.8 Uzupehié¢ dowdd stwierdzenia 5.3.

Cwiczenie 5.9 Znale#¢ i opisa¢ wszystkie spin-struktury na torusie.
W szczegdlnosci udowodnié, ze spin-struktury na torusie 7" mozna interpretowaé
jako zbiory ciagdéw (ds,, iy, - -, 6, ), gdzie §;; € {0,1} dla j =1,2,...,n.

Cwiczenie 5.10 Opisa¢ izomorfizm CS 7z My(C). W szczegdlnodci pokazaé, ze
macierze I, g1, ge, T stanowia baze algebry zespolonej Ms(C).

Cwiczenie 5.11 Pokazaé, ze spinory \I'g sq spinorami wlasnymi operatora D?
(por. [25]).

Cwiczenie 5.12 Udowodnié, ze odwzorowanie M, jest izomorfizmem.

Cwiczenie 5.13 Obliczy¢ n-niezmiennik operatora Diraca tréjwymiarowych, orien-
towalnych rozmaitosci ptaskich (zob. [42, twierdzenie 5.6]).



6. Plaskie rozmaitosci
ze struktura zespolona

W tej czesci zajmiemy sie klasyfikacja ptaskich rozmaitosci ze struktura ze-
spolona wymiaru szes¢. Zalézmy, ze n jest dodatnia liczba parzysta, a [' —
n-wymiarowa, beztorsyjna grupa krystalograficzna z grupa holonomii G.

Definicja 6.1 Reprezentacja holonomii ® : G — GL(n,Z) jest wlasciwie
zespolona, jezeli istnieje macierz A € GL(n,R), taka ze

Vg e G, Ad(g)A" € GL(%,(C).

Stwierdzenie 6.1 [36, twierdzenie 3.1] Ponizsze warunki sq réwnowazne:
(i) T jest grupa podstawowaq ptaskiej rozmaitosci Kdhlera.
(i1) Reprezentacja holonomii grupy I' jest wlasciwie zespolona.

(iii) T jest dyskretna i kozwartq podgrupa grupy U(%) x Cz.

Stwierdzenie 6.2 [36] Niech h : G — GL(m,R) bedzie wierna reprezen-
tacjg. Jest ona witasciwie zespolona wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba
parzystq i jej kazdy R-nieprzywiediny sktadnik, ktory jest absolutnie nieprzy-
wiedlny, wystepuje z parzysta wielokrotnosciq.

Dowdéd: Niech W bedzie lewym R[G]-modulem zdefiniowanym przez repre-
zentacje h, rozkladajacym sie na sume prosta, W =V, @ Vo @ --- @V}, R[G]-
moduléw nieprzywiedlnych V;,i = 1,2,... k. Z twierdzenia o postaci R[G]-
nieprzywiedlnego modutu V' (zob. [22, twierdzenie 73.9]) wynika, ze moze
on by¢ nieprzywiedlny na trzy rézne sposoby. Co oznacza, ze Endgia)y(V) =
R, C, H, odpowiednio. Stad mamy rozktad W = Wx ® W @ Wy na sktadniki
,,absolutnie nieprzywiedlne”, ,,zespolone” i , kwaternionowe”. Zalézmy, ze
R[G]-modut jest wlasciwie zespolony. Stad otrzymujemy parzystos¢ liczby m
i przestrzen

Endgic)(Wr) ~ M(n,R)

jest takze wlasciwie zespolona wymiaru n?, dla pewnej parzystej liczby natu-
ralnej n. Latwo mozna zobaczy¢, ze n jest liczba absolutnie nieprzywiedlnych
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sktadnikéw w powyzszym rozktadzie modutu W. To dowodzi koniecznosci
naszego warunku. 7 drugiej strony, V ® C jest C[G]-nieprzywiedlny, jest
suma prosta dwéch modutéw zespolono-sprzezonych (przypadek ,,zespolony” )
i jest suma prosta dwéch nieprzywiedlnych moduléw (przypadek , kwater-
nionowy” ). Dwa ostatnie przypadki sa wlasciwie zespolone w sposéb oczywi-
sty. Natomiast z naszego zalozenia, o parzystej liczbie sktadnikow absolutnie
nieprzywiedlnych, otrzymujemy, ze mozna na niej zadaé¢ zadana strukture,
utozsamiajac V &V z V ® C.

O

W ostatnich 20 latach, po rozwiazaniu przez S. T. Yau hipotezy E. Calabiego,
bardzo wzrosto znaczenie rozmaitosci zespolonych. Jedna z najwazniejszych
klas takich rozmaitosci sa rozmaitosci Calabi-Yau. Definiujemy je jako Kéhle-
rowskie o plaskiej metryce Ricciego (zob. [53]) *. W sytuacji rozmaitosci
plaskich, warunek o posiadaniu plaskiej metryki Ricciego jest zawsze spelniony.
Jednakze w tym przypadku obraz reprezentacji holonomii nie zawsze jest za-
warty w grupie SU(n) [8, stwierdzenie 10.29].

W tabeli 6.1 podana jest lista wszystkich grup podstawowych, plaskich
rozmaitodci ze struktura zespolona wymiaru szes¢. Wykorzystano w niej
klasyfikacje grup Bieberbacha uzyskana w programie CARAT [18]. Bardzie;j
dokladne oméwienie tabeli mozna znalezé w pracy [53].

*Istnieja takze inne definicje rozmaitosci Calabi-Yau. W monografii [37, s. 123] jest
podanych pieé¢ nieréwnowaznych definicji.
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Grupa holonomii

Liczba grup

Oznaczenia w CARAT i liczba Bettiego 31

Ly

5

01 =2,174.1.1, 174.1.2
61 =4,173.1.1, 173.1.2, 173.1.3,

Zs 4 B =2, 291.1.1, 291.1.2,
B =4, 311.1.1, 311.1.2,

Za 92 31 =2, 201.1.1, 202.1.2, 225.1.1,, 225.1.10, 225.1.11,
995.1.12 (2 grupy), 225.1.13, 225.1.2, 225.1.3,
225.1.4 (2 grupy), 225.1.5, 225.1.6 (2 grupy),
225.1.7 (2 grupy), 225.1.8 (2 grupy), 225.1.9,
B = 4, 219.1.1, 219.1.2

Zs 2 B =2, 626.1.1, 626,1,2

Ze 14 B, =2, 1611.1.1, 318.1.1, 318.1.2, 318.1.3, 318.1.5,
319.1.1, 319.1.2, 319.1.3, 319.1.5, 404.1.1,
404.1.2, 404.1.3, 404.1.4
B = 4, 1694.1.1

Zs 1 B = 2, 468.1.1

Z1o 1 By =2, 7093.1.1

Z1s 6 B =2, 359.1.1, 359.1.3, 359.1.4,
361.1.1, 361.1.2, 554.1.1

Zo X T 33 f1 = 0, 185.1 (4 grupy),
B1 = 2, 186.1 (29 grup)

Zio X 7y 45 B1 = 2,257.1 (19 grup), 1135.1 (26 grup)

73 X 73 13 81 = 2, 405.1.1 (5 grup), 405.1.2 (3 grupy),
405.1.3 (3 grupy), 405.1.4, 405.1.5

Zg X 7o 7 B1 = 2, 1732.1 (5 grup), 2701.1 (2 grupy)

Zy X Ly 8 ﬁl = 2, 1264.1 (8 grup)

Zg X 73 6 fB1 = 2,2719.1 (2 grupy), 2720.1 (4 grupy)

Zg X Ly 4 B1 = 2,1920.1 (4 grupy)

Zﬁ X ZG 1 ﬂl = 2, 2752.1

Da 1 B =0,207.1.1

Tabela 6.1




Dodatek. Alternatywny dowod
twierdzenia Bieberbacha

Przedstawiamy tutaj drugi dowdd pierwszego twierdzenia Bieberbacha (twier-
dzenie 1.1) oparty na ideach M. Gromowa i pochodzacy z pracy [14]. Niech I'
bedzie grupa krystalograficzna wymiaru n. Mamy udowodni¢, ze jej podgrupa
translacji zawiera n liniowo niezaleznych elementéw.

Niech A € O(n). Definiujemy
m(A) =max{| Az —z | /| x| |[x € R"\ {0}}.
Zauwazmy, ze zawsze mamy | Ax — z |[< m(A) | z |, dla z € R™. Ponadto
zbidr
(i) Ea={zeR"[| Az —z[=m(A) |z [}

jest nietrywialna A-niezmiennicza podprzestrzenia liniowa. Wynika to z tzw.
warunku rownolegtoboku i ciagu roéwnosci

2m*(A)(|x P+ |y ) =2( Av—z " + | Ay—y |*) = Alw+y)—(z+y) | +

+ | Alw—y)—(z—y) P<m*(A)(| 2y [P + [ 2=y [7) = 2m*(A)( 2 [* + [ y "),

gdzie x,y € E4. Niech E bedzie A-ortogonalnym dopemieniem przestrzeni
E 4. Definiujemy

(1)  m*(A) =maz{|ax —x | /|2 ||z € Bx\ {0},
jezeli E4 # 0,1 mt(A) =0 w przeciwnym wypadku. Stad
(i43)  m*(A) < m(A),
jezeli A # id. Niech x = 2% + z+ € E, @ E. Wéwcezas

() | A® —a® [=m(A) | 2" || Az® — ot [<mH(A) [ ]
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Na zakoniczenie tych elementarnych obserwacji zauwazmy jeszcze, ze VA, B €
O(n) zachodzi
m([A, B) < 2m(A)ym(B).

Istotnie, mamy ciag réwnosci
[A, B] —id = (A —id)(B — id) — (B —id)(A —id) A~ B™".
Poniewaz | A7'B~'x |=| x|, wiec
| [A; Blz — 2 |[<m(A)m(B) | x | +m(B)m(A) | |,

dla dowolnego x € R".

Lemat A (tzw. maly Bieberbach) Dia dowolnego elementuu € R™, o dlugosci
jeden, i dla dowolnych liczb dodatnich €, d, istnieje element = (B,b) € T,
taki Ze b #0, Z(u,b) <d, m(B)<e.
Dowdéd: Z definicji grupy I' wynika, ze istnieje stala d oraz ciag jej elementow
Ok, speliajacy, dla dowolnej liczby naturalnej k, nieréwnosé
| b, — ku |< d.
Ponadto | by |— 00, Z(u,bg) — 0 (k — 00). Poniewaz O(n) jest zwarta,
wiec istnieje podciag, taki ze dla ¢ < j zachodzi
)
m(B;B ) <€ L(ub) <9/2, |bi|< b
W konsekwencji element (3,3, ! ma zadane wiasnosci.
OJ
Lemat B Jezeli o« = (A,a) € T i m(A) < 1, to « jest translacja.
Dowéd: Wybierzmy element o« = (A,a) € I, speliajacy zalozenia i z

m(A) # 0. Z dyskretnosci grupy I' mozemy go wybraé tak, aby liczba | a |
byta minimalna. Z lematu A, dla u € E4, mamy element 5 = (B, b), taki ze

(x) D#0, [b"[<[0"], m(B)Sé(m(A)—mL(A)-

Posréd nich wybierzmy znowu taki, Ze | b | jest minimalne, ale rézne od zera.
Oczywiscie | a |<| b |, jezeli [ nie jest translacja *. Niech = [a, 3]. Z
obserwacji przed lematem A mamy

m(B) = m([A, B]) < 2m(A)m(B) < m(B)

*m(A) # 0.



84 Dodatek

i ponadto .
(k%) b= (A —id)b" + (A —id)b" +r,

gdzie )
r = (id — B)b+ A(id — B)A™"a.

Jezeli 3 jest translacja, to B = id = B ir = 0. Jak juz stwierdzili$my,
z wyboru «, w sytuacji gdy [ nie jest translacja, mamy nieréwnosé

[al<[0].

Stad .
|7 |< (m(B) +m(B)) | b|< 2m(B) | b|< 4m(B) | b" | .

W obydwu przypadkach mamy
1
(exx) [ r]< (m(A) =mH(A)) |67 ]

Z definicji i wzoru (**) mamy réwnanie

bE — (A —id)b® — rP = (A —id)b*™ +rt — bt = 0.

Stad, wykorzystujac (*) ortogonalnoéé wektoréw % i v+ mamy
[ bL < mt(A) |6 |+ et [<mt(A) [ 67 ] + | ]

W konsekwencji, wykorzystujac (x x *), otrzymujemy nieréwnosé

[ B < Sm(A) +m*(4)) |17 ]

7, drugiej strony,

| b8 |=| (A —id)b® +7F |> m(A) | VT | — | rF |>

> m(A) |17 | 5 (m(A) — m*(4)) | 1 |=
= S (m(A) +m*(4)) |17

Wykorzystalismy tutaj nieréwnosci (x * %) i

ety =z =Tyl
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Podsumowujac, widzimy, ze ( takze spelia warunek (%) 1 wobec
- 1
[B1<m(A) [b]+[r[<m(A)+ 5 (m(A) —m(A) [ 7 <] b]

otrzymalismy sprzecznosc.
OJ
7 lematu A wynika, ze istnieje n elementéw grupy I', ktorych translacje sa

liniowo niezalezne, a obroty maja norme mniejsza od % Na podstawie lematu
B skonstruowaliSmy w naszej grupie n liniowo niezaleznych translacji.

O
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