Powtoérka z trygonometrii

1 Miara kata

Katem nazywamy obszar pomiedzy dwiema potprostymi wychodzacymi
ze wspolnego wierzchotka (patrz Rysunek 1). Potrzeba mierzenia katéw (czyli
przypisania im pewnej liczby w zaleznosci od ich rozwartosci) wynika niewat-
pliwie ze wzgledéw praktycznych i zaprzatata gtowe inzynierom juz w czasach
starozytnosci. Obecnie najczesciej uzywana miarg kata sa stopnie, gdzie kat
prosty sktada sie z 90 stopni, natomiast cztery katy proste sktadaja sie na
kat pelny (odpowiadajacy calej plaszczyznie), ktérego miara wynosi, rzecz
jasna, 360 stopni. Warto wiedzie¢, iz miara ta pochodzi z Babilonii, a liczba
360 zostata wybrana jako podzielna przez 60'.

W matematyce teoretycznej i w fizyce postugujemy si¢ zazwyczaj inng
miarg kata, zwana radianami. Okazuje sie ona by¢ nieco wygodniejsza w
pewnych zastosowaniach; na przyktad wtedy, gdy rozpatrujemy zagadnienie
ruchu po okregu?. Miare kata przedstawionego na Rysunku 2 definiuje sie

wedtug wzoru
L
o= —.
R

Innymi stowy, miara kata jest réwna proporcji dtugosci tuku kata, do pro-

mienia tego tuku. Na przyktad, przypomnijmy sobie, ze dtugos¢ okregu o

!Tak jak my postugujemy sie najczesciej systemem dziesietnym, tak Babilohczycy po-
stugiwali si¢ systemem szeddziesiatkowym. Mozna powiedzie¢, ze w spadku po tej kulturze
nadal postugujemy sie miarg czasu, jednej godzinie odpowiada 60 minut, a jednej minucie
60 sekund.

2Na przyklad, kat pelny ma miare 27, co odpowiada drodze pokonanej przez ciato po
obiegnieciu calego okregu o promieniu réwnym 1.
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promieniu R wynosi 2w R. Natomiast kat prosty dzieli ptaszczyzne na czte-
ry rowne kawaltki, w zwiazku z czym dlugosé jego tuku bedzie réwna 1/4
’ . _ 1 T . .
dtugosci okregu. Stad, mamy L = ;27 R = T R. Zatem otrzymujemy:
(7/2)R =

Miara kata [90°] = 7

Stad widzimy, ze miara kata pelnego wynosi 27 (gdyz sa to 4 katy proste), a
miara kata potpelnego jest rowna 7.

Problem 1.1. Oblicz ile wynoszqg miary kgtow 30°, 60° ¢ 270°. PodpowiedzZ:
Trzy katy o mierze 30° daja kat prosty.

W typowych zadaniach matematycznych spotykamy sie z katami, ktore
wzawieraja”’ w sobie liczbe 7. Jest tak dlatego, ze funkcje trygonometryczne
(sinus, cosinus, itp.) mozna ,na palcach” policzyé¢ tylko dla wielokrotnosci
kata 30°. Nic dziwnego, ze inzynierowie, w przeciwienstwie do matematykow
i fizykow, preferujg uzywanie stopni zamiast radianéw. Niemniej jednak, jest
sensowne moéwic o katach, ktorych miara w radianach nie zawiera liczby 7, i

o tym stanowi kolejny problem.

Problem 1.2. Rozwazmy kqt, ktorego miara w radianach wynosi 1. Czy jest
on wiekszy, czy mniejszy od kgtéw o miarach: 30°,60° 7 90°? Odpowiedzi

udziel bez uzywania kalkulatora. Sprobuj naszkicowaé wszystkie cztery katy.

Rysunek 1: Kat pomiedzy dwiema poétprostymi
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Rysunek 2: Kat z zaznaczona dtugoscia tuku (L) i promieniem tego tuku (R)

Problem 1.3. Uzyj kalkulatora lub komputera by przeliczyé na stopnie miare
kata, o ktérym mowa w poprzednim problemie (pamictaj, Ze komputer podaje

tylko warto$é przyblizong).

Ponizszy wzor pozwala przeliczy¢ katy o miarach podanych w radianach
afrad], na miary podane w stopniach «/[st]:
360°
21
Problem 1.4. SprawdZ czy powyiszy wzor dziala dla kqetow rozwazanych w

afst] = afrad] -

poprzednich problemach. W szczegélnosci, czy zgadza sie on z komputerowym

przyblizeniem dla kgta o mierze 1 radianow.
Problem 1.5. Uzasadnij powyzszy wzor.

W dalszej czesci tego tekstu bedziemy sie postugiwaé tylko i wytacznie
miarami katéw wyrazonymi w radianach. Dlatego osoby, ktore czuja sie nie-
obyte z tym tematem prosz¢ o zwrdcenie szczegdlnej uwagi na powyzsze

problemy:.
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2 Funkcje trygonometryczne w tréjkacie pro-
stokatnym

Zachodni matematycy juz w starozytnosci zdawali sobie sprawe, ze ist-
niejg relacje pomiedzy miarami katéw w trojkacie, a dtugosciami jego bokow.
Jedna z przestanek sa Stwierdzenia 12 i 13 z drugiej ksiegi stynnych Elemen-
tow napisanych przez Fuklidesa. Odkryte prawidtowisci stanowig niedojrzata
wersje tego co nazywamy dzisiaj twierdzeniem kosinusow. Trzeba jednak za-
uwazy¢, ze Fuklides nie postugiwal sie takimi miarami katow, ktérych uzywa-
my obecnie (stopnie, tudziez radiany), a funkcje trygonometryczne wéwcezas
jeszcze nie istniaty.

Trygonometria jaka znamy zaczeta sie ksztaltowaé¢ dopiero wtedy, gdy
paleczke przejeli matematycy arabscy,® a jednym z gtéwnych jej zastosowan
byta astronomia. Uswiadomiono sobie wowczas, ze zamiast rozwazac trojkaty
o dowolnych ksztattach, warto skupi¢ si¢ na pewnym szczegdlnym przypad-
ku: na tréjkacie prostokatnym. Relacje pomiedzy dtugosciami bokéw i katami
w trojkacie prostokatnym, zwane obecne funkcjami trygonometycznymi, po-
zwalaja nastepnie opisa¢ zaleznosci pomiedzy bokami i katami dla dowolnego
trojkata’.

Na Rysunku 3 przedstawiono tréjkat prostokatny z zaznaczonymi digo-
Sciami bokéw a, b i ¢ oraz katem «. Funkcje trygonometryczne sinus i kosinus

sg definiowane w nastepujacy sposob

. a
simoa = —, cosa = —.
c c

Z jednego z praw geometrii Euklidesowej® wynika, ze powyzsze funkcje
sinus i kosinus zaleza tylko i wytacznie od miary kata «, a nie od tego, jaki
doktadnie tréjkat prostokatny uzywaliémy w definicji. Z reguly trudno jest
podaé doktadne wartosci sinuséw i kosinuséw dla danych katéw (niegdys$ uzy-

3Warto tu wspomnie¢ takze o wptywach indyjskich.

40soby bardziej zainteresowane tematem odsylam do przypomnienia sobie twierdzen
kosinuséw i sinuséw.

5Przypomnij sobie tzw. podobiefntwo tréjkatéw.
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Rysunek 3: Trojkat prostokatny z zaznaczonym katem « i dtugosciami bokow
a,bic

wato sie tablic trygonometrycznych, a obecnie kalkulatora by znalez¢ przy-

blizone wartosci).

s

4
to polowa kata prostego. Wystepuje on, na przyktad, pomiedzy przekatna

Sprobujmy obliczyé¢ ile wynosi sinus kata o mierze T. Zauwazmy, ze jest
kwadratu o boku 1 a jednym z bokéw (patrz Rysunek 4). Tréjkat o zielonym
kolorze na Rysunku 4 ma przyprostokatne o dtugosci 1, a jego przeciwpro-
stokatna ma dtugosé¢ v/2.

Problem 2.1. Uzasadnij dlaczego przekgtna kwadratu o boku 1 ma diugosc

V2.
Teraz nietrudno zauwazy¢, ze

T 1 V2
Sl — — —= — ——.
4 2 2

Zwr6éémy uwage, ze obie przyprostokatne zielonego trojkata sa takie same,
zatem kosinus bedzie miat doktadnie te samg wartos¢!
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Rysunek 4: Kwadrat o boku dtugosci 1

W ponizszej tabelce przedstawiamy wartosci funkeji sinus i kosinus dla
typowych katow:

us us s
Ratl g 4 4
; 1 v2 V3
S1n \2[ \2[ D)
v3 vz 1
COS 3 D) 5

Tabela 1: Wartosci funkcji sinus i kosinus dla typowych katow

Problem 2.2. Oblicz trzy wybrane przez siebie wartosci funkcji sinus lub

kosinus sposrod przedstawionych w Tabeli 1. PodpowiedZ: Wykorzystaj fakt,

ze trojkat rownoboczny ma wszystkie katy rowne 3

Problem 2.3. Zauwaz, Ze dla kqtow o z Tabeli 1 zachodzi nastepujgcy wzor
(tzw. jedynka trygonometryczna)

2

sin a + cos® o = 1.
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Udowodnij, Ze wzor ten jest prawdziwy dla dowolnego kqta o w trojkgcie
prostokgtnym.

3 Funkcje trygonometryczne dla dowolnej licz-
by rzeczywistej

Rysunek 5: Uktad wspotrzednych z zaznaczonym katem a

Ze 7rodetl historycznych wiemy, ze juz Sredniowieczni arabowie tworzy-
li tabele znanych nam funkcji trygonometrycznych. Jednakze samo pojecie
funkcji pojawito si¢ duzo pdzniej, mianowicie w XVII wieku, gdy zaczeta sie
ksztaltowaé¢ analiza matematyczna® — dziedzina matematyki, u ktérej pod-
staw lezy potrzeba stworzenia teorii opisujacej ruch.

Aby opisa¢ ruch punktu poruszajacego sie po okregu wygodnie jest wpro-
wadzi¢ funkcje trygonometryczne argumentu, ktory jest dowolng liczba rze-

czywista (a nie jedynie miarg kata, ktéra moze zmieniaé sie od 0 do 7/2). W

SPojecie funkcji pierwszy raz zostalo uzyte przez G. Leibniza.



Powtérka z trygonometrii 8

tym celu umie$émy dany kat w uktadzie wspolrzednych (patrz Rysunek 5).
Jako dany kat o bedziemy teraz rozumieé¢, kat pomiedzy osia Oz a dang pot-
prosta L. Potprosta L moze leze¢ we wszystkich czterech ¢wiartkach uktadu
wspohrzednych, dlatego kat ov moze przyjmowaé wartosci z przedziatu [0, 27).

Na poczatek rozwazmy prosta L lezaca w pierwszej ¢wiartce uktadu wspot-
rzednych (a zatem a € [0,7/2)).

Problem 3.1. Na Rysunku 6 zaznaczono péiprostq L 1 okrgg o promieniu
réwnym 1 i Srodku w poczgthku ukladu wspdlrzednych (tzw. okrgg jednostko-
wy). Punkt P jest punktem przeciecia owego okregu jednostkowego i polproste;
L. Uzasadnij, ze wspotrzedna x punktu P wynosi cos «, natomiast jego wspot-
rzedna y wynost sina. Wykorzystaj fakt, ze jeden z kqgtow zielonego trojkgta

na Rysunku 6 jest rowny o.

P=(xy)

Rysunek 6: Punkt P lezacy w pierwszej ¢wiartce na okregu jednostkowym

Z powyzszego problemu wynika nastepujaca obserwacja. Jezeli punkt lezy
w pierwszej ¢wiartce, na okregu jednostkowym, to jego wspotrzedne sg rowne
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06

Rysunek 7: Definicja funkcji trygonometrycznych dla kata a € [0, 27)

odpowiednio kosinusowi i sinusowi kata okreslonego przez poétprosta przecho-
dzaca przez ten punkt i wychodzaca z poczatku uktadu wspotrzednych. Te
obserwacje mozemy wykorzysta¢ do zdefiniowania tego, co wlasciwie ozna-

czaja sinus lub kosinus kata wiekszego niz /2.

Definicja 3.2. Sinusem kata a nazywamy wspotrzedng y punktu P lezacego
na przecieciu okregu jednostkowego oraz potprostej L wyznaczajacej kat «
(patrz Rysunek 7). Analogicznie, kosinusem kata o« nazywamy wspolrzedna
x punktu P.

Problem 3.3. Oblicz nastepujace wartosci: cos0, cos(m/2), sin(4r/3) oraz
cos(4m/6). Nie korzystaj z tablic trygonometrcznych, wzoréw redukcyjnych,
ani kalkulatora. Zamiast tego, naszkicug kgt o w uktadzie wsporzednych, znajdZ
punkt P 1 oblicz jego wspotrzedne. PodpowiedZ: mozesz oczywiscie wykorzy-
sta¢ wartosci w Tabeli 1.
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COS sin

N L [N N[/

Rysunek 8: Wykres funkcji sinus i kosinus

Funkcje trygonometryczne zdefiniowane w powyzszy sposob nie zawsze
majg wartosci dodatnie. Traktuje o tym nastepny problem.

Problem 3.4. Ustal © naszkicuj jakie znaki majg funkcje sinus i kosinus w

poszczegolnych cwiartkach uktadu wspotrzednych.

Na razie zdefiniowaliSmy funkcje sinus i kosinus dla katéw o warto$ciach
z przedziatu [0, 27). Aby otrzymaé wartosci tych funkeji dla dowolnych liczb
rzeczywistych, wystarczy uswiadomod sobie, ze o obrot wielokrotnosé kata 27
wokot poczatku uktadu wspotrzednych powoduje, ze ladujemy z powrotem
W tym samym miejscu. Zatem nalezy zdefiniowa¢ funkcje sinus i kosinus tak,
aby powtarzaly sie okresowo co 2m. Wykresy owych funkcji przedstawiono
na Rysunku 8.

Uwaga. W analizie matematycznej zwykto sie oznaczac¢ zmienng litera x,
w zwiazku z tym osoby, ktére mialy juz kurs analizy spotkaty si¢ z zapisem

sinz lub cosz. Niniejszy tekst ma nature bardziej geometryczng, dlatego
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zamiast z uzywamy litery «. Niemniej sens jest dokladnie ten sam co w
analizie: a oznacza dowolng liczbe rzeczywista, ktora mozemy interpretowac
geometrycznie jako miar¢ pewnego kata.

Zdefiniowane tutaj funkcje trygonometryczne spehiaja szereg zaleznosci,
z ktorych niektore zostaly juz wspomniane (wzory redukeyjne, jedynka try-
gonometryczna). Nie bedziemy tutaj skupia¢ sie na tych wzorach, z tatwoscia
mozna odnalez¢ je w tablicach, natomiast pozwolimy sobie przytoczy¢ pare

najciekawszych zalezno$ci
sin(a + 3) = sinaccos 3 + sin 3 cos

cos(a + ) = cos accos 3 — sin arsin 3.

Uwaga. W powyzszych wzorach zastosowano konwencje, ktora pozwala po-
mina¢ nawiasy i znak mnozenia. Np. sin a cos # nalezy rozumie¢ jako sin(«) -

cos(f3).

Powyzsze wzory, zostana uzasadnione na wyktadzie. Mozna je natomiast

wykorzystac¢ do znajdowania innych, prostych zaleznosci trygonometrycznych

Problem 3.5. Uzasadnij wzory
sin 2a = 2 sin o cos

cos 2a = cos? o — sin? av.



