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Estymatory MLE

Metoda MLE (ang. Maximum Likelihood Estimation) polega na

znalezieniu takiej wartosci parametréw, przy ktérej nasze dane s3
najbardziej prawdopodobne.
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Estymatory MLE

Metoda MLE (ang. Maximum Likelihood Estimation) polega na
znalezieniu takiej wartosci parametréw, przy ktérej nasze dane s3
najbardziej prawdopodobne.

Przypomnijmy, ze nasze dane modelujemy rozktadem:

v ~ N(6,521)

W zwiazku z tym, szukamy takiego wektora g, dla ktérego wartosé
gestosci prawdopodobienstwa jest maksymalna.
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Funkcja wiarygodnosci

Poniewaz modelujemy dane wielowymiarowym rozktadem normalnym,
funkcja wiarygodnosci przyjmuje forme:

— = ]. ]. - )\ — N
L(d,0°y) = WGXP (—272(}’ —-0)"(y - 9))
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Maksimum funkcji wiarygodnosci

Postugujac sie metoda mnoznikéw Lagrange, oblicz ze warto$¢ log L
maksymalizuje si¢, gdy spetnione s3 réwnania

n 1 - -
— st (70T (7 -0) =

1 . = —
?(y—H)—(/,,—H)Azo
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Maksimum funkcji wiarygodnosci

Z pierwszego réwnania wyznaczamy
2 _ 1. &0
0" =—[ly -4

n

Z drugiego i trzeciego (mnozac drugie réwnanie przez H) otrzymujemy
0= Hy

Problem. Udowodnij powyzsze stwierdzenia.
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Estymator MLE w regresji

Widzimy zatem

o Najlepszym estymatorem g w sensie MLE jest rzut ortogonalny na
przestrzen Q
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Estymator MLE w regresji

Widzimy zatem

o Najlepszym estymatorem g w sensie MLE jest rzut ortogonalny na
przestrzen Q

. 2 . . ~AD _ 1 — > 2
o Najlepszym estymatorem o° w sensie MLE jest 6 = ||y — 0|
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Estymator MLE w regresji

Widzimy zatem

o Najlepszym estymatorem g w sensie MLE jest rzut ortogonalny na
przestrzen Q

. 2 . . ~AD _ 1 — > 2
o Najlepszym estymatorem o° w sensie MLE jest 6 = ||y — 0|

o Estymator 52 jest obcigzony! Ale jest on zgodny...
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Estymator MLE w regresji

Widzimy zatem
o Najlepszym estymatorem g w sensie MLE jest rzut ortogonalny na
przestrzen Q
o Najlepszym estymatorem o2 w sensie MLE jest 6% = 1|y — g)2
o Estymator 52 jest obcigzony! Ale jest on zgodny...

o ...i efektywny (w tym sensie, ze dazy do ograniczenia Cramera-Rao
przy n — o0)
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Problem. Oblicz warto$¢ maksimum funkcji wiarygodnosci dla

estymatoréw 0 oraz 52
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Maksimum funkcji wiarygodnosci

Maksimum funkcji wiarygodno$ci wyraza sie wzorem:

L(9,6) = (2m6%) " 2e 2
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Hipotezy liniowe

Niech w C Q bedzie podprzestrzenia liniowa. Bedziemy rozwazac
nastepujacy zestaw hipotez

Hy:0ew
HA:€¢W

W naszych rozwazaniach zaktadamy, ze y ~ N(6,02/)
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Hipotezy liniowe (oznaczenia)

Litera A bedziemy oznaczal rzut ortogonalny na przestrzen Q.
Natomiast litera B oznacza rzut ortogonalny na przestrzen w.
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Hipotezy liniowe (oznaczenia)

Litera A bedziemy oznaczal rzut ortogonalny na przestrzen Q.
Natomiast litera B oznacza rzut ortogonalny na przestrzen w.
Mamy dwa estymatory odchylenia standardowego:

. 1 -
6% = =I5 — A¥|?
n

1

~? - —2
= — - B

0 3 yll
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Test ilorazu wiarygodnosci

Statystyka, ktérej bedziemy uzywac w celu badania hipotezy Hy : 0 € w
bedzie iloraz funkcji wiarygodnosci (likelihood quotient test):

_ SUPy ey L(9/7 02)
supgeq L(0,02)
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Test ilorazu wiarygodnosci

Uwzgledniajac maksimum funkgji wiarygodnosci, ktére obliczyliSmy

wczedniej widzimy, ze
o (Z) - (L=sy
2 ¥ — Byl
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Te statystyke przeksztatcamy do takiej postaci, ktéra ma wygodniejszy
rozktad . .
n—p_ Yy (A-B)yn—p

2
F=(Q »—1 =
( )p—q y'(I-Ayp-gq

gdzie p = dim(Q2), g = dim(w)
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Te statystyke przeksztatcamy do takiej postaci, ktéra ma wygodniejszy
rozktad . .
n—p_ Yy (A-B)yn—p

2
F=(Q »—1 =
( )p—q y'(I-Ayp-gq

gdzie p = dim(Q2), g = dim(w)
Zadanie. Udowodnij powyzszy wzér.
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Te statystyke przeksztatcamy do takiej postaci, ktéra ma wygodniejszy
rozktad

F=( —%_1)”_/’_)7('4 B)yn—p
p—q Y (I-Ayp—q

gdzie p = dim(Q2), g = dim(w)

Zadanie. Udowodnij powyzszy wzér.

Zadanie. Udowodnij, ze w liczniku statystyki F wystepuje réznica sum
kwadratéw wartosci przewidywanych przez model A i przez model B. Czyli

1AYI? = (AY)T(AY), [IBYII* = (BY)"(BY)
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Twierdzenie Cochrana

(Cochran; Rasch: Theorem 4.6) Jezeli Y ma rozktad N(0, I,), wéwczas
dodatnio pétokresione formy YT Ay (i = 1,2, ...k) rzadu n; sa niezalezne i
maja rozktady x?(n;, \;), z parametrem niecentralnosci \; = (6) T A;(0)

wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa co najmniej dwa z ponizszych
warunkéw

Q@ A; sa idempotentne
(2] Zf-‘zl A; jest idempotentna
@ A/A; =0, dla dowolnych i # j.
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Jezeli y ma rozktad N(6, I,,) oraz yTy = fle yT A}y, wéwczas formy
kwadratowe ¥ A;y sa niezalezne i maja rozktad x(n;, \;), z parametrem
niecentralnosci \; = (6) T A;(0) wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony co
najmniej jeden z warunkéw:

Q A; s3 idempotentne

Q Y& rank(A;) = rank(3K, A)) = n,

@ AjA; =0, dla dowolnych i # j.
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Statystyka F

Twierdzenie

Niech y ma rozktad N(0,021,) oraz A i B s3 macierzami rzutu
ortogonalnego, odpowiednio, na podprzestrzenie Q) i w (gdzie rank(A) = p
i rank(B) = q). Woéwczas F ma rozkfad F(p — q,n — p,\) z parametrem
niecentralnosci A = 07 (A — B)f.

Dowdd. Formy kwadratowe okreslone przez macierze | — A, A — B oraz

B spetniaja zatozenia powyzszego wniosku. Stad wida¢, ze ;15)77—(/ — Ay

ma rozktad x?(n — p), natomiast %YT(A — B)y ma rozktad x%(p — g, ),
gdzie A = L07(A— B)6.

O
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Tablica analizy wariancji

Sktadowa Suma kwa-  Stopnie Btad  S$rednio- E(MS) F
wariancji dratéw SS swobody kwadratowy
df MS = 52
Catkowita  §7y n F=np B;TT((‘,‘—::});
Hipotezaal- y"(A—B)Y p—gq ﬁyT(A —B)Yy o2 (1 + %)
ternatywna
0Zw
Reszty yT(I—AY  n-p L§T(I-A)y o
Hipoteza y' By q
zerowa
0cw
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Analiza wariancji

Ogdlny wzdér modelu jest analogiczny jak przy regres;ji:

y=X3+é

Jednak tym razem X ma rzad r < p.
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Jednoczynnikowa analiza wariancji

Zatézmy, ze mamy k populacji, z kazdej losujemy prébe nj-elementowa.
Zmienng y w poszczegdlnych populacjach modelujemy:

Yij = 1+ aj + ej.
Zapiszmy wektor wspdtczynnikéw:
ﬂT = [u, dly ey ak]

Woéwczas macierz X ma postac:

gdzie n =73 ;n;.
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Analiza wariancji - estymacja wspdtczynnikéw

Uktad réwnan normalnych
XTXG=xTy
Niech G = (XTX)T. Wéwczas:

F=06x"Ty
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Analiza wariancji - estymacja wspétczynnikéw (c.d.)

Zawsze mozemy dobra¢ macierz B, tak aby

rank(é)zk—l—l

BB =0
Fakt. Macierz (X7 X + BT B)™! jest pseudoodwrotna wzgledem X7 X.

oraz
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Jednoczynnikowa analiza wariancji

Rozwazymy teraz przypadek k = 2, ponadto n; = np = m.
Zadanie. Udowodnij, ze

x
I
333
3 3 3
5 3 3
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Mamy nastepujacy wybér macierzy B

B:[o 1 1]

codajea;+a»=0
Zadanie. Udowodnij, ze

n m m 0 0O

X'X=|m m 0|, B™B=|0 1 1},

m 0 m 011

Oraz
2m m m

X"™X+B"™B=|m m+1 1
m 1 m+1
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Zadanie. Udowodnij, ze

1 m+2 —m —m
X"™X+B™Byt1=—"—| -m m+2 m-2
4m -m m-2 m+?2
Oraz
f . y
a| = ?():/1 —):/2.)
Ep 5(72. — 1)
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Inny wybdér macierzy B

Rozwazymy teraz przyktad bardziej adekwatny do tego co dzieje sie w
jezyku R. Tutaj Intercept oznacza parametr p, natomiast jeden z
pozioméw czynnika jest bazowy, w tym sensie, ze odpowiadajacy mu
wspotczynnik a jest rowny zero. Oméwmy przyktad, gdzie bazowy jest
wspbtczynnik poziomu 1. Wowczas

B=[0 1 0
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Zadanie. Udowodnij, ze

1|m +1 —-—m —m-1 i V1.
XTX+B™B)y1==| —-m m m oraz |4&1| = 0
Tl-m-1 m m+2 a2 y2. = Y1
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Hipotezy estymowalne

@ Rézne wybory macierzy pseudoodwrotnej daja rézne estymacje
wspotczynnikow.
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Hipotezy estymowalne

@ Rézne wybory macierzy pseudoodwrotnej daja rézne estymacje
wspotczynnikow.

o W zwiazku z tym, bardziej interesujace s estymacje i + a;.

dr Janusz Przewocki (Uniwersytet Gdariski) Modele liniowe - teoria 27/35



Hipotezy estymowalne

@ Rézne wybory macierzy pseudoodwrotnej daja rézne estymacje
wspotczynnikow.

o W zwiazku z tym, bardziej interesujace s estymacje i + a;.

o Wartosci, ktére nie zaleza od wyboru B zwane s3 funkcjami
estymowalnymi, a hipotezy na temat tych funkcji hipotezami
estymowalnymi.
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Hipotezy estymowalne

Witasnosci funkgcji estymowalnych
@ Funkcje liniowe Ey s3 estymowalne

@ Kombinacje linowe funkcji estymowalnych s3 estymowalne

o Jezeli 6ngest estymowalna, to jej BLUE jest d’Tﬁ
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Dwuczynnikowa analiza wariancji

W dwuczynnikowe] analizie mamy dwa czynniki A i B o liczbie pozioméw
odpowiednio k; i k,. Réwnanie mozna zapisaé

Yiik = nij + €jjk dlai=1,....ks, j=1,. ks, k=1,.,n;
Wspotczynniki 7;; mozemy zapisa
nij = i+ ai + bj + (a, b)i
gdzie a; jest gtdwnym efektem i-tego poziomu czynnika A, wspotczynnik

b; jest gtéwnym efektem j-tego poziomu czynnika B, natomiast (a, b);;
jest efektem interakcji odpowiednich poziomow.
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Regresja nieliniowa

W regresji nieliniowej Jjest funkcja X i E ktéra jest nieliniowa ze wzgledu
na 3. A zatem
y=f(x0, 22 9 5)+&
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Regresja nieliniowa

Przykfad. Rozwazymy nastepujaca funkcje:

f(X,g) = /Bleﬁzx
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Regresja nieliniowa

Przykfad. Rozwazymy nastepujaca funkcje:

f(X,g) = /Bleﬂzx

Pytanie. Jak model nieliniowy oparty na powyzszej funkgcji rézni sie od
modelu:

logy = 1 + fox + e
gdzie e ~ N(0,0?).
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Uogdlnio odele liniowe

@ Uogodlnione modele liniowe przypominaja regresje nieliniowg w tym
sensie, iz wartos¢ oczekiwana modelowana jest funkcja nieliniowa.
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Uogdlnione modele liniowe

@ Uogodlnione modele liniowe przypominaja regresje nieliniowg w tym
sensie, iz wartos¢ oczekiwana modelowana jest funkcja nieliniowa.

@ Uogodlnione modele s3 na tyle uniwersalne by dopuszczaé rézne
struktury btedéw.
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Uogdlnione modele liniowe

@ Uogodlnione modele liniowe przypominaja regresje nieliniowg w tym
sensie, iz wartos¢ oczekiwana modelowana jest funkcja nieliniowa.
@ Uogodlnione modele s3 na tyle uniwersalne by dopuszczaé rézne
struktury btedéw.
W ponizszej tabeli przedstawiono przyktadowe zastosowania modeli
uogdlnionych
| zmienna objasniana | rodzaj modelu

struktura btedu

binarna regresja logistyczna | rozktad Bernoulliego
proporcja regresja logistyczna | rozktad dwumianowy
licznosé regresja log-liniowa rozktad Poissona
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Regresja logistyczna

W uogélnionym modelu liniowym predyktor liniowy i warto$¢ oczekiwana
powiazane s3 tzw. funkcja wigzaca

Zﬁ:xl = g(E(ylx1, x2, ---xx))

W przypadku regresji logistycznej mamy:

g(0) = log

1-46
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Regresja logistyczna

Zadanie. Udowodnij, ze funkcja odwrotna do

0)=1
g(0) = log 7—
Jest funkcja logistyczna
eX
f
(x) eX+1
1 —
% -4 -2 0 2 4 6
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Regresja logistyczna

o / typowym zastosowaniem regresji logistycznej mamy do czynienia,
gdy zmienna y jest proporcja.
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Regresja logistyczna

o / typowym zastosowaniem regresji logistycznej mamy do czynienia,
gdy zmienna y jest proporcja.

o Pamietajmy, ze standardowo liczbe sukceséw modelujemy rozktadem
dwumianowym.
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Regresja logistyczna

o / typowym zastosowaniem regresji logistycznej mamy do czynienia,
gdy zmienna y jest proporcja.

o Pamietajmy, ze standardowo liczbe sukceséw modelujemy rozktadem
dwumianowym.

@ Prébujemy estymowac $rednig warto$¢ 6 = E(y|xi, x2, ...xx) zmiennej
y w zaleznosci od wartosci predyktoréw.
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Regresja logistyczna

o / typowym zastosowaniem regresji logistycznej mamy do czynienia,
gdy zmienna y jest proporcja.

@ Pamietajmy, ze standardowo liczbe sukceséw modelujemy rozkfadem
dwumianowym.

@ Prébujemy estymowac $rednig warto$¢ 6 = E(y|xi, x2, ...xx) zmiennej
y w zaleznosci od wartosci predyktoréw.

Trzeba wzigé¢ pod uwage, iz wariancja w przypadku rozktadu
dwumianowego jest uzalezniona od $redniej:

Var(yi|x1,x2, ...Xk) = 9(1 — 9)/m,

gdzie m; oznacza liczbe prob.
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