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iv



Wst¦p

Uzasadnienie wyboru tematu

We wspóªczesnej elektronice d¡»y si¦ do tego, aby caªy system elektroniczny umie-

±ci¢ w jednym chipie (ang. System on Chip � SoC) lub w jednej obudowie (ang.

System on Package � SiP). Era miniaturyzacji nie omin¦ªa tak»e ukªadów mikrofalo-

wych. Systemy radiowe, wykorzystuj¡ce pasmo mikrofalowe, integruje si¦ z elektro-

nik¡ ni»szych cz¦stotliwo±ci (gªównie z ukªadami cyfrowymi).

Wzrost poziomu komplikacji urz¡dze« wymaga nowego podej±cia in»ynierów �

projektantów. Ogromn¡ pomoc¡ okazuj¡ si¦ symulatory elektromagnetyczne. Obec-

nie nie projektuje si¦ »adnego systemu bez ich pomocy.

Metod¡, która szczególnie dobrze nadaje si¦ do analizy ukªadów planarnych (w

tym ukªadów monolitycznych) jest opisana w niniejszej pracy metoda momentów

(ang. method of moments � MoM). Korzystaj¡ z niej symulatory takie jak: Momen-

tum, EMSight czy IE3D.

Stan bada«

Wraz z rozwojem techniki komputerowej, pojawiªa si¦ sposobno±¢ analizy elek-

tromagnetycznej skomplikowanych struktur, dla których zastosowanie standardowego

podej±cia byªo niemo»liwe. Jedn¡ z metod stosowanych do oblicze« EM w dziedzinie

cz¦stotliwo±ci staªa si¦ metoda momentów.

Pierwsze prace dotycz¡ce zastosowania tej metody pojawiªy si¦ w latach 60. Kla-

sycznym podej±ciem byªo modelowanie przewodnika za pomoc¡ cienkich przewodów
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(ang. thin wires) [15]. Na wysokich cz¦stotliwo±ciach wyst¦puj¡ problemy praktyczne

(ogromna ilo±¢ przewodów) [10], dlatego opracowano alternatywne metody modelo-

wania litych powierzchni metalicznych.

Do oblicze« wykorzystano caªkowe równanie pola elektrycznego (ang. Electric

Field Integral Equation � EFIE) oraz caªkowe równanie pola magnetycznego (ang.

Magnetic Field Integral Equation � MFIE); do zamodelowania powierzchni przewo-

dz¡cych zastosowano ªaty o ró»nych ksztaªtach (ang. patches) [6]. Podczas gdy takie

podej±cie dawaªo w miar¦ dokªadne wyniki w przypadku problemów rozpraszania w

polu dalekim, dla oblicze« w polu bliskim mogªo stwarza¢ problemy.

Aby polepszy¢ dokªadno±¢ analiz, opracowano specjalne funkcje bazowe wykorzy-

stuj¡ce podziaª ukªadu na trójk¡ty [14]. Speªniaj¡ one szczególne warunki ci¡gªo±ci,

które implikuj¡ brak ªadunków liniowych. Dodatkowo charakteryzuj¡ si¦ dywergencj¡

staª¡ w podobszarach. Taka metoda analizy zostaªa uznana na ±wiecie jako bardzo

przydatna do symulacji anten [11].

Poniewa» podziaª ukªadu na trójk¡ty nie zawsze jest opªacalny, zacz¦to podejmo-

wa¢ próby stworzenia funkcji bazowych opartych o czworok¡ty. Stworzono i przebada-

no wªasno±ci funkcji, które zyskaªy miano rooftop functions [9], [2]. Dalszym krokiem

byªo zast¡pienie funkcji o liniowym spadku, odwzorowaniami wy»szego rz¦du [4].

Poprawiªo to dokªadno±¢ otrzymywanych wyników.

Niestety starsze metody okazaªy si¦ kªopotliwe przy analizowaniu bardzo zªo»o-

nych struktur. Skomplikowana geometria wymagaªa u»ycia wielu trójk¡tów lub czwo-

rok¡tów, a to powodowaªo wzrost rozmiarów ukªadów równa«. Rozwi¡zaniem byªo

stworzenie funkcji okre±lonych na obszarach wielok¡tnych. W pracach [8], [7] uogól-

niono funkcje trójk¡tne na obszary o wielok¡tnym ksztaªcie. Speªniaj¡ one wszystkie

wymagane warunki ci¡gªo±ci, a dodatkowo ich dywergencja jest staªa w podobsza-

rach.

Innym sposobem uogólnienia byªo zastosowanie analizy magnetostatycznej i zde-

�niowanie funkcji bazowej w oparciu o uzyskany z niej rozkªad pr¡du [12]. Celem

niniejszej pracy b¦dzie przebadanie takiego podej±cia do analizy ukªadów mikrofalo-

wych.



Zakres pracy

Wi¦kszo±¢ dost¦pnych na rynku symulatorów wykorzystuje metod¦ momentów w

wersji 2.5D. Oznacza to zmienno±¢ pr¡du w dwóch wymiarach (ka»da pªaszczyzna

jest analizowana oddzielnie) oraz zmienno±¢ pola EM w trzech wymiarach.

Oprócz tego, »e elementy wielok¡tne zmniejszaj¡ ilo±¢ niewiadomych, pozwala-

j¡ one na dokªadniejsze (ni» w klasycznych symulatorach 2.5D) modelowanie struk-

tur trójwymiarowych. Dotyczy to w szczególno±ci przelotek pomi¦dzy pªaszczyznami

przewodz¡cymi oraz efektów zwi¡zanych z niezerow¡ grubo±ci¡ pasków przewodz¡-

cych. Jest to szczególnie istotne w ukªadach MMIC i MIC.

Celem niniejszej pracy jest:

1. Opracowanie metody analizy ukªadów planarnych (w tym mikropaskowych)

przy u»yciu metody momentów

2. Zaimplementowanie metody momentów opartej o elementy wielok¡tne

3. Wery�kacja jako±ci funkcji bazowych przedstawionych w [12]

4. Badanie wpªywu ksztaªtu funkcji bazowej na uzyskane wyniki

5. Wery�kacja zwi¡zku pomi¦dzy dywergencj¡ funkcji bazowych, a jako±ci¡ wy-

ników

Do implementacji metody momentów zostaªo u»yte równanie EFIE. Szczególnie

dobrze nadaje si¦ ono do analizy ukªadów mikrofalowych, gdy» umo»liwia wykorzy-

stanie powierzchni otwartych (w przeciwie«stwie do równania MFIE). Dodatkowo

posta¢ tego równania jest prostsza ni» trzeciego z równa« wykorzystywanych w MoM

� tzw. caªkowego równania o mieszanych potencjaªach (ang. Mixed Potential Integral

Equation � MPIE) [16].



Rozdziaª 1

Metoda momentów

1.1 Abstrakcyjne sformuªowanie

Wiele zagadnie« �zyki matematycznej daje si¦ sprowadzi¢ do równania operato-

rowego

L̂f = g (1.1)

gdzie: f : X → Cn � szukana funkcja (okre±lona na obszarze X), g : X → Cn � znana
funkcja, L̂ � operator liniowy. Je»eli nie b¦dzie powiedziane inaczej przyjmujemy, »e

dziedzin¡ L̂ jest najwi¦ksza przestrze« funkcyjna taka, »e równanie (1.1) ma sens

matematyczny.

Aby sformuªowa¢ metod¦ momentów musimy zde�niowa¢ iloczyn wewn¦trzny 〈·, ·〉
dwóch funkcji. Jest to forma dwuliniowa posiadaj¡ca nast¦puj¡ce wªasno±ci

1. 〈f , g〉 = 〈g,f〉

2. 〈f ∗,f〉  0

3. 〈f ∗,f〉 = 0⇔ f = 0

W wi¦kszo±ci przypadków iloczyn wewn¦trzny de�niuje si¦ przy pomocy caªki

1



〈f , g〉 =
∫
X
f · gdµ (1.2)

gdzie µ jest pewn¡ miar¡ nieujemn¡, któr¡ cz¦sto dobiera si¦ tak, aby operator L̂

byª samosprz¦»ony i dodatnio okre±lony

1. ∀f ,g〈f , L̂g〉 = 〈L̂f , g〉 (operator samosprz¦»ony)

2. ∀f〈f ∗, L̂f〉 > 0 (operator dodatnio okre±lony)

Przedstawimy teraz sposób rozwi¡zywania zagadnienia (1.1) znany jako metoda

momentów. De�niujemy dwie rodziny funkcji {fk}k∈N, {wk}k∈N. Nazywamy je odpo-

wiednio funkcjami bazowymi i testuj¡cymi. Funkcj¦ niewiadom¡ rozwijamy wzgl¦dem

funkcji bazowych

f =
∑
l∈N

αlf l (1.3)

Po wstawieniu do równania (1.1) otrzymujemy

∑
l∈N

αlL̂f l = g (1.4)

Aby wyznaczy¢ nieznane wspóªczynniki αl mno»ymy powy»sze równanie przez funk-

cje testuj¡ce

∑
l∈N

αl〈wk, L̂f l〉 = 〈wk, g〉, k, l ∈ N (1.5)

Ostatecznie dostajemy ukªad równa« liniowych z niesko«czon¡ macierz¡

[Zkl][αl] = [gk], k, l ∈ N (1.6)



gdzie: Zkl = 〈wk, L̂f l〉, gk = 〈wk, g〉. Je»eli macierz [Zkl] jest nieosobliwa, równanie

(1.6) ma jednoznaczne rozwi¡zanie.

W praktyce, odwrócenie macierzy niesko«czonej mo»e by¢ mo»liwe tylko w szcze-

gólnych przypadkach. Z tak¡ sytuacj¡ mamy do czynienia gdy wybierzemy f l aby

byªy ortogonalnymi funkcjami wªasnymi operatora L̂ (istniej¡ one gdy operator jest

zwarty i samosprz¦»ony) oraz wk = fk. �atwo zauwa»y¢, »e wówczas macierz [Zkl]

jest diagonalna. Jest to standardowa metoda stosowana z powodzeniem np. w me-

chanice kwantowej (stany wªasne hamiltonianu).

W przypadku oblicze« numerycznych otrzymujemy rozwi¡zanie przybli»one ogra-

niczaj¡c si¦ do sko«czonych zbiorów funkcji bazowych i testuj¡cych. Wówczas [Zkl]

jest macierz¡ o wymiarach M × N . Gdzie M jest liczb¡ funkcji testuj¡cych, a N

liczb¡ funkcji bazowych.

Gdy M = N stosujemy typowe metody rozwi¡zywania ukªadów równa« z macie-

rzami g¦stymi. Natomiast dla M 6= N najcz¦±ciej szukamy najlepszego rozwi¡zania

w sensie ±redniokwadratowym.

1.2 Funkcje bazowe i testuj¡ce

Wmetodzie momentów wybór funkcji bazowych i testuj¡cych jest istotn¡ kwesti¡.

Standardowo gdy poszukujemy rozwi¡za« analitycznych »¡damy, aby {fk}k∈N byª

ci¡giem zupeªnym. Przykªadem takich zbiorów s¡: bazy fourierowskie, wielomiany

ortogonalne lub harmoniki sferyczne.

W przypadku metod numerycznych funkcje bazowe nale»y wybra¢ tak, aby jak

najlepiej przybli»y¢ dokªadne rozwi¡zanie. Jednocze±nie nale»y d¡»y¢ do tego, »eby

powstaªa macierz byªa jak najmniejsza.

Najcz¦±ciej stosowane s¡ funkcje okre±lone na podobszarach � niezerowe tylko w

ograniczonym obszarze. Typowymi przykªadami s¡ odwzorowania przedziaªami staªe

i trójk¡tne przedstawione na rysunkach 1.1 i 1.2.

Funkcje testuj¡ce, cz¦sto wybiera si¦ je tak aby byªy równe funkcjom bazowym

wk = fk (1.7)



Rysunek 1.1: Funkcja prostok¡tna � przykªad jednowymiarowej funkcji bazowej

mamy wtedy do czynienia z metod¡ Galerkina.

Innym, cz¦stym wyborem funkcji wagowych s¡ dystrybucje Diraca

wk(x) = δ(x− xk), {xk} ⊂ X. (1.8)

mówimy, »e jest to metoda dopasowania punktowego.

W niniejszej pracy wykorzystujemy funkcje okre±lone na obszarach wielok¡tnych.

Zostaª im po±wi¦cony rozdziaª 2.

1.3 Sformuªowanie metody za pomoc¡ równania

EFIE

Sformuªujemy metod¦ momentów, dla problemu rozpraszania na idealnym prze-

wodniku, monochromatycznej fali elektromagnetycznej o liczbie falowej k. Pola elek-



Rysunek 1.2: Funkcja trójk¡tna � przykªad jednowymiarowej funkcji bazowej

tryczne i magnetyczne fali padaj¡cej oznaczymy odpowiednio: Ei, Bi. Analogicznie,

pola rozproszone oznaczamy: Es, Bs. Przewodnik jest ograniczony powierzchni¡ S

Wyprowadzimy równanie operatorowe o postaci (1.1) gdzie poszukiwan¡ funkcj¡

f b¦dzie g¦sto±¢ liniowa pr¡du na przewodniku � j . Funkcja g b¦dzie zale»aªa od pola

elektrycznego fali padaj¡cej. Przez ρ oznaczamy g¦sto±¢ ªadunku na przewodniku.

Poniewa» pola s¡ harmonicznie zmienne w czasie funkcje okre±lone wzorami

φ(x) =
1
ε0

∫
S
ρ(x′)

e−jk|x−x
′|

4π|x− x′|
dS(x′) (1.9)

A(x) = µ0
∫
S
j(x′)

e−jk|x−x
′|

4π|x− x′|
dS(x′) (1.10)

s¡ odpowiednio potencjaªem elektrycznym i magnetycznym pola rozproszonego [13].

Zatem zachodzi



Es = −∇φ− jωA (1.11)

Bs = ∇×A (1.12)

Poni»sze wyra»enie

G(x,x′) =
e−jk|x−x

′|

4π|x− x′|
(1.13)

nazywane jest funkcj¡ Greena dla przestrzeni swobodnej.

G¦sto±¢ pr¡du jest zwi¡zana z rozkªadem ªadunku poprzez równanie ci¡gªo±ci [13]

∇ · j = −jωρ (1.14)

Wyznaczaj¡c ρ z powy»szego równania i wstawiaj¡c je do (1.9) otrzymujemy wyra-

»enie na potencjaª

φ(x) = − 1
jωε0

∫
S
[∇′ · j(x′)]G(x,x′)dS(x′) (1.15)

Wstawiaj¡c powy»sz¡ zale»no±¢ do (1.11) oraz korzystaj¡c z (1.10)

Es(x) =
∫
S

[
∇′ · j(x′)
jωε0

∇G(x,x′)− jωµ0j(x′)G(x,x′)
]
dS(x′) (1.16)

Powy»sze równanie wi¡»e ze sob¡ nieznany pr¡d pªyn¡cy po powierzchni prze-

wodnika z nieznanym polem rozproszonym. Aby dosta¢ równanie, w którym prawa

strona jest znan¡ funkcj¡ nale»y skorzysta¢ z warunków brzegowych na powierzchni

idealnego przewodnika



n× (Ei +Es) = 0 (1.17)

Mno»¡c wektorowo równanie (1.16) przez wektor normalny oraz korzystaj¡c z

powy»szej zale»no±ci otrzymujemy nast¦puj¡ce równanie

n(x)×
∫
S

[
jωµ0j(x′)G(x,x′)−

∇′ · j(x′)
jωε0

∇G(x,x′)
]
dS(x′) =

n(x)×Ei(x) (1.18)

Powy»sze równanie znane jest jako równanie caªkowe pola elektrycznego (ang. Electric

Field Integral Equation � EFIE). Zauwa»my, »e ma ono posta¢ zale»no±ci (1.1) z

ró»niczkowo-caªkowym operatorem L̂.

Aby upro±ci¢ wyniki ko«cowe wymno»ymy równanie (1.18) przez −n(x)

−n(x)× n(x)×
∫
S

[
jωµ0j(x′)G(x,x′)−

∇′ · j(x′)
jωε0

∇G(x,x′)
]
dS(x′) =

−n(x)× n(x)×Ei(x) (1.19)

Do tego równania b¦dziemy stosowa¢ metod¦ momentów opisan¡ w poprzednich

paragrafach. Aby to uczyni¢ de�niujemy iloczyn wewn¦trzny

〈f , g〉 =
∫
S
f(x) · g(x)dS(x) (1.20)

Element macierzy [Zkl] z równania (1.6) jest okre±lony zale»no±ci¡

Zkl = 〈wk, L̂f l〉 (1.21)



Wygodnie jest przyj¡¢, »e wspóªczynniki αl w równaniu (1.6) maj¡ wymiar �zyczny

g¦sto±ci liniowej pr¡du elektrycznego. Wówczas maj¡c na uwadze, »e wspóªczynniki

gk maj¡ ten sam wymiar co pole elektryczne, elementy macierzy [Zkl] musz¡ mie¢

wymiar V
m
m
A
= Ω. Dlatego od tej pory b¦dziemy nazywa¢ [Zkl] macierz¡ impedancyj-

n¡.

Aby wyznaczy¢ elementy macierzy impedancyjnej przyjmijmy, »e funkcje testu-

j¡ce s¡ równe funkcjom bazowym (metoda Galerkina). Rozwi«my posta¢ równania

(4.1) wykorzystuj¡c de�nicj¦ iloczynu wewn¦trznego oraz (1.19)

Zkl = −
∫
S
dS(x)fk(x) ·

[
n(x)× n(x)×

∫
S

[
jωµ0f l(x

′)G(x,x′) −

∇′ · f l(x′)
jωε0

∇G(x,x′)
]
dS(x′)

]
(1.22)

Wewn¦trzn¡ caªk¦ oznaczymy przez I(x). Wówczas dostajemy

Zkl = −
∫
S
fk(x) · [n(x)× n(x)× I(x)] dS(x) (1.23)

Korzystaj¡c z to»samo±ci

a× b× c = b(a · c)− c(a · b) (1.24)

w równaniu (1.23) dostajemy

Zkl =
∫
S
fk(x) · [I(x)− n(x)(I(x) · n(x))] dS(x) (1.25)

Maj¡c na uwadze fakt, »e funkcja bazowa w punkcie x jest ortogonalna do wektora

normalnego n(x) dostajemy wyra»enie

Zkl =
∫
S
dS(x)fk(x) ·

∫
S

[
jωµ0f l(x

′)G(x,x′)− ∇
′ · f l(x′)
jωε0

∇G(x,x′)
]
dS(x′)

(1.26)



Aby pozby¢ si¦ gradientu funkcji Greena z powy»szego wzoru, wykorzystamy

nast¦puj¡c¡ to»samo±¢ [13]

∇ · (gf) = g∇ · f + f · ∇g (1.27)

Caªkuj¡c po powierzchni S otrzymujemy

∫
S
∇ · (gf)dS −

∫
S
g∇ · fdS =

∫
S
f · ∇gdS (1.28)

Na mocy twierdzenia o dywergencji dostajemy

∫
S
f · ∇gdS =

∫
∂S
gf · ndl −

∫
S
g∇ · fdS (1.29)

Skªadowa normalna pr¡du elektrycznego wzdªu» brzegu przewodnika musi si¦ zero-

wa¢. Zatem gdy powierzchnia S jest otwarta, caªka krzywoliniowa po prawej stronie

wynosi zero.

W przypadku gdy S jest powierzchni¡ zamkni¦t¡ dzielimy j¡ na dwie otwarte

powierzchnie S1 i S2. Zachodzi

∫
S1
f · ∇gdS =

∫
∂S1

gf · ndl −
∫
S1
g∇ · fdS (1.30)

∫
S2
f · ∇gdS =

∫
∂S2

gf · ndl −
∫
S2
g∇ · fdS (1.31)

Poniewa» ∂S1 = −∂S2 dodaj¡c powy»sze równo±ci stronami otrzymujemy

∫
S
f · ∇gdS = −

∫
S
g∇ · fdS (1.32)



Korzystaj¡c z powy»szej to»samo±ci w równaniu (1.26) dostajemy wzór na ele-

menty macierzy impedancyjnej

Zkl =
∫
S
dS(x)

∫
S

[
jωµ0fk(x) · f l(x′)−

1
jωε0
∇ · fk(x)∇′ · f l(x′)

]
G(x,x′)dS(x′)

(1.33)

Elementy wektora [gk] po prawej stronie równania (1.6) wyra»aj¡ si¦ ogóln¡ zale»-

no±ci¡

gk = 〈wk, g〉 (1.34)

Rozumuj¡c podobnie jak w przypadku macierzy impedancyjnej otrzymujemy wzór

okre±laj¡cy elementy tego wektora

gk =
∫
S
Ei(x) · fk(x)dS(x) (1.35)

Wykorzystuj¡c powy»sze zale»no±ci analityczne skonstruowano algorytm oblicza-

nia elementów macierzy impedancyjnej opisany w nast¦pnych rozdziaªach.



Rozdziaª 2

Wielok¡tne funkcje bazowe

W poprzednim rozdziale opisano metod¦ momentów. Jej kluczowym elementem

byªo rozwini¦cie nieznanego rozkªadu pr¡du j wzgl¦dem zbioru funkcji bazowych

j =
N∑
k=1

Ikfk (2.1)

Nieznane wspóªczynniki Ik wyznaczamy z równania

[Zkl][Il] = [Vk] (2.2)

gdzie [Zkl] � macierz impedancyjna opisana w poprzednim rozdziale. Elementy wek-

tora [Vl] opisane s¡ wzorem (patrz rozdziaª 1)

Vk =
∫
S
fk ·EidS (2.3)

gdzie Ei � padaj¡ce pole elektryczne.

Wprowadzaj¡c sko«czony zbiór funkcji bazowych zast¦pujemy system niesko«cze-

niewymiarowy z operatorem L̂ systemem sko«czeniewymiarowym z macierz¡ [Zkl].

Bª¡d popeªniany przy tym przybli»eniu zale»y od wyboru odpowiedniego zbioru funk-

cji bazowych. W nast¦pnych paragrafach przedstawiono wielok¡tne funkcje bazowe,

których jako±¢ badano w niniejszej pracy.
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Rysunek 2.1: Przykªad triangulacji zªo»onego ksztaªtu geometrycznego (torusa)

Rysunek 2.2: Parametry geometryczne dla funkcji RWG

2.1 Funkcje trójk¡tne RWG

W przypadku struktur o zªo»onej geometrii najprostszym sposobem dyskretyzacji

jest podziaª modelowanej powierzchni na trójk¡ty (rysunek 2.1). Funkcje bazowe

oparte o trójk¡tn¡ dyskretyzacj¦ przedstawione zostaªy w pracy [14]. B¦dziemy je

nazywa¢ funkcjami RWG (Rao, Wilton, Glisson).

Wielko±ci geometryczne potrzebne do okre±lenia funkcji przedstawiono na rysun-

ku 2.2. No±nikiem funkcji RWG jest obszar zªo»ony z dwóch trójk¡tów T+ i T− o

wspólnej kraw¦dzi. Funkcj¦ de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób



f(x) =


`
2A+ρ

+(x), x ∈ T+
`
2A−ρ

−(x), x ∈ T−

0, x /∈ T+ ∪ T−
(2.4)

gdzie ` � dªugo±¢ wspólnej kraw¦dzi, A± � pole odpowiedniego trójk¡ta. Wektor ρ±

jest zde�niowany w nast¦puj¡cy sposób

ρ± = ±x∓ r± (2.5)

gdzie: r± � swobodny wierzchoªek odpowiedniego trójk¡ta.

Funkcje RWG maj¡ nastepuj¡ce wªasno±ci:

1. Skªadowa normalna na kraw¦dziach zewn¦trznych jest zerowa

2. Skªadowa normalna na wspólnej kraw¦dzi ma warto±¢ jeden

3. Dywergencja na obszarze poszczególnych trójk¡tów jest staªa

∇ · f(x) =


`
A+
, x ∈ T+

`
A−
, x ∈ T−

0, x /∈ T+ ∪ T−
(2.6)

Wªasno±¢ 2 mo»na ªatwo zaobserwowa¢ w oparciu o rysunek 2.3. Widzimy, »e na

wspólnej kraw¦dzi dªugo±¢ skªadowej normalnej jest równa wysoko±ci h±k trójk¡ta.

Maj¡c na uwadze A±k =
1
2 lkh

±
k . Widzimy, »e dªugo±¢ skªadowej normalnej wynosi

lk
2A±
k

hk = 1.

Wªasno±ci 1 i 2 ±wiadcz¡ o tym, »e funkcja bazowa nie wykazuje nieci¡gªo±ci

skªadowej normalnej. Jest to po»¡dana wªasno±¢, poniewa» gwarantuje to nam brak

ªadunków liniowych. Ich nieuwzgl¦dnienie mogªoby prowadzi¢ do nieprawdziwych

wyników lub nawet osobliwej macierzy impedancyjnej.

Wªasno±¢ 3 zostaªa wykorzystana w pracy [12] do badania jako±ci obliczonych

funkcji bazowych. Jednak dopiero peªna implementacja metody momentów byªa w

stanie zwery�kowa¢ wyniki (patrz rozdziaªy 3 i 4).



Rysunek 2.3: Konstrukcja geometryczna skªadowej normalnej do wspólnej kraw¦dzi

2.2 Prostok¡tne funkcje bazowe

Funkcje prostok¡tne, przedstawione w pracy [12] nie nadaj¡ si¦ do modelowania

struktur o zªo»onej geometrii. Niemniej jednak ich zastosowanie mo»e prowadzi¢ do

zredukowania rozmiarów macierzy impedancyjnej.

Analogicznie jak poprzednio, no±nikiem funkcji s¡ dwa prostok¡ty R+ i R− o

wspólnej kraw¦dzi. Parametry geometryczne zostaªy przedstawione na rysunku 2.4.

Funkcja prostok¡tna jest zde�niowana w nast¦puj¡cy sposób

f(x) =


`
A+
[n · ρ+(x)]n, x ∈ R+

`
A+
[n · ρ+(x)]n, x ∈ R−

0, x /∈ R+ ∪R−
(2.7)

gdzie: A± � pole odpowiedniego prostok¡ta, ell � dªugo±¢ wspólnej kraw¦dzi.

Funkcja zde�niowana w ten sposób ma te same trzy wªasno±ci co funkcje trójk¡tne

RWG. Jej dywergencja przedstawia si¦ analogicznym wzorem



Rysunek 2.4: Przykªadowy no±nik funkcji bazowej - dwa wielok¡ty

∇ · f(x) =


`
A+
, x ∈ R+

`
A+
, x ∈ R−

0, x /∈ R+ ∪R−
(2.8)

2.3 Wielok¡tne funkcje bazowe

�¡czenie trójk¡tów w wi¦ksze obszary wielok¡tne pozwala zmniejszy¢ ilo±¢ funkcji

bazowych, a tym samym zredukowa¢ rozmiary macierzy impedancyjnej [12]. Oczywi-

±cie ksztaªt funkcji musi by¢ dobrany w szczególny sposób, aby zachowa¢ odpowiedni¡

dokªadno±¢ rozwi¡zania przybli»onego. W niniejszym paragra�e przedstawiono kilka

sposobów uogólnienia funkcji bazowych na obszary o ksztaªcie wielok¡ta.

No±nikiem wszystkich, przedstawionych poni»ej funkcji bazowych jest obszar skªa-

daj¡cy si¦ z dwóch wielok¡tów P+ i P− o wspólnej kraw¦dzi e. Je»eli przyjmiemy, »e

wektor normalny do ne jest skierowany w kierunku obszaru P− wówczas f ·ne = 1.
Oznacza to, »e pr¡d przepªywa z obszaru P+ do obszaru P− (rysunek 4.8).

Z tego wynika, »e na mocy twierdzenia o dywergencji, ±rednia dywergencja po-

winna speªnia¢ zale»no±¢



Rysunek 2.5: Przykªadowy no±nik funkcji bazowej - dwa wielok¡ty

〈∇ · f〉P+ =
`

A+
(2.9)

〈∇ · f〉P− = −
`

A−
(2.10)

gdzie ` � dªugo±¢ kraw¦dzi e, A± � pole odpowiedniego wielok¡ta.

2.3.1 Funkcje bazowe Poissona-Neumanna

Jeden ze sposobów uogólnienia funkcji trójk¡tnych na obszary wielok¡tne przed-

stawiono w pracy [8]. Jako baz¦ do zde�niowania funkcji przyjmujemy: trzy wªasno±ci

analogiczne jak w przypadku RWG oraz jedn¡ dodatkow¡ wªasno±¢:

1. Skªadowa normalna na kraw¦dziach zewn¦trznych obszaru P+∪P− jest zerowa

2. Skªadowa normalna na kraw¦dzi e ma warto±¢ jeden i jest ci¡gªa. Wektor jest

skierowany z obszaru P+ w kierunku P−.

3. Dywergencja na obszarze poszczególnych trójk¡tów jest staªa

4. Funkcja jest polem wektorowym, bezwirowym

Równania (2.9) i (2.10) pozwalaj¡ wyznaczy¢ dywergencj¦ tak zde�niowanej funk-

cji bazowej



∇ · f(x) =


`
A+
, x ∈ P+

− `
A−
, x ∈ P−

0, x /∈ P+ ∪ P−
(2.11)

Poniewa» pole jest bezwirowe, na mocy twierdzenia Helmholtza na obszarze wie-

lok¡ta P± istnieje potencjaª K± taki, »e

f = ∇K± (2.12)

Zatem na mocy (2.11) oraz wªasno±ci 1 i 2 otrzymujemy nast¦puj¡cy problem

brzegowy

∇2K± = ± `

A±
(2.13)

∂K±(x)
∂n

=

 ±1, x ∈ e
0, x ∈ ∂P± \ e

Jest to równanie Poissona z warunkami brzegowymi Neumanna. St¡d nazwa tych

funkcji bazowych.

W pracy [8] sprowadzono powy»szy problem do równania caªkowego i przedsta-

wiono metod¦ obliczenia tak zde�niowanych funkcji bazowych.

2.3.2 Funkcje bazowe oparte o rozwi¡zania magnetostatyczne

Funkcje tego typu zostaªy opisane w pracy [12]. Sªu»¡ do modelowania przepªywu

pr¡du w pasku przewodz¡cym (rysunek 2.6) gdzie mamy jednoznacznie wyró»nione

dwie kraw¦dzie � wej±ciow¡ i wyj±ciow¡.

Istota obliczenia tych funkcji polega na znalezieniu rozkªadu pr¡du staªego, któ-

rego ¹ródªem jest jedna z kraw¦dzi, a zlewem inna. Nast¦pnie obliczone warto±ci s¡

mno»one przez funkcj¦ wagow¡. Jest ona tak okre±lona by zanika¢ liniowo wraz z



Rysunek 2.6: Funkcja oparta o rozwi¡zanie magnetostatyczne z zaznaczon¡ lini¡

pr¡du dla punktów x1 i x2

dªugo±ci¡ linii pr¡du, przyjmuj¡c warto±¢ jeden wspólnej kraw¦dzi, a zero na kraw¦-

dziach wej±ciowej i wyj±ciowej.

Zanim podamy ±cisª¡ de�nicj¦ funkcji bazowych musimy poczyni¢ pewne uwagi.

Jak zostaªo wcze±niej wspomniane funkcja bazowa jest okre±lona na dwóch wielok¡-

tach P+ i P− o wspólnej kraw¦dzi e. Wyró»nimy kraw¦d¹ e+ wielok¡ta P+, któr¡

pr¡d wpªywa, oraz kraw¦d¹ e− wielok¡ta P−, któr¡ wypªywa.

Na obu wielok¡tach szukamy rozkªadu pr¡du staªego J± = ∇φ±. Potencjaª φ±

jest rozwi¡zaniem problemu brzegowego

∇2φ± = 0 (2.14)

∂φ±(x)
∂n

=

 ±1, x ∈ e
0, x ∈ ∂P± \ (e ∪ e±)

φ±(x) = 0, x ∈ e±

Lini¡ pr¡du gx punktu x b¦dziemy nazywa¢ (wysycone) rozwi¡zanie problemu

pocz¡tkowego

g′x = J
±(gx), gx(0) = x, x ∈ P±



Istnienie i jednoznaczno±¢ linii pr¡du dla dowolnego punktu x nietrudno wykaza¢.

Funkcja zespolona f(x+jy) = Jx(x, y)+jJy(x, y) jest analityczna poniewa»∇·J = 0
oraz ∇ × J = 0. W zwi¡zku z tym f lokalnie speªnia warunek Lipschitza. Co za

tym idzie J tak»e lokalnie speªnia warunek Lipschitza. Zatem na mocy twierdzenia

Picarda�Lindeloefa rozwi¡zanie problemu pocz¡tkowego istnieje i jest jednoznaczne

[5].

Przez s±(x) oznaczymy dªugo±¢ linii pr¡du gx od punktu x do kraw¦dzi e±, a

przez `(x) caªkowit¡ dªugo±¢ linii pr¡du. Funkcj¦ bazow¡ de�niujemy w nast¦puj¡cy

sposób

f(x) =


s(x)
`(x)J

±(x), x ∈ P±

0, x /∈ P±
(2.15)

Funkcje zde�niowane w powy»szy sposób b¦dziemy nazywa¢ funkcjami magneto-

statycznymi. W przypadku takiej funkcji statyczny rozkªad pr¡du jest zmodulowany

w ten sposób aby zanika¢ liniowo wzdªu» linii pr¡du.

W celach diagnostycznych przebadana zostaªa równie» mody�kacja powy»szej

funkcji polegaj¡ca na tym, aby pro�l spadku byª nieliniowy. Funkcj¦ de�niujemy

wtedy zale»no±ci¡

f(x) =

 δ
(
s(x)
`(x)

)
J±(x), x ∈ P±

0, x /∈ P±
(2.16)

gdzie δ(t) jest funkcj¡ okre±laj¡c¡ pro�l spadku, speªniaj¡c¡ warunki δ(0) = 0 oraz

δ(1) = 1.

2.3.3 Generowanie funkcji magnetostatycznych

W pracy [12] zaprezentowano sposób generacji funkcji bazowych. Wykorzystano

pole magnetyczneH± przy powierzchni przewodnika, zwi¡zane w nast¦puj¡cy sposób

z rozkªadem pr¡du



J± = n×H± (2.17)

gdzie n � wektor normalny do powierzchni wielok¡ta.

Aby ustali¢ zwrot wektora normalnego rozªo»ymy brzeg wielok¡ta P± w nast¦-

puj¡cy sposób

∂P± = γ±0 ∪ e± ∪ γ±1 ∪ e (2.18)

gdzie γ±0 i γ±1 � ªamane ª¡cz¡ce wyró»nione kraw¦dzie. Orientacj¦ brzegu wybieramy

zgodnie z powy»sz¡ kolejno±ci¡. Zwrot wektora normalnego wybieramy tak, aby byª

on zgodny z orientacj¡ ∂P±.

Pole magnetyczne wyra»amy jako gradient potencjaªu H± = ∇ψ±. Jest on roz-

wi¡zaniem problemu brzegowego

∇2ψ± = 0 (2.19)

ψ±(x) =

 0, x ∈ γ0
±`, x ∈ γ1

∂ψ±(x)
∂n

= 0, x ∈ e ∪ e±

gdzie `± jest dªugo±ci¡ kraw¦dzi e±.

Problem ten, w odró»nieniu od (2.15), nie zawiera niejednorodnego warunku brze-

gowego Neumanna. Z tej przyczyny jest ªatwiejszy do rozwi¡zania za pomoc¡ metody

elementów sko«czonych. Ponadto linie ekwipotencjalne ψ± s¡ liniami pr¡du. Fakt ten

wykorzystano w algorytmie generowania funkcji bazowych [12].

Wyka»emy teraz, »e rozwi¡zuj¡c problem (2.20) dostajemy to samo rozwi¡zanie

co w przypadku (2.15). Zauwa»my, »e nast¦puj¡ce to»samo±ci wektorowo-ró»niczkowe

∇ · (f × g) = (∇× f) · g − f · (∇× g) (2.20)

∇× (f × g) = f(∇ · g)− g(∇ · f) (2.21)



Rysunek 2.7: Rozgaª¦zienie typu T � przykªad elementu trójwrotowego

implikuj¡ ∇ · J± = 0 oraz ∇× J± = 0 � na mocy zwi¡zku (2.17) pomi¦dzy pr¡dem

i polem magnetycznym.

Pozostaje sprawdzi¢ czy speªnione s¡ warunki brzegowe. Krzywe γ±0 i γ±1 s¡ ekwi-

potencjalne zatemH±⊥γ±0 ,H±⊥γ±1 . Poniewa»H±⊥J±, zatem skªadowa normalna

pr¡du na krzywych γ±0 i γ±1 jest zerowa. Zupeªnie odwrotnie jest na kraw¦dziach e i

e±. Pole magnetyczne jest do nich równolegªe wi¦c pr¡d J± jest prostopadªy.

2.3.4 Funkcje bazowe oparte o rozwi¡zania elektrostatyczne

Przedstawione powy»ej funkcje magnetostatyczne maj¡ dwie wady. Po pierwsze,

algorytm aproksymacji linii pr¡du jest czasochªonny. Po drugie, problematyczne jest

uogólnienie ich na przypadek elementów wielowrotowych.

Na rysunku 2.7 zostaª przedstawiony przykªadowy element wielowrotowy � roz-

gaª¦zienie typu T. Zaznaczono kierunki przepªywu pr¡du elektrycznego. Wyst¦puje

tutaj problem z okre±leniem warto±ci potencjaªu magnetostatycznego na kraw¦dzi γ.

Zaproponujemy nowy rodzaj funkcji bazowej. Przyjmijmy, »e mamy dwa wielo-

k¡ty P+ i P− o wspólnej kraw¦dzi e. Ka»dy wielok¡t posiada pewn¡ ilo±¢ wrót e±k .

Funkcj¦ bazow¡ okre±limy jako rozwi¡zanie równania Laplace'a wymno»one przez

potencjaª zmieniaj¡cy si¦ od warto±ci 1 do 0.



Stacjonarny rozkªad pr¡du znajdziemy jako gradient potencjaªu J± = ±∇φ±.
Potencjaª jest rozwi¡zaniem problemu brzegowego

∇2φ± = 0 (2.22)

φ±(x) =

 0, x ∈ e±k
1, x ∈ e

∂φ±(x)
∂n

= 0, x ∈ ∂P± \ e \ e±k

Funkcj¦ bazow¡ zde�niujemy jako powy»szy rozkªad pr¡du zmodulowany poten-

cjaªem φ±

f(x) =

 c±φ±(x)J±(x), x ∈ P±

0, x /∈ P±
(2.23)

gdzie wspóªczynniki wagowe c± s¡ dobrane tak aby skªadowa normalna na kraw¦dzi

e wynosiªa 1.

Funkcja bazowa zde�niowana w ten sposób ma jeszcze jedn¡, wa»n¡ zalet¦. Jej

dywergencja wyra»a si¦ prost¡ zale»no±ci¡ analityczn¡. Na mocy poni»szej to»samo±ci

wektorowo-ró»niczkowej [13]

∇ · (gf) = f · ∇g + g∇ · f (2.24)

dostajemy wzór

∇ · f(x) =

 ±c
±|J±(x)|2, x ∈ P±

0, x /∈ P±
(2.25)

Zde�niowane tutaj funkcje, dzi¦ki analogii do potencjaªu elektrostatycznego, b¦-

dziemy dalej nazywa¢ funkcjami opartymi o rozwi¡zania elektrostatyczne.



Rozdziaª 3

Analiza ukªadów w oparciu o funkcje

RWG

Celem niniejszej pracy byªo zaimplementowanie i przebadanie metody momentów

w analizie ukªadów mikropaskowych. Wykorzystujemy algorytm:

1. Dokonaj dyskretyzacji ukªadu (trójk¡ty lub wielok¡ty)

2. Oblicz warto±ci funkcji bazowych (potrzebne w pkt. 3)

3. Oblicz elementy macierzy impedancyjnej [Zkl]

4. Stwórz wektor [Vk] (pobudzenie ukªadu)

5. Rozwi¡» równanie [Zkl][Il] = [Vk]

6. Oblicz elementy macierzy rozproszenia lub impedancj¦ wej±ciow¡

Powy»szy algorytm jest stosowany w caªej pracy. Ró»nice pomi¦dzy zaprezento-

wanymi metodami przejawiaj¡ si¦ w punktach 2 i 3. Metoda obliczania elementów

macierzy musi by¢ dostosowana do rodzaju funkcji bazowych.

3.1 Analiza ukªadu przy pomocy funkcji RWG

Elementy macierzy impedancyjnej przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡cym wzorem
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Zkl =
∫
S
dS(x)

∫
S

[
jωµ0fk(x) · f l(x′)−

1
jωε0
∇ · fk(x)∇′ · f l(x′)

]
G(x,x′)dS(x′)

(3.1)

Ka»da z funkcji bazowych fk RWG jest niezerowa na obszarze skªadaj¡cym si¦ z

dwóch trójk¡tów (patrz rozdziaª 2) T+k i T−k . W zwi¡zku z tym obszary caªkowania

w powy»szym wzorze mo»na ograniczy¢ w nast¦puj¡cy sposób

Zkl =
∫
T+
k
∪T−
k

dS(x)
∫
T+
l
∪T−
l

[
jωµ0fk(x) · f l(x′) −

1
jωε0
∇ · fk(x)∇′ · f l(x′)

]
G(x,x′)dS(x′) (3.2)

Id¡c za [14] pierwsz¡ caªk¦ w powy»szym wzorze przybli»ymy w nast¦puj¡cy sposób

∫
T+
k
∪T−
k

I(x)dS(x) = A+k I(x
c+
k ) + A

−
k I(x

c−
k ) (3.3)

gdzie xc±k � ±rodek ci¦»ko±ci odpowiedniego trójk¡ta.

Zkl =
∫
T+
l
∪T−
l

[
jωµ0lk
2
ρc+k · f l(x′)−

lk
jωε0
∇′ · f l(x′)

]
G(xc+k ,x

′)dS(x′)+

∫
T+
l
∪T−
l

[
jωµ0lk
2
ρc−k · f l(x′) +

lk
jωε0
∇′ · f l(x′)

]
G(xc−k ,x

′)dS(x′) (3.4)

gdzie ρc±k = ρ
±
k (x

c±
k ) (patrz rozdziaª 2).

Numeryczne obliczenie powy»szych caªek jest utrudnione ze wzgl¦du na funkcj¦

Greena

G(x,x′) =
e−jk|x−x

′|

4π|x− x′|
(3.5)



Rysunek 3.1: Barycentryczny podziaª trójk¡ta

Widzimy, »e funkcja staje si¦ osobliwa dla x→ x′. Mo»na wykaza¢, »e osobliwo±¢ ta

jest caªkowalna. Co za tym idzie caªki we wzorze (3.4) s¡ zbie»ne.

W ksi¡»ce [11] zaproponowano przybli»on¡ metod¦ liczenia takich caªek, któ-

ra polega na tzw. barycentrycznym podziale trójk¡ta. Trójk¡tny obszar caªkowania

jest dzielony na dziewi¦¢ przystaj¡cych trójk¡tów, a funkcja podcaªkowa jest aprok-

symowana warto±ci¡ w ±rodku ci¦»ko±ci (patrz rysunek 3.1). Dostajemy wówczas

nast¦puj¡cy algorytm caªkowania

∫
T±
l

h(x)dS(x) =
A±l
9

9∑
i=1

h(xc±li ) (3.6)

Stosuj¡c go do wzoru (3.4) dostajemy praktyczne wyra»enie na elementy macierzy

impedancyjnej



Rysunek 3.2: Antena typu bowtie i jej triangulacja

Rysunek 3.3: Rozkªad pr¡du na antenie bowtie w zale»no±ci od polaryzacji fali

Zkl =
1
9

9∑
i=1

[
jωµ0`k`l
2
ρc+k · ρc+li −

`k`l
jωε0

]
G(xc+k ,x

c+
li )+

1
9

9∑
i=1

[
jωµ0`k`l
2
ρc−k · ρc+li +

`k`l
jωε0

]
G(xc−k ,x

c+
li ) + (3.7)

1
9

9∑
i=1

[
jωµ0`k`l
2
ρc+k · ρc−li −

`k`l
jωε0

]
G(xc−k ,x

c−
li ) + (3.8)

1
9

9∑
i=1

[
jωµ0`k`l
2
ρc−k · ρc−li +

`k`l
jωε0

]
G(xc−k ,x

c−
li ) (3.9)

Jako przykªad analizy elektromagnetycznej podamy obliczanie rozkªadu pr¡du

na antenie typu bowtie [11]. Ksztaªt anteny przedstawiono na rysunku 3.2. O±wie-



Rysunek 3.4: Sonda do pobudzania linii mikropaskowej

tlamy anten¦ monochromatyczn¡ fal¡ elektromagnetyczn¡. Rysunek 3.3 przedstawia

rozkªad pr¡du (amplitud¦) w zale»no±ci od polaryzacji fali.

3.2 Sposoby pobudzania ukªadów mikropaskowych

W przykªadzie przedstawionym powy»ej pobudzenie ukªadu nast¦puje poprzez

padaj¡c¡ fal¦ elektromagnetyczn¡. W przypadku ukªadów planarnych (mikropasko-

wych, paskowych, itp.) sprawa jest du»o bardziej skomplikowana. Potrzebne jest

zamodelowanie elementu aktywnego (substytut generatora napi¦cia), który wytwa-

rza odpowiedni rozkªad pr¡du i pozwala na jego przepªyw z groundplane'u do paska.

Poni»ej przedstawiono ró»ne sposoby pobudzania ukªadu wraz z wynikami symulacji.

3.2.1 Pobudzanie przy pomocy sondy

Metoda ta polega zostaªa wprowadzona w [11] do badania impedancji anten ªa-

towych. Polega ona na stworzeniu specjalnej sondy skªadaj¡cej si¦ z kilku trójk¡tów.

Fizycznie reprezentuje ona niesko«czenie cienki pasek idealnego przewodnika, ª¡cz¡cy



górn¡ warstw¦ ukªadu z groundplanem (patrz rysunek 3.4).

Aby pobudzi¢ taki ukªad wektor [Vk] musi mie¢ szczególn¡ posta¢. Zakªadamy,

»e padaj¡ce pole elektryczne ukªad szczelin¦, jest skupione w wybranej kraw¦dzi en

o wektorze normalnym nn

Ei(x) = V γn(x)nn (3.10)

gdzie V � napi¦cie [11]. γn jest dystrybucj¡ tak¡, »e

∫
S
fγndS =

∫
en
fdl (3.11)

dla ka»dej funkcji f .

Na mocy wzoru (3.11) dostajemy

Vn =
∫
S
Ei · fndS = V

∫
S
γnfn · nndS = V

∫
en
dl (3.12)

zatem

Vk =

 V `k, k = n

0, k 6= n
(3.13)

W bardzo podobny sposób modelujemy obci¡»enie ukªadu � tworzymy tak¡ sam¡

struktur¦ jak w przypadku pobudzenia ukªadu, a nast¦pnie mody�kujemy macierz

impedancyjn¡.

Sposób mody�kacji zostaª przedstawiony w [14]. Zaprezentujemy rozumowanie,

które prowadzi do tych wyników. Zapiszmy równanie dla m-tej kraw¦dzi

N∑
l=1

ZmlIl = 0 (3.14)



Je»eli przyjmiemy, »e dana kraw¦d¹ stanowi skupione obci¡»enie o impedancji

Z wówczas przepªywowi pr¡du towa»yszy napi¦cie V . Zgodnie z warunkami brze-

gowymi na powierzchni przewodnika (patrz rozdziaª 1), odpowiada to pojawieniu

si¦ napi¦cia −V stowa»yszonego z padaj¡cym polem elektrycznym. Dlatego mo»emy

napisa¢ równanie

N∑
l=1

ZmlIl = −V `n (3.15)

Korzystaj¡c z prawa Ohma V = ZI oraz korzystaj¡c z de�nicji g¦sto±ci liniowej

pr¡du I = Im`m otrzymujemy wyra»enie

N∑
l=1

ZmlIl = −ZIm`2m (3.16)

�atwo widzimy, »e wyj±ciowe równanie o postaci

N∑
l=1

Z ′mlIl = 0 (3.17)

b¦dzie speªnione gdy element diagonalny macierzy impedancyjnej zostanie zmieniony

w nast¦puj¡cy sposób

Z ′mm = Zmm + Z`
2
m (3.18)

Podsumowuj¡c. Równania (3.13) i (3.18) okre±laj¡ sposób w jaki nale»y uªo»y¢

ukªad równa« w celu zamodelowania ¹ródªa sygnaªu i obci¡»enia.

Przedstawiony powy»ej sposób pobudzania i obci¡»ania ukªadu zostaª przeba-

dany numerycznie. Rozwa»ono nast¦puj¡cy przykªad. Odcinek powietrznej linii mi-

kropaskowej o szeroko±ci W = 2.4mm, grubo±ci podªo»a h = 0.45mm i dªugo±ci

L = 36mm. Lini¦ obci¡»ono rzeczywist¡ impedancj¡ 50Ω. Ukªad pobudzono napi¦-

ciem V , a nast¦pnie obliczono impedancj¦ wej±ciow¡ posªuguj¡c si¦ wzorem



Zin =
V

In`n
(3.19)

gdzie n � indeks kraw¦dzi wej±ciowej

Wyniki przedstawiono na rysunku 3.5. Aby je poprawnie zinterpretowa¢ wyliczy-

my cz¦stotliwo±¢, na której L jest równe ¢wiartce dªugo±ci fali. Ze zwi¡zku pomi¦dzy

cz¦stotliwo±ci¡, a dªugo±ci¡ fali dostajemy f 1
4
= c
4L = 2.08GHz . Na cz¦stotliwo±ci

2f 1
4
impedancja wej±ciowa powinna by¢ równa obci¡»eniu (linia póªfalowa). Na ry-

sunku 3.5 widzimy, »e wynosi ona okoªo 25Ω. Niestety, ±wiadczy to negatywnie o tej

metodzie modelowania generatora i obci¡»enia.

3.2.2 Pobudzenie przy pomocy funkcji bazowej

Opracowano now¡ metod¦, aby przezwyci¦»y¢ wady poprzedniej. Polega ona na

wprowadzeniu dodatkowej funkcji bazowej. Na rysunku 3.6 zaznaczono dwa trójk¡ty,

które nie maj¡ wspólnej kraw¦dzi. De�niujemy funkcj¦ bazow¡ RWG, dokªadnie tak,

jakby trójk¡ty te byªy poª¡czone.

Nast¦pnie post¦pujemy wedªug algorytmu przedstawionego w poprzednim pa-

ragra�e. Mody�kujemy odpowiedni element macierzy impedancyjnej, w przypadku

realizacji obci¡»enia. Zmieniamy lew¡ stron¦ ukªadu równa«, gdy modelujemy ¹ródªo

sygnaªu.

Symulacje wykonano dla dwóch przypadków � z siatk¡ brzegow¡ i bez (patrz

rysunek 3.7). Wyniki symulacji � impedancj¦ wej±ciow¡ � przedstawiono na rysunku

3.8. Linia zostaªa zaprojektowana tak aby jej impedancja charakterystyczna wynosiªa

50Ω. Na podstawie rysunku 3.8 mo»emy oszacowa¢ impedancj¦ charakterystyczn¡

linii Z0 =
√
ZmaxZmin = 32Ω (przypadek bez siatki brzegowej). Widzimy pewn¡

niezgodno±¢ pomi¦dzy warto±ci¡ po»¡dan¡, a obliczon¡ na podstawie symulacji.

Sprawdzono czy powy»sze niezgodno±ci s¡ spowodowane dokªadno±ci¡ zastosowa-

nej metody caªkowania numerycznego. Wykorzystali±my dokªadniejsz¡ metod¦ obli-

czania elementów diagonalnych przedstawion¡ w [11] oraz [3]. Wyniki przedstawiono

na rysunku 3.9. Widzimy pewn¡ popraw¦, ale nadal nie jest to linia dobrze dopaso-

wana.



Rysunek 3.5: Wery�kacja poprawno±ci modelowania obci¡»enia i ¹ródªa sygnaªu

Rysunek 3.6: Rozª¡czne trójk¡ty sªu»¡ce do pobudzania ukªadu



Rysunek 3.7: Dyskretyzacja linii mikropaskowej; z siatk¡ brzegow¡ (góra) i bez

Przebadano zale»no±¢ impedancji charakterystycznej linii w zale»no±ci od grubo-

±ci podªo»a. Wyniki znajduj¡ si¦ w poni»szej tabeli. Zauwa»my, »e ró»nica pomi¦dzy

rzeczywist¡ warto±ci¡ impedancji, a obliczon¡ przez program jest, w du»ej mierze,

staªa i wynosi okoªo 13Ω.

grubo±¢ podªo»a [mm] 0.2 0.45 1.52 2.45

impedancja teoretyczna (patrz tekst) [Ω] 24.5 46.4 100.54 126.1

impedancja (niedokªadne caªkowanie) [Ω] 11.15 32.1 87.38 113.79

impedancja (dokªadne caªkowanie) [Ω] 13.29 35.7 92.4 119.03

Dokªadna warto±¢ impedancji charakterystycznej zostaªa obliczona przy pomocy

poni»szych zale»no±ci [1]

εe� =


εr+1
2 −

εr−1
2

[(
1 + 12 h

W

)− 12 − 0.04 (1− W
h

)2]
, W

L
< 1

εr+1
2 −

εr−1
2

(
1 + 12 h

W

)− 12 , W
L
 1

(3.20)

Z0 =


60√
εe�
ln
(
8 h
W
+ 0.25W

h

)
[Ω], W

L
< 1

120π√
εe�[Wh +1.393+ 23 ln(Wh +1.444)]

[Ω], W
L
 1

(3.21)



Rysunek 3.8: Impedancja wej±ciowa � wery�kacja modelu obci¡»enia i ¹ródªa sygnaªu

3.3 Algorytm obliczania potencjaªu

Przedstawimy algorytm liczenia napi¦cia pomi¦dzy paskiem a groundplanem.

Przyjmiemy, »e propagacja fali nast¦puje w kierunku z, a groundplane le»y w pªasz-

czy¹nie zx. Napi¦cie w przekroju z = z0 okre±lone jest nast¦puj¡c¡ zale»no±ci¡

V (z0) =
∫
Γz0
E · dl (3.22)

gdzie Γz0 � kontur le»¡cy w pªaszczy¹nie z = z0, ª¡cz¡cy groundplane z paskiem.

Pole elektryczne mo»emy wyrazi¢ poprzez potencjaª skalarny φ oraz wektorowy

A w nast¦puj¡cy sposób (patrz rozdziaª 1)

E = −∇φ− jωA (3.23)



Rysunek 3.9: Wpªyw dokªadno±ci caªkowania na uzyskane wyniki

Potencjaªy okre±lone s¡ wzorami

φ(x) =
1
ε0

∫
S
ρ(x′)G(x,x′)dS(x′) (3.24)

A(x) = µ0
∫
S
j(x′)G(x,x′)dS(x′) (3.25)

Mo»emy dobra¢ kontur Γz0 w ten sposób aby byª skierowany wzdªu» osi y. Poniewa»

wszystkie pr¡dy le»¡ w pªaszczy¹nie zx, nast¦puj¡ca caªka jest równa

∫
Γz0
A · dl = 0 (3.26)

st¡d



V (z0) = −
∫
Γz0
∇φ · dl (3.27)

Zatem dostajemy

V (z0) = φ(x1)− φ(x2) (3.28)

gdzie x1, x2 � punkty le»¡ce na groundplane i pasku (odpowiednio).

Potencjaª w punkcie x liczymy korzystaj¡c z barycentrycznego podziaªu trójk¡ta.

Wa»ne jest, aby punkt x nie le»aª w ±rodku ci¦»ko±ci którego± z maªych trójk¡tów.

Wyra»enie na potencjaª przedstawia si¦ nast¦puj¡co (patrz rozdziaª 1)

φ(x) = − 1
jωε0

∫
S
[∇′ · j(x′)]G(x,x′)dS(x′) (3.29)

G¦sto±¢ pr¡du rozwijamy wzgl¦dem funkcji bazowych

φ(x) = − 1
jωε0

N∑
k=1

Ik

∫
T+
k
∪T−
k

[∇′ · fk(x′)]G(x,x′)dS(x′) (3.30)

korzystaj¡c z wªasno±ci funkcji bazowych

φ(x) = − 1
jωε0

N∑
k=1

Ik

[
`k
A+k

∫
T+
k

G(x,x′)dS(x′)− `k
A−k

∫
T−
k

G(x,x′)dS(x′)
]

(3.31)

Po wykorzystaniu podziaªu barycentrycznego dostajemy ko«cowe wyra»enie na po-

tencjaª

φ(x) = − 1
jωε0

N∑
k=1

Ik`k
9

[ 9∑
i=1

G(x,xc+ki )−
9∑
i=1

G(x,xc−ki )
]

(3.32)



Rysunek 3.10: Rozkªad napi¦cia wzdªu» wspóªrz¦dnej x, wspóªrz¦dna y = −0.41mm

Zauwa»my, »e w powy»szym równaniu otrzymujemy warto±¢ ±∞ w momencie gdy

x = xc±ki . Obliczony w ten sposób potencjaª jest zatem obarczony du»ym bª¦dem.

Aby otrzyma¢ wiarygodny rozkªad potencjaªu (napi¦cia) trzeba precyzyjnie wybiera¢

punkty x. W zasadzie mo»liwe jest tylko zgrubne oszacowanie napi¦cia.

Potencjaª przyjmuje warto±ci zespolone, dlatego napi¦cie obliczamy korzystaj¡c

z poni»szego wzoru.

V = Re
{
[φ(x2)− φ(x1)]e−j arg[φ(x1)]

}
(3.33)

Przeprowadzono symulacj¦ dla linii mikropaskowej. Rozkªad napi¦cia wzdªu» linii

przedstawiono na rysunkach 3.10 i 3.11 (zadana cz¦stotliwo±¢ f = 6GHz ). Widzi-

my spore zafalowania, spowodowane omówionymi powy»ej bª¦dami numerycznymi.

Godne uwagi jest to, »e w zale»no±ci od wyboru wspóªrz¦dnej y otrzymujemy ró»ne

warto±ci napi¦cia.



Rysunek 3.11: Rozkªad napi¦cia wzdªu» wspóªrz¦dnej x, wspóªrz¦dna y = 0mm

Rysunek 3.12: Rozkªad napi¦cia wzdªu» wspóªrz¦dnej y, wspóªrz¦dna x = −19.3mm



Ksztaªt rozkªadu napi¦cia reprezentuje fal¦ stoj¡c¡, która powstaje w niedopaso-

wanej linii. Niestety ze wzgl¦du na bª¦dy numeryczne precyzyjne oszacowanie war-

to±ci napi¦¢ lub wspóªczynnika SWR nie jest mo»liwe.



Rozdziaª 4

Analiza oparta o funkcje wielok¡tne

W niniejszym rozdziale przedstawiono wyniki symulacji dla metody momentów

opartej o wielok¡tne funkcje bazowe. Podobnie jak w przypadku funkcji RWG post¦-

pujemy wedªug nast¦puj¡cego algorytmu:

1. Dokonaj dyskretyzacji ukªadu (trójk¡ty lub wielok¡ty)

2. Oblicz warto±ci funkcji bazowych, potrzebne w pkt. 3

3. Oblicz elementy macierzy impedancyjnej [Zkl]

4. Stwórz wektor [Vk] (pobudzenie ukªadu)

5. Rozwi¡» równanie [Zkl][Il] = [Vk]

6. Oblicz elementy macierzy rozproszenia lub impedancj¦ wej±ciow¡

Elementy macierzy impedancyjnej s¡ okre±lone ogólnym wzorem (patrz rozdziaª

1)

Zkl =
∫
S
dS(x)

∫
S

[
jωµ0fk(x) · f l(x′)−

1
jωε0
∇ · fk(x)∇′ · f l(x′)

]
G(x,x′)dS(x′)

(4.1)

Metoda obliczania powy»szych caªek musi by¢ dostosowana do rodzaju funkcji bazo-

wej.
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4.1 Algorytm oparty o prostok¡tne funkcje bazowe

Prostok¡tne funkcje bazowe przedstawiono w rozdziale 2. Maj¡ one w¦»szy zakres

zastosowa« ni» funkcje trójk¡tne, ale pozwalaj¡ na zmniejszenie wymiarów macierzy

impedancyjnej. Bardzo dobrze nadaj¡ si¦ do modelowania linii mikropaskowej. W

dalszej cz¦±ci przedstawiono wyniki symulacji dla linii z poprzedniego rozdziaªu.

Ka»da funkcja bazowa fk jest okre±lona na obszarze dwóch prostok¡tów R+k i R−k
(patrz rozdziaª 2). Ka»dy z tych prostok¡tów mo»emy podzieli¢ na dwa trójk¡ty

R±k =
2⋃
p=1

T±kp (4.2)

�rodek ci¦»ko±ci trójk¡ta T±kp oznaczymy x
c±
kp . Algorytm caªkowania b¦dzie analo-

giczny jak w przypadku funkcji RWG. Dlatego, dokonamy barycentrycznego podziaªu

wszystkich trójk¡tów. �rodki ci¦»ko±ci ka»dego z powstaªych trójk¡tów oznaczymy

xc±kpi.

Caªki we wzorze (4.1) dzielimy w nast¦puj¡cy sposób

∫
R+
k
∪R−
k

∫
R+
l
∪R−
l

=
2∑
p=1

2∑
q=1

[∫
T+
kq

∫
T+
lp

+
∫
T−
kq

∫
T+
lp

+
∫
T+
kq

∫
T−
lp

+
∫
T−
kq

∫
T−
lp

]
(4.3)

Caªki przybli»amy sko«czonymi sumami

∫
T±
kq

I(x)dS(x) = A±k I(x
c±
kq ) (4.4)

∫
T±
lp

h(x)dS(x) =
A±lp
9

9∑
i=1

h(xc±lpi) (4.5)

Ostatecznie, otrzymujemy wyra»enie na elementy macierzy impedancyjnej



Zkl =
2∑
p=1

2∑
q=1

`kq`lp
9

[ 9∑
i=1

[
jωµ0(ρc+kq · nkq)(ρc+lpi · nlp)(nkq · nlp)−

1
jωε0

]
G(xc+kq ,x

c+
lpi) +

9∑
i=1

[
jωµ0(ρc−kq · nkq)(ρc+lpi · nlp)(nkq · nlp) +

1
jωε0

]
G(xc−kq ,x

c+
lpi) +

9∑
i=1

[
jωµ0(ρc+kq · nkq)(ρc−lpi · nlp)(nkq · nlp) +

1
jωε0

]
G(xc+kq ,x

c−
lpi) +

9∑
i=1

[
jωµ0(ρc−kq · nkq)(ρc−lpi · nlp)(nkq · nlp)−

1
jωε0

]
G(xc−kq ,x

c−
lpi)
]
(4.6)

Przebadano przykªadow¡ lini¦ mikropaskow¡ z poprzedniego rozdziaªu. Wymia-

ry: szeroko±¢ W = 2.4mm, dªugo±¢ L = 36mm, grubo±¢ podªo»a h = 0.45mm.

Prostok¡ty zbudowano w oparciu o pary trójk¡tów (patrz rysunek 4.1).

Rysunek 4.2 przedstawia wyniki symulacji dla linii. Zaprezentowano cztery przy-

padki. Widzimy, »e wyniki symulacji s¡ zbie»ne. Oba przypadki z siatk¡ brzegow¡

pokrywaj¡ si¦ niemal idealnie na ni»szych cz¦stotliwo±ciach.

4.2 Algorytm oparty o wielok¡tne funkcje bazowe

Analizowany ukªad mikrofalowy jest dzielony na wielok¡ty. Jako kryterium po-

dziaªu nale»y przyj¡¢ zasad¦, »e ±rednica wielok¡ta jest mniejsza od 0.1λ. Z ka»d¡

par¡ s¡siaduj¡cych wielok¡tów jest skojarzona pewna funkcja bazowa fk.

W obr¦bie ka»dego wielok¡ta de�niujemy dwie siatki (patrz rysunek 4.3). Pierw-

sz¡ z nich nazywa¢ b¦dziemy siatk¡ wewn¦trzn¡. Sªu»y ona do rozwi¡zywania pro-

blemów brzegowych (patrz rozdziaª 2) i jest automatycznie generowana przez pakiet

PDE Toolbox programu MATLAB.

W oparciu o drug¡ siatk¦ � siatk¦ RWG � zostaª zaimplementowany algorytm

obliczania macierzy impedancyjnej. Zostaªa ona równie» wykorzystana do analizy

RWG przebadanych struktur. Takie podej±cie umo»liwiªo rzetelne porównanie wyni-

ków otrzymywanych z obu analiz.



Rysunek 4.1: Prostok¡ty tworzymy w oparciu o siatk¦ trójk¡tn¡

Rysunek 4.2: Wyniki symulacji ukªadu przy u»yciu funkcji prostok¡tnych � impedan-

cja wej±ciowa



Rysunek 4.3: Siatka wewn¦trzna (b) i siatka RWG (a) na planie przykªadowego wie-

lok¡ta

Pakiet PDE Toolbox rozwi¡zuje problem brzegowy metod¡ FEM. Wynikiem dzia-

ªania s¡ warto±ci potencjaªu okre±lone w w¦zªach siatki wewn¦trznej. Przykªadowy

wynik analizy przedstawiono na rysunku 4.4.

Nast¦pnie warto±ci potencjaªu s¡ interpolowane na w¦zªy siatki RWG przy po-

mocy funkcji tri2grid. Kolejnym krokiem jest obliczenie gradientu w ±rodku ci¦»ko±ci

ka»dego trójk¡ta siatki RWG. W tym celu wykorzystujemy algorytm przedstawiony

w [12]. Przykªadowe wyniki widzimy na rysunku 4.5.

W pracy [12] zostaª przedstawiony sposób obliczania funkcji moduluj¡cej gradient

potencjaªu. Po wymno»eniu gradientu przez funkcj¦ moduluj¡c¡ otrzymujemy gaª¡¹

funkcji bazowej. Wyniki mo»emy zaobserwowa¢ na rysunku 4.6.

Przedstawimy wyra»enie, z którego korzystamy do obliczania macierzy impedan-

cyjnej. Ka»dy z wielok¡tów P±k jest podzielony wedªug siatki RWG na L±k trójk¡tów

P±k =
L±
k⋃
p=1

T±kp (4.7)

Skonstruowano algorytm caªkowania, podobny do metody RWG. Ka»dy z trójk¡-

tów T±kp siatki RWG podzielono barycentrycznie na 9 trójk¡tów T±kpi. Rozumowanie



Rysunek 4.4: Przykªadowy wielok¡t z zaznaczon¡ siatk¡ trójk¡tn¡ i rozkªadem po-

tencjaªu magnetostatycznego

Rysunek 4.5: Magnetostatyczny rozkªad pr¡du w obszarze wielok¡ta



Rysunek 4.6: Gaª¡¹ wielok¡tnej funkcji bazowej

analogiczne jak w przypadku funkcji prostok¡tnych prowadzi do nast¦puj¡cego wy-

ra»enia

Zkl =
9∑
i=1

(K++i +K
+−
i +K

−+
i +K

−−
i ) (4.8)

gdzie oznaczono

Ksti =
Lsl∑
p=1

Ltk∑
q=1

AskqA
t
lp

9

[
jωµ0fk(x

s
kq) · f l(xtlpi) −

1
jωε0
∇ · fk(xskq)∇ · f l(xtlpi)

]
G(xskq,x

t
lpi) (4.9)

gdzie: s ∈ {+,−}, t ∈ {+,−}, A±kq � pole trójk¡ta T±kq, x±kq � ±rodek ci¦»ko±ci trójk¡ta
T±kq, x

±
kqi � ±rodek ci¦»ko±ci trójk¡ta T±kqi



Rysunek 4.7: Linie pr¡du w dostatecznie bliskim otoczeniu punktu x

4.2.1 Metoda obliczania dywergencji

We wzorze (4.1) wyst¦puje dywergencja funkcji bazowej. W pracy [12] przedsta-

wiono algorytm jej obliczania. Niestety jest on bardzo niedokªadny. Zaprezentujemy

dokªadniejszy algorytm obliczania dywergencji dla magnetostatycznej funkcji bazo-

wej.

Przypomnijmy, »e funkcja magnetostatyczna jest zde�niowana nast¦puj¡cym wzo-

rem

f(x) =


s(x)
`(x)J

±(x), x ∈ P±

0, x /∈ P±
(4.10)

gdzie: J± � rozwi¡zanie problemu brzegowego (rozkªad pr¡du), `(x) � dªugo±¢ linii

pr¡du, s(x) � odlegªo±¢ od wrót wej±ciowych (wzdªu» linii pr¡du).

Policzymy dywergencj¦ funkcji bazowej w punkcie x ∈ P±. Wprowad¹my pomoc-

niczy ukªad wspóªrz¦dnych (x′, y′) zaczepiony w punkcie x. Zwrot osi x′ ustalimy tak,

aby byª on zgodny z kierunkiem linii pr¡du. Policzymy strumie« Φ funkcji bazowej

przez kwadrat o ±rodku (0, 0) i wierzchoªkach (±∆x,±∆y). W odpowiednio maªym



otoczeniu x linie pr¡du s¡ równolegªe (patrz rysunek 4.7), wi¦c mo»emy napisa¢

przybli»on¡ równo±¢

Φ ≈
∫ (∆x,∆y)
(∆x,−∆y)

f · x̂′dl +
∫ (−∆x,∆y)
(−∆x,−∆y)

f · x̂′dl (4.11)

Funkcja przyjmuje w punktach (±∆x, 0) warto±ci

f(±∆x, 0) ≈ s(x)±∆x
`(x)

J±(x) (4.12)

Wyra»enia podcaªkowe w caªkach (4.11) mo»emy przybli»y¢ funkcj¡ staª¡. Dostajemy

wtedy

Φ ≈ 2|f(∆x, 0)|∆y − 2|f(−∆x, 0)|∆y (4.13)

Na mocy wzoru (4.12) dostajemy

Φ ≈ 4∆x∆y
`(x)

|J±(x)| (4.14)

czyli

Φ
4∆x∆y

≈ 1
`(x)
|J±(x)| (4.15)

dla (∆x,∆y)→ (0, 0) dostajemy wzór na dywergencj¦ w punkcie x

∇ · f(x) = 1
`(x)
|J±(x)| (4.16)



Dla funkcji o nieliniowym pro�lu spadku (patrz rozdziaª 2), analogiczne rozumowanie

prowadzi do nast¦puj¡cego wyniku

∇ · f(x) = 1
`(x)

δ′
(
s(x)
`(x)

)
|J±(x)| (4.17)

gdzie: s(x) � odlegªo±¢ od wrót liczona wzgl¦dem linii pr¡du, δ(t) � funkcja okre±la-

j¡ca pro�l spadku.

W [9] zauwa»ono zale»no±¢ pomi¦dzy staªo±ci¡ dywergencji czworok¡tnych funkcji

bazowych, a jako±ci¡ uzyskiwanych wyników. Jako miar¦ tego zjawiska wprowadzono

wspóªczynnik jako±ci Q

Q =
min{∇ · f(x) : x ∈ P±}
max{∇ · f(x) : x ∈ P±}

(4.18)

W [12] wykorzystano ten wspóªczynnik do badania jako±ci funkcji magnetostatycz-

nych. Dalej zwery�kujemy czy wyst¦puje przeªo»enie pomi¦dzy warto±ci¡ tego wspóª-

czynnika, a jako±ci¡ wyników.

Dla funkcji prostok¡tnej Q = 1 (dywergencja jest staªa). Algorytm zaprezento-

wany w [12] daje nam warto±¢ Q = 0.641. Natomiast, wedªug algorytmu przedsta-

wionego powy»ej Q = 1.0000. �wiadczy to o znacznej poprawie metody obliczania

dywergencji.

4.2.2 Analiza zagi¦cia linii mikropaskowej

Przeanalizowano zagi¦cie linii mikropaskowej przedstawione na rysunku 4.8. Ma-

teriaª podªo»owy ma wzgl¦dn¡ przenikalno±¢ εr = 1 oraz grubo±¢ h = 0.45mm. Ukªad

zostaª podzielony na wielok¡ty wedªug schematu na rysunku 4.8.

Do analizy wykorzystano, przedstawione w rozdziale 2, funkcje elektrostatyczne

i magnetostatyczne. Obliczono wspóªczynniki jako±ci dla najwi¦kszej z funkcji bazo-

wych (zagi¦ty element). Wspóªczynnik jako±ci dla funkcji magnetostatycznej wynosi

Q = 0.0432, natomiast dla elektrostatycznej jest równy Q = 0.0025. Widzimy, »e



Rysunek 4.8: Zagi¦cie linii mikropaskowej z zaznaczon¡ siatk¡ RWG oraz podziaªem

na wielok¡ty

funkcje magnetostatyczne bardzo dobrze odwzorowuj¡ wyniki uzyskane przy pomo-

cy analizy RWG.

Niestety, funkcje elektrostatyczne daj¡ mocno odbiegaj¡ce rezultaty. Mo»emy to

zaobserwowa¢ na rysunkach 4.9 i 4.10 Dla niskich cz¦stotliwo±ci, wspóªczynnik S21

przyjmuje warto±¢ wi¦ksz¡ od 0dB , co jest �zycznie niemo»liwe dla ukªadu pasyw-

nego.

Aby wykluczy¢ problemy z rozwi¡zywaniem ukªadu równa«, zbadano wspóª-

czynnik uwarunkowania macierzy impedancyjnej na cz¦stotliwo±ci f = 1GHz (na

najni»szych cz¦stotliwo±ciach przyjmuje on najwi¦ksz¡ warto±¢). Dla funkcji elek-

trostatycznych: cond(Z) = 2.4030 · 103, natomiast dla funkcji magnetostatycznych:

cond(Z) = 1.1311 · 103. Zatem zaistniaªa sytuacja wynika z tego, »e funkcje elektro-

statyczne ¹le odwzorowuj¡ rozkªad pr¡du elektrycznego.



Rysunek 4.9: Zagi¦cie linii mikropaskowej - wspóªczynnik S11

Rysunek 4.10: Zagi¦cie linii mikropaskowej - wspóªczynnik S21



Rysunek 4.11: Linia symetryczna z zaznaczon¡ siatk¡ RWG i podziaªem na wielok¡ty

4.2.3 Analiza zagi¦cia linii symetrycznej

Dodatkowo wykonano symulacj¦ ukªadu symetrycznego przedstawionego na ry-

sunku 4.11. Materiaª podªo»owy ma wzgl¦dn¡ przenikalno±¢ εr = 1 oraz grubo±¢

h = 0.45mm. Podziaª ukªadu na wielok¡ty przedstawiono na rysunku 4.11.

W przypadku metody RWG macierz impedancyjna ma wymiary 82 × 82, nato-
miast gdy zastosujemy funkcje wielok¡tne mamy 10 × 10. Macierz zostaªa zreduko-

wana o 88%.

Wyniki widzimy na rysunkach 4.12 oraz 4.13. Podobnie jak poprzednio obserwu-

jemy znaczne odst¦pstwa dla funkcji elektrostatycznych. Taki rezultat nie powinien

dziwi¢, poniewa» linia symetryczna jest równowa»na linii mikropaskowej o dwukrot-

nie mniejszej grubo±ci podªo»a (metoda obrazów).

Funkcje elektrostatyczne ró»ni¡ si¦ od magnetostatycznych pro�lem spadku (mo-

dulacj¡ pierwotnego rozkªadu pr¡du). W przypadku funkcji magnetostatycznych pro-

�l ten jest liniowy wzgl¦dem wspóªrz¦dnej liczonej wzdªu» linii pr¡du. Dla funkcji

elektrostatycznej pro�l jest nieliniowy i ró»ny w zale»no±ci od danej linii pr¡du.

Silna zale»no±¢ wyników od pro�lu spadku, zaobserwowana na przykªadzie funkcji

elektrostatycznych, jest niepokoj¡ca. Dlatego zwery�kowano zale»no±¢ wyników od

jego ksztaªtu.

Funkcja okre±laj¡ca pro�l (patrz rozdziaª 2) jest dana wzorem



Rysunek 4.12: Zagi¦cie linii symetrycznej - wspóªczynnik S11

Rysunek 4.13: Zagi¦cie linii symetrycznej - wspóªczynnik S21



Rysunek 4.14: Ksztaªt pro�lu funkcji bazowej (patrz tekst)

Rysunek 4.15: Ksztaªt pro�lu funkcji bazowej (patrz tekst)



Rysunek 4.16: Wspóªczynnik S21 dla ró»nych rz¦dów nieliniowo±ci

Rysunek 4.17: Wspóªczynnik S21 dla ró»nych rz¦dów nieliniowo±ci



δ(t) = tν (4.19)

gdzie: ν � rz¡d nieliniowo±ci. Na rysunkach 4.14 i 4.15 przedstawiono ksztaªty pro�li

badanych funkcji.

W poni»szej tabeli zamie±cili±my wspóªczynniki jako±ci Q i wspóªczynnik uwarun-

kowania macierzy impedancyjnej (f = 1GHz ) w zale»no±ci od rz¦du nieliniowo±ci.

Mo»emy zaobserwowa¢ niewielkie zmniejszanie si¦ wspóªczynnika wraz ze wzrostem

nieliniowo±ci pro�lu.

ν 0.9 0.95 1 1.05 1.1

Q 0.0431 0.0432 0.0432 0.0431 0.0430

cond(Z)[·103] 1.0696 1.1419 1.1314 1.1582 1.0971

Dla funkcji magnetostatycznych zale»no±¢ jest liniowa, wówczas rz¡d ν = 1. Wy-

niki symulacji przedstawiono na rysunkach 4.16 i 4.17. Obserwujemy bardzo siln¡

zale»no±¢ od warto±ci ν. Wyniki w sposób istotny odstaj¡ nawet dla niewielkich od-

chyªek wzgl¦dem funkcji magnetostatycznych. Przeprowadzono tak»e symulacj¦ dla

ν = 2. Otrzymane wyniki byªy zupeªnie inne ni» po»¡dane.

4.2.4 Analiza ±ci¦tego zagi¦cia linii symetrycznej

Dodatkowo przeanalizowano ±ci¦te zagi¦cie linii symetrycznej. Materiaª podªo»o-

wy ma wzgl¦dn¡ przenikalno±¢ εr = 1 oraz grubo±¢ h = 0.45mm. Geometria ukªadu

i sposób reprezentacji za pomoc¡ wielok¡tów przedstawiono na rysunku 4.18.

W przypadku metody RWG macierz impedancyjna ma wymiary 72 × 72, nato-
miast gdy zastosujemy funkcje wielok¡tne mamy 10 × 10. Macierz zostaªa zreduko-

wana o 86%.

Podobnie jak poprzednio obliczono wspóªczynnik jako±ci dla funkcji okre±lonej

na najwi¦kszym z wielok¡tów (zagi¦cie). W przypadku funkcji magnetostatycznych

Q = 0.1025, dla funkcji elektrostatycznych Q = 0.0672.

Wyniki symulacji widzimy na rysunkach 4.19 i 4.20. �ci¦cie linii spowodowaªo

pogorszenie dopasowania na niskich cz¦stotliwo±ciach. Obserwujemy te» polepszenie

dopasowania na wysokich cz¦stotliwo±ciach � czego nale»aªo si¦ spodziewa¢.



Rysunek 4.18: Zagi¦cie linii ±ci¦te pod k¡tem 45 st., przedstawiono siatk¦ RWG i

podziaª na wielok¡ty

Je±li chodzi o porównanie analiz widzimy, »e funkcje RWG i magnetostatycz-

ne daj¡ praktycznie takie same rezultaty (wida¢ to szczególnie dobrze na wykresie

wspóªczynnika S21). Znacz¡ce pogorszenie nast¡piªo dla funkcji elektrostatycznych,

jednak co jest godne uwagi, wyniki nie s¡ ju» nie�zyczne.

4.2.5 Analiza podwójnego zagi¦cia linii symetrycznej

Przeanalizowano podwójne zagi¦cie linii symetrycznej. Materiaª podªo»owy ma

wzgl¦dn¡ przenikalno±¢ εr = 1 oraz grubo±¢ h = 0.45mm. Geometri¦ przedstawiono

na rysunkach 4.21 i 4.22. Ilustruj¡ one dwa odmienne schematy podziaªu ukªadu

na wielok¡ty. Zostaªy rozpatrzone przypadki z dwoma maªymi wielok¡tami oraz z

jednym du»ym.

W przypadku metody RWG macierz impedancyjna ma wymiary 102×102, nato-
miast gdy zastosujemy funkcje wielok¡tne mamy 12×12 (dwa wielok¡ty) lub 10×10
(jeden wielok¡t). Macierz zostaªa zredukowana o 88% (91%).



Rysunek 4.19: �ci¦ta linia symetryczna - wspóªczynnik S11

Rysunek 4.20: �ci¦ta linia symetryczna - wspóªczynnik S21



Rysunek 4.21: Podwójne zagi¦cie linii � I schemat podziaªu na wielok¡ty

Rysunek 4.22: Podwójne zagi¦cie linii � II schemat podziaªu na wielok¡ty



Rysunek 4.23: Podwójne zagi¦cie linii, dwa wielok¡ty � wspóªczynnik S11

Rysunek 4.24: Podwójne zagi¦cie linii, dwa wielok¡ty � wspóªczynnik S21



Rysunek 4.25: Podwójne zagi¦cie linii, jeden wielok¡t � wspóªczynnik S11

Rysunek 4.26: Podwójne zagi¦cie linii, jeden wielok¡t � wspóªczynnik S21



Rysunek 4.27: Porównanie przypadków I i II � wspóªczynnik S11

Rysunek 4.28: Porównanie przypadków I i II � wspóªczynnik S21



Jeden wielok¡t Dwa wielok¡ty

Funkcje magnetostatyczne Q = 0.0802 Q = 0.0357

Funkcje elektrostatyczne Q = 0.0019 Q = 0.0058

Wyniki symulacji, dla ukªadu z pojedynczym wielok¡tem przedstawiono na ry-

sunkach 4.23 i 4.24. �rednica du»ego wielok¡ta wynosi 6.9mm, dlatego powy»ej cz¦-

stotliwo±ci 4.35GHz warunek l < λ
10 nie jest speªniony.

Dla maªych wielok¡tów warunek l < λ
10 jest speªniony w caªym pa±mie. Dokonu-

j¡c porównania z wynikami przedstawionymi na rysunkach 4.23 i 4.24, dochodzimy

do wniosku, »e dokªadniejsze wyniki uzyskujemy dla jednego, du»ego wielok¡ta. W

celu lepszej ilustracji tych wyników, na rysunkach 4.27 i 4.28 przedstawiono wspólne

wykresy.

Lepsze wyniki dla du»ego wielok¡ta mog¡ by¢ zaskakuj¡ce; zaistniaªe zjawisko

daje si¦ jednak wyja±ni¢. Podziaª zagi¦cia na wielok¡ty powoduje zaburzenie rozkªadu

pr¡du (sztywne warunki brzegowe). W przypadku jednego wielok¡ta funkcja bazowa

w lepszy sposób odwzorowuje rzeczywisty przepªyw pr¡du. Warto równie» podkre±li¢

korelacj¦ pomi¦dzy wspóªczynnikiem jako±ci, a uzyskanymi wynikami � im wi¦kszy

wspóªczynnik tym lepsza dokªadno±¢ wyników.

4.2.6 Podziaª ukªadu na wielok¡ty

Sztywne warunki brzegowe, wykorzystywane do de�niowania wielok¡tnych funk-

cji bazowych implikuj¡, »e linie pr¡du s¡ prostopadªe do wspólnej kraw¦dzi pomi¦dzy

dwoma wielok¡tami. W zwi¡zku z tym, podziaª ukªadu na wielok¡ty mo»e wydªu-

»y¢ lub skróci¢ drog¦ pr¡du elektrycznego, zaburzaj¡c w ten sposób rozwi¡zanie.

Ponadto, mo»e to mie¢ wpªyw na przesuni¦cie fazy.

Dwa ró»ne podziaªy ukªadu na wielok¡ty przedstawiono na rysunkach 4.29 oraz

4.30. Na rysunkach 4.31, 4.31 mo»emy zaobserwowa¢, »e wyniki najbardziej zbie»ne

z metod¡ RWG otrzymujemy, dla funkcji prostok¡tnych. Niemniej jednak, dla obu

analiz odchyªka nie jest istotnie du»a.

Przesuni¦cie fazy dla wspóªczynnika S21 widzimy na rysunku 4.33. Dla funkcji

prostok¡tnych otrzymujemy wi¦ksze przesuni¦cie. Jest to zaskakuj¡ce, gdy» w tym



Rysunek 4.29: Fragment symetrycznej linii dwupaskowej z siatk¡ RWG i podziaªem

na wielok¡ty � pierwszy przypadek

Rysunek 4.30: Fragment symetrycznej linii dwupaskowej z siatk¡ RWG i podziaªem

na wielok¡ty � drugi przypadek



Rysunek 4.31: Wyniki dla elementów prostok¡tnych i sko±nych � wspóªczynnik S11

Rysunek 4.32: Wyniki dla elementów prostok¡tnych i sko±nych � wspóªczynnik S21



Rysunek 4.33: Wyniki � elementy prostok¡tne i sko±ne; przesuni¦cie fazy S21

przypadku linie pr¡du s¡ krótsze. Ponadto opó¹nienie grupowe dla funkcji prosto-

k¡tnych jest wi¦ksze (silniejsze nachylenie charakterystyki).

Podobne analizy � przypadek funkcji czworok¡tnych � przeprowadzono w [9].

Zwrócono wówczas uwag¦ na korelacj¦ pomi¦dzy wspóªczynnikiem jako±ci, a dokªad-

no±ci¡ otrzymanych wyników. Rzeczywi±cie, dla funkcji prostok¡tnych Q = 1.0000.

Natomiast dla funkcji trapezoidalnych dostajemy Q = 0.0465



Podsumowanie

W niniejszej pracy:

• opisano metod¦ momentów

• wyprowadzono zale»no±ci opisuj¡ce elementy macierzy impedancyjnej

• przedstawiono ró»ne rodzaje funkcji bazowych

• zaproponowano nowy rodzaj funkcji bazowych (funkcje elektrostatyczne)

• zaproponowano metod¦ analizy ukªadów mikropaskowych

• zaproponowano metod¦ liczenia dywergencji

• zaimplementowano metod¦ opart¡ o funkcje prostok¡tne

• zaimplementowano metod¦ opart¡ o funkcje wielok¡tne

• przebadano wpªyw pro�lu funkcji bazowej na uzyskane wyniki

Metoda RWG wykorzystana w ksi¡»ce [11] do analizy anten zostaªa u»yta do

symulacji ukªadów mikropaskowych. Zachowanie otrzymanych wyników wskazaªo,

»e metoda dobrze odwzorowuje rezonanse w zwartej linii. Zaobserwowano pewne

niezgodno±ci w odwzorowaniu impedancji charakterystycznej linii wzgl¦dem spraw-

dzonych wzorów empirycznych. B¦dzie to wymaga¢ heurystycznej korekty otrzymy-

wanych wyników.

Zostaªy przeprowadzone symulacje, które potwierdziªy zasadno±¢ stosowania funk-

cji magnetostatycznych [12]. Zaproponowane funkcje elektrostatyczne nie zdaªy eg-

zaminu.
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Wykazano, »e nieliniowy pro�l funkcji bazowej powoduje pogorszenie otrzymywa-

nych wyników. Wyniki s¡ czuªe na rz¡d nieliniowo±ci. Godny podkre±lenia jest fakt,

»e obserwowane efekty nie s¡ skutkiem zªego uwarunkowania macierzy.

Potwierdzone zostaªy obserwacje z [9] � dla funkcji o czwok¡tnym no±niku istnieje

zale»no±¢ pomi¦dzy wspóªczynnikiem jako±ci, a dokªadno±ci¡ wyników. Dla funkcji

wielok¡tnych t¦ zale»no±¢ równie» mo»emy zauwa»y¢. Nale»y podkre±li¢, »e funkcje

elektrostatyczne daj¡ce sªabe rezultaty maj¡ du»o mniejszy wspóªczynnik Q.

Mimo wszystko, nie ma jednak jasnego przeªo»enia pomi¦dzy warto±ci¡ Q, a po-

prawno±ci¡ rezultatów analizy. Na przykªad dla funkcji elektrostatycznych (±ci¦te

zagi¦cie linii) Q = 0.0672, a dla funkcji magnetostatycznych (podwójne zagi¦cie li-

nii) Q = 0.0357. Mimo to, funkcje magnetostatyczne daj¡ lepsze wyniki.

Mo»liwe kierunki kontynuacji pracy

• uogólnienie sformuªowania metody na elementy 3D

• opracowanie dokªadnej metody caªkowania numerycznego

• opracowanie szybkiej metody wypeªniania macierzy impedancyjnej

• uogólnienie funkcji bazowych na elementy wielowrotowe
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