
Politechnika Gda«ska
Wydziaª Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej

Separacja równa« Diraca i Helmholtza w
zastosowaniu do problemów dyfrakcyjnych

Janusz Przewocki

Praca dyplomowa magisterska przygotowana w Katedrze Fizyki Atomowej i
Luminescencji pod kierunkiem prof. dr. hab. Radosªawa Szmytkowskiego

Gda«sk, lipiec 2010



O�WIADCZENIE AUTORA PRACY

�wiadomy/a odpowiedzialno±ci prawnej o±wiadczam, »e niniejsza praca dyplomowa
zostaªa napisana przeze mnie samodzielnie i nie zawiera tre±ci uzyskanych w sposób
niezgodny z obowi¡zuj¡cymi przepisami.

O±wiadczam równie», »e niniejsza wersja pracy jest identyczna z zaª¡czon¡ wersj¡
elektroniczn¡.

Data Podpis autora
............................................................... ...............................................................



Spis tre±ci

Spis symboli iv

Wst¦p v

1 Problem dyfrakcyjny z równaniem Helmholtza 1

2 Problem dyfrakcyjny z równaniem Diraca 6

Podsumowanie 21

A Funkcje specjalne 22
A.1 Funkcja gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
A.2 Funkcje Bessela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Bibliogra�a 25

iii



Spis symboli

f ′ � pochodna funkcji f jednej zmiennej
∂kf � pochodna cz¡stkowa funkcji f wzgl¦dem k-tej zmiennej
∂xf , ∂yf , ... � pochodne cz¡stkowe funkcji f wzgl¦dem zmiennych x, y, itd.
W (y1, y2;x) � W (y1, y2;x) := y1(x)y′2(x)− y′1(x)y2(x), wro«skian funkcji y1, y2

i � jednostka urojona
z∗ � sprz¦»enie zespolone liczby z
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Wst¦p

Uzasadnienie wyboru tematu
Równania Helmholtza i Diraca s¡ bardzo wa»nymi przykªadami równa« falowych

wyst¦puj¡cych w �zyce. Pierwsze z nich opisuje zachowanie monochromatycznej fali
klasycznej, drugie stanowi serce teorii ª¡cz¡cej mechanik¦ kwantow¡ ze szczególn¡
teori¡ wzgl¦dno±ci.

Równanie Helmholtza jest dobrze przebadane i znane jest wiele jego rozwi¡za«.
Wiadomo tak»e, co pokazano w niniejszej pracy, »e jest ono powi¡zane z równaniem
Diraca. Sugeruje to, »e problemy dyfrakcyjne powinny mie¢ analityczne rozwi¡za-
nia tak»e dla równania Diraca. Dlatego ich poszukiwanie jest ciekawym problemem
badawczym.

Stan bada«
Równanie Helmholtza byªo intensywnie badane w XIX wieku [2, 3]. Rozwi¡zanie

w postaci szeregu dla problemu dyfrakcji na póªpªaszczy¹nie zostaªo, w przypadku
dwuwymiarowym, znalezione przez H. Poincaré. A. Sommerfeld przedstawiª to roz-
wi¡zanie w postaci caªki, a ponadto rozwi¡zaª równie» problem dyfrakcji na klinie
[3, 6].

Badania tej problematyki byªy prowadzone tak»e w pó¹niejszych latach. Lamb
znalazª wyra»enia opisuj¡ce rozpraszanie fali na walcu parabolicznym [4]. Ostatnio
badane byªy tak»e problemy rozpraszania na póªpªaszczy¹nie impedancyjnej [5].

Równanie Diraca pojawiªo si¦ w latach 20. XX wieku i od tego czasu jego wªa-
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sno±ci i rozwi¡zania s¡ równie» intensywnie badane [8]. Jednak»e, zgodnie z moj¡
wiedz¡, problemy rozpraszania na póªpªaszczy¹nie dla równania Diraca nie byªy do-
t¡d rozwa»ane.

Zakres pracy
Z matematycznego punktu widzenia rozwi¡zanie problemu dyfrakcyjnego dla ¹ró-

dªa punktowego jest jednoznaczne z poszukiwaniem funkcji Greena dla pewnego pro-
blemu brzegowego. W niniejszej pracy znajduj¦ wyra»enie na funkcj¦ Greena dla
problemu brzegowego z równaniem Helmholtza (warunkami brzegowymi s¡: waru-
nek zerowania na póªprostej i warunek Sommerfelda w niesko«czono±ci). Nast¦pnie
rozwa»am analogiczny problem dla równania Diraca i znajduj¦ wyra»enie (w postaci
szeregu), b¦d¡ce macierz¡ Greena dla tego problemu.



Rozdziaª 1

Problem dyfrakcyjny z równaniem
Helmholtza

Zjawiska falowe pojawiaj¡ si¦ w wielu dziedzinach �zyki. Dotyczy to w szczegól-
no±ci: mechaniki, elektromagnetyzmu i ogólnej teorii wzgl¦dno±ci. Spo±ród wielu rów-
na«, które je opisuj¡, szczególne znaczenie ma niejednorodne równanie d'Alemberta

∇2ψ − ∂2
t ψ

v2
= φ, (1.1)

gdzie φ jest dan¡ funkcj¡ opisuj¡c¡ ¹ródªa fali, v jest staª¡, a ψ oznacza nieznan¡
wielko±¢ opisuj¡c¡ fal¦ (ci±nienie, odksztaªcenie, potencjaª elektromagnetyczny, itp.).

Opis zagadnienia zazwyczaj upraszcza si¦, zakªadaj¡c, »e wielko±ci maj¡ harmo-
niczn¡ zale»no±¢ od czasu (przypadek ten jest szczególnie istotny z �zycznego punktu
widzenia). Matematycznie oznacza to, »e:

1. wielko±ci ψ i φ s¡ zespolone (�zyczny sens maj¡ tylko Re(ψ) i Re(φ)),

2. ψ = ue−iωt, φ = fe−iωt, gdzie f i u s¡ wielko±ciami zespolonymi, a ω staª¡,
maj¡c¡ sens cz¦sto±ci koªowej.

Nietrudno sprawdzi¢, »e aby równanie d'Alemberta byªo speªnione, u i f musz¡ by¢
powi¡zanie równaniem

∇2u+ k2u = f, (1.2)

1



ROZDZIA� 1. PROBLEM DYFRAKCYJNY Z RÓWNANIEM HELMHOLTZA 2

gdzie k = ω/v. Równanie (1.2) jest nazywane niejednorodnym równaniem Helmholtza
i b¦dzie przedmiotem rozwa»a« niniejszego rozdziaªu.

Zajmiemy si¦ poszukiwaniem funkcji Greena dla nast¦puj¡cego zagadnienia:

∇2u+ k2u = 0, u : R2 → C, (1.3a)
u(x, y) = 0 dla y = 0, x  0, (1.3b)
u speªnia warunki Sommerfelda w niesko«czono±ci. (1.3c)

Innymi sªowy, b¦dziemy poszukiwa¢ funkcji G(x, y; x0, y0) speªniaj¡cej równanie

∇2G+ k2G = δ(2)(x− x0, y − y0) (1.4)

wraz z podanymi powy»ej warunkami brzegowymi. Dla prostoty w zapisie pomini¦to
zale»no±¢ G od (x, y;x0, y0).

Problem korzystnie jest zapisa¢, zamieniaj¡c wspóªrz¦dne kartezja«skie na bie-
gunowe. Równanie przyjmuje wówczas posta¢

∂2
rG+

1
r
∂rG+

1
r2
∂2
ϕG+ k2G =

δ(r − r0)
r

δ(ϕ− ϕ0), (1.5)

gdzie G jest funkcj¡ zmiennych (r, ϕ) oraz (r0, ϕ0), b¦d¡cych odpowiednio biegunow¡
reprezentacj¡ punktów (x, y) i (x0, y0). W równaniu (1.5) wykorzystano reprezentacj¦
biegunow¡ dwuwymiarowej delty Diraca. Warunki brzegowe przyjmuj¡ posta¢

G(r, 0; r0, ϕ0) = G(r, 2π; r0, ϕ0) = 0

G(r, ϕ; r0, ϕ0) = O

(
1√
r

)
, r →∞

∂rG(r, ϕ; r0, ϕ0)− ikG(r, ϕ; r0, ϕ0) = o

(
1√
r

)
, r →∞

jednorodnie ze wzgl¦du na ϕ.
Przyjmijmy, »e rozwi¡zanie G powy»szego problemu istnieje. Poniewa» G jest co

najmniej funkcj¡ ci¡gª¡, mo»na j¡ rozwin¡¢ w szereg Fouriera

G =
∞∑

n=1

an(r, r0, ϕ0) sin
nϕ

2
(1.6)

zbie»ny prawie wsz¦dzie.



ROZDZIA� 1. PROBLEM DYFRAKCYJNY Z RÓWNANIEM HELMHOLTZA 3

Przyjmuj¡c, »e szereg mo»na ró»niczkowa¢ i caªkowa¢ wyraz po wyrazie, mo»emy
znale¹¢ równanie speªniane przez an(r, r0, ϕ0). Wstawiaj¡c powy»szy szereg do (1.5),
wykonuj¡c ró»niczkowania, po uporz¡dkowaniu dostajemy

∞∑

l=1

[
a′′l +

1
r
a′l +

(
k2 − l2

4r2

)
al

]
sin

lϕ

2
=
δ(r − r0)

r
δ(ϕ− ϕ0), (1.7)

gdzie prim oznacza ró»niczkowanie wzgl¦dem zmiennej r. Maj¡c na uwadze
∫ 2π

0
sin

nϕ

2
sin

mϕ

2
dϕ = π(δm,n − δm,−n),

mno»ymy równanie (1.7) przez sin nϕ
2 i caªkujemy w granicach od 0 do 2π. Otrzymu-

jemy wtedy
a′′n +

1
r
a′n +

(
k2 − n2

4r2

)
an = sin

nϕ0

2
δ(r − r0)

πr
. (1.8)

Rozwi¡»emy powy»sze równanie z warunkiem zerowania si¦ w zerze i warunkiem
Sommerfelda w niesko«czono±ci. Je»eli y speªnia równanie niejednorodne y′′+p(x)y′+

q(x)y = f(x), mo»na j¡ wyrazi¢ poprzez dwa liniowo niezale»ne rozwi¡zania równania
jednorodnego y1, y2 w nast¦puj¡cy sposób [2]:

y(x) =
(
A−

∫ x y2(x′)f(x′)
W (y1, y2;x′)

dx′
)
y1(x) +

(
B +

∫ x y1(x′)f(x′)
W (y1, y2;x′)

dx′
)
y2(x), (1.9)

gdzie A, B s¡ staªymi wynikaj¡cymi z warunków brzegowych.
Wzór (1.9) wykorzystamy do rozwi¡zania równania (1.8). Widzimy, »e nale»y

przyj¡¢
f(r) = sin

nϕ0

2
δ(r − r0)

πr
. (1.10)

Zatem granice caªkowania we wzorze (1.9) mo»na dobra¢ tak, aby dla r 6= r0 co
najmniej jedna caªka byªa równa zero. Zatem

an =
(
A+

∫ ∞
r

y2(r′)f(r′)
W (y1, y2; r′)

dr′
)
y1(r) +

(
B +

∫ r

0

y1(r′)f(r′)
W (y1, y2; r′)

dr′
)
y2(r). (1.11)

Niech y1 i y2 speªniaj¡ odpowiednio warunek zerowania si¦ w zerze i warunek Som-
merfelda w niesko«czono±ci. Wówczas

an(0) = By2(0).
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Je»eli y2(0) 6= 0, warunki brzegowe wymagaj¡ B = 0 (gdy y2(0) = 0 rozwi¡zanie
problemu jest niejednoznaczne). Ponadto dla r > r0:

an = Ay1(r) + Cy2(r),

gdzie C jest staª¡ niezale»n¡ od r. Wi¦c, o ile y1 nie speªnia warunków Sommerfelda
w niesko«czono±ci, musi zachodzi¢ A = 0. Ostatecznie, wspóªczynnik an mo»emy
wyrazi¢ wzorem

an = y1(r)
∫ ∞
r

y2(r′)f(r′)
W (y1, y2; r′)

dr′ + y2(r)
∫ r

0

y1(r′)f(r′)
W (y1, y2; r′)

dr′. (1.12)

Równanie (1.8) jest uogólnion¡ postaci¡ równania Bessela, a podstawienie z = kr

sprowadza je do równania (A.5). Zatem, aby znale¹¢ rozwi¡zanie, mo»emy wzi¡¢
y1(r) = Jn/2(kr), y2(r) = H

(1)
n/2(kr). Wiemy, »e funkcja Hankela H(1)

n/2 speªnia waru-
nek Sommerfelda, natomiast Jn/2 zeruje si¦ w zerze (patrz Dodatek A), zatem y1

i y2 speªniaj¡ odpowiednio warunek zerowania w zerze i warunek Sommerfelda w
niesko«czono±ci.

Korzystaj¡c ze wzoru (1.12) otrzymujemy

an(r, r0, ϕ0) =





Jn/2(kr)
H

(1)
n/2(kr0)

W (y1, y2; r0)
1
πr0

sin
nϕ0

2
dla r < r0,

H
(1)
n/2(kr)

Jn/2(kr0)
W (y1, y2; r0)

1
πr0

sin
nϕ0

2
dla r > r0.

(1.13)

Wiedz¡c, »e
W (Jn/2, H

(1)
n/2; z) =

2i
πz
, (1.14)

nietrudno wykaza¢, i»
W (y1, y2; r) =

2i
πr
. (1.15)

Wspóªczynniki an wyra»aj¡ si¦ zatem wzorem

an(r, r0, ϕ0) =





1
2i
Jn/2(kr)H(1)

n/2(kr0) sin
nϕ0

2
dla r < r0,

1
2i
H

(1)
n/2(kr)Jn/2(kr0) sin

nϕ0

2
dla r > r0.

(1.16)
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Ostatecznie szukana funkcja Greena przyjmuje posta¢

G(r, ϕ; r0, ϕ0) =
1
2i

∞∑

n=1

Jn/2(kr<)H(1)
n/2(kr>) sin

nϕ0

2
sin

nϕ

2
, (1.17)

gdzie r< = min{r, r0}, r> = max{r, r0}.



Rozdziaª 2

Problem dyfrakcyjny z równaniem
Diraca

Równanie Diraca, opublikowane w roku 1928, jest relatywistycznym uogólnie-
niem równania Schrödingera. Stanowi ono podstaw¦ teorii ª¡cz¡cej ze sob¡ mechanik¦
kwantow¡ oraz szczególn¡ teori¦ wzgl¦dno±ci.

Z formalnego punktu widzenia jest to ukªad równa« ró»niczkowych cz¡stkowych
pierwszego rz¦du. W przypadku dwuwymiarowym niewiadom¡ jest wektor ψ =

(ψ1, ψ2)T , a równanie wygl¡da nast¦puj¡co
(
−i~cσx∂x − i~cσy∂y +mc2σz

)
ψ = Eψ, (2.1)

gdzie: ~ jest staª¡ Plancka, m jest staª¡ oznaczaj¡c¡ mas¦ cz¡stki, c jest pr¦dko±ci¡
±wiatªa, E jest staª¡ oznaczaj¡c¡ energi¦. Symbolami σx, σy, σz oznaczono macierze
Pauliego

σx =


 0 1

1 0


 , σy =


 0 −i
i 0


 , σz =


 1 0

0 −1


 .

Równanie (2.1) mo»na upro±ci¢, gdy» bez straty ogólno±ci mo»na wyeliminowa¢
staªe �zyczne:

(−iσx∂x − iσy∂y +mσz)ψ = Eψ. (2.2)

Aby pokaza¢ zwi¡zki mi¦dzy rozwi¡zaniami równania (2.1) a rozwi¡zaniami równania
(2.2), udowodnimy dwa lematy.

6
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Lemat 2.1 Niech ψm(x, y) oznacza rozwi¡zanie równania

(−iσx∂x − iσy∂y +mσz − E)ψ = f(~cx, ~cy) (2.3)

dla m ∈ R. Wówczas ψmc2( x~c ,
y
~c) jest rozwi¡zaniem równania

(
−i~cσx∂x − i~cσy∂y +mc2σz − E

)
ψ = f(x, y). (2.4)

Dowód.
(
−i~cσx∂x − i~cσy∂y +mc2σz − Eψ

)
ψmc2

(
x

~c
,
y

~c

)

=
(
−i~cσx∂x − i~cσy∂y

)
ψmc2

(
x

~c
,
y

~c

)
+
(
mc2σz − E

)
ψmc2

(
x

~c
,
y

~c

)

= −iσx∂1ψmc2
(
x

~c
,
y

~c

)
− iσy∂2ψmc2

(
x

~c
,
y

~c

)
+
(
mc2σz − Eψ

)
ψmc2

(
x

~c
,
y

~c

)

= f(x, y).

¤

Lemat 2.2 Je»eli Gm(x, y;x0, y0) jest funkcj¡ Greena równania (2.2) dla m ∈ R, to
1
~2c2

Gmc2

(
x
~c ,

y
~c ;

x0
~c ,

y0
~c

)
jest funkcj¡ Greena równania (2.1).

Dowód. Gm(x, y;x0, y0) jest funkcj¡ Greena, zatem dla ka»dego m ∈ R speªnia
równanie

(−iσx∂x − iσy∂y +mσz − E)Gm(x, y;x0, y0) = δ(2)(x− x0, y − y0).

Na podstawie Lematu 2.2 i wªasno±ci delty Diraca zachodzi

1
~2c2

(
−i~cσx∂x − i~cσy∂y +mc2σz − E

)
Gmc2

(
x

~c
,
y

~c
;
x0

~c
,
y0

~c

)

=
1
~2c2

δ(2)
(
x− x0

~c
,
y − y0

~c

)
= δ(2)

(
x− x0, y − y0

)
.

¤
W dalszym ci¡gu b¦dziemy wi¦c poszukiwa¢ funkcji Greena równania


 m− E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m− E




 ψ1

ψ2


 = 0, (2.5)
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które jest macierzowym zapisem (2.2). Zajmiemy si¦ problemem analogicznym do po-
stawionego w Rozdziale 1. Na rozwi¡zanie ψ = (ψ1, ψ2)T równania Diraca naªo»ymy
nast¦puj¡ce warunki brzegowe w niesko«czono±ci:

α+ψ1 − εβ+ψ2 = o

(
1√
r

)
, (2.6)

gdzie r jest odlegªo±ci¡ od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, natomiast

ε =

√
E −m
E +m

, α+ = β+(σx cosϕ+ σy sinϕ), β+ =
1
2

(σz + I), (2.7)

gdzie ϕ jest wspóªrz¦dn¡ k¡tow¡ w ukªadzie biegunowym. Warunki te s¡ �zycznym
odpowiednikiem skalarnych warunków Sommerfelda [7]. B¦dziemy je dalej nazywa¢
wektorowymi warunkami Sommerfelda.

Znajdziemy funkcj¦ Greena dla nast¦puj¡cego zagadnienia

 m− E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m− E




 ψ1

ψ2


 = 0, ψ1, ψ2 : R2 → C, (2.8a)

ψ1(x, y) = 0 dla y = 0, x  0, (2.8b)
(ψ1, ψ2)T speªnia wektorowy warunek Sommerfelda. (2.8c)

Rozwi¡zaniem problemu jest funkcja macierzowa

G(x, y; x0, y0) =


 G11(x, y;x0, y0) G12(x, y;x0, y0)

G21(x, y;x0, y0) G22(x, y;x0, y0)


 ,

speªniaj¡ca

 m− E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m− E




 G11 G12

G21 G22


 =


 1 0

0 1


 δ(2)(x− x0, y − y0), (2.9)

wraz z powy»szymi warunkami brzegowymi naªo»onymi na ka»d¡ z kolumn osobno.
W rozwi¡zaniu zagadnienia przydatny b¦dzie nast¦puj¡cy

Lemat 2.3 Je»eli ψ1, ψ2 ∈ C2
(
R2,C

)
, wówczas

−

 m+ E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m+ E




 m− E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m− E




 ψ1

ψ2




=


 ∇

2 + k2 0

0 ∇2 + k2




 ψ1

ψ2


 , (2.10)

gdzie k2 = E2 −m2.
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Dowód. Wykonuj¡c mno»enie, dostajemy

−

 m+ E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m+ E




 m− E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m− E




 ψ1

ψ2




= −

 m+ E −i∂x − ∂y
−i∂x + ∂y −m+ E




 (m− E)ψ1 − i∂xψ2 − ∂yψ2

−i∂xψ1 + ∂yψ1 − (m+ E)ψ2




=


 ∇

2ψ1 + k2ψ1 + i∂x∂yψ1 − i∂y∂xψ1

∇2ψ2 + k2ψ2 − i∂x∂yψ2 + i∂y∂xψ2


 .

Je»eli zastosujemy twierdzenie Schwarza, to pochodne mieszane zredukuj¡ si¦ i do-
staniemy tez¦ lematu. ¤

Równanie Diraca (2.9) mo»emy zapisa¢ we wspóªrz¦dnych biegunowych (r, ϕ):



m− E −ie−iϕ∂r − e−iϕ

r
∂ϕ

−ieiϕ∂r +
eiϕ

r
∂ϕ −m− E





 G11 G12

G21 G22




=


 1 0

0 1


 δ(r − r0)

r
δ(ϕ− ϕ0). (2.11)

Wracaj¡c do warunków brzegowych, zauwa»my, »e posªuguj¡c si¦ postaciami ma-
cierzy σx, σy, σz, wektorowy warunek Sommerfelda mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

−εψ1 + e−iϕψ2 = o

(
1√
r

)
. (2.12)

Biegunowa posta¢ równania Diraca pozwala nam sformuªowa¢ warunki, które musz¡
by¢ naªo»one na poszczególne skªadowe

ikψ1 − ∂rψ1 +
1
r
∂ϕψ1 = o

(
1√
r

)
, (2.13)

ikψ2 − ∂rψ2 +
1
r
∂ϕψ2 = o

(
1√
r

)
. (2.14)

Poniewa» poszukiwa¢ b¦dziemy rozwi¡za« postaci ∑ f(r)g(ϕ), warunkiem koniecz-
nym jest, aby funkcja f(r) speªniaªa skalarny warunek Sommerfelda. Tego te» b¦-
dziemy »¡da¢, poszukuj¡c rozwi¡zania.
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Wpierw zajmiemy si¦ poszukiwaniem skªadowych G11 i G21. Je»eli podziaªamy
na obie strony równania (2.11) operatorem

−




m+ E −ie−iϕ∂r − e−iϕ

r
∂ϕ

−ieiϕ∂r +
eiϕ

r
∂ϕ −m+ E



, (2.15)

pierwsza kolumna prawej strony równania przyjmie posta¢



−(m+ E)
δ(r − r0)

r
δ(ϕ− ϕ0)

ieiϕ
[
δ′(r − r0)

r
− δ(r − r0)

r2

]
δ(ϕ− ϕ0)− eiϕ δ(r − r0)

r2
δ′(ϕ− ϕ0)



.

Zatem G11 musi speªnia¢ równanie

(∇2 + k2)G11 = −(m+ E)
δ(r − r0)

r
δ(ϕ− ϕ0). (2.16)

Jest ona zatem rozwi¡zaniem problemu z Rozdziaªu 1 i wyra»a si¦ nast¦puj¡cym
wzorem:

G11 = −m+ E

2i

∞∑

n=1

Jn/2(kr<)H(1)
n/2(kr>) sin

nϕ0

2
sin

nϕ

2
. (2.17)

Posªuguj¡c si¦ wzorami Eulera, mo»emy napisa¢

G11 =
m+ E

4

∞∑

n=−∞
J|n|/2(kr<)H(1)

|n|/2(kr>) sin
nϕ0

2
einϕ/2. (2.18)

Nast¦pnie, posªuguj¡c si¦ równaniem Diraca (2.11), mo»emy wyliczy¢ G21. Dla r < r0

mamy

G21 =
ik

4

∞∑

n=−∞

[
−J ′|n|/2(kr) +

1
kr

n

2
J|n|/2(kr)

]
H

(1)
|n|/2(kr0) sin

nϕ0

2
ei(n+2)ϕ/2, (2.19)

natomiast dla r > r0:

G21 =
ik

4

∞∑

n=−∞

[
−H ′(1)

|n|/2(kr) +
1
kr

n

2
H

(1)
|n|/2(kr)

]
J|n|/2(kr0) sin

nϕ0

2
ei(n+2)ϕ/2. (2.20)
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Stosuj¡c relacj¦ (A.10) dla n > 0 oraz relacj¦ (A.11) dla n < 0, otrzymujemy
rozwi¡zanie

G21 =
ik

4





∞∑

n=1

[
J(n+2)/2(kr)ei(n+2)ϕ/2 + J(n−2)/2(kr)e−i(n−2)ϕ/2

]

×H(1)
n/2(kr0)sin

nϕ0

2
dla r < r0,

∞∑

n=1

[
H

(1)
(n+2)/2(kr)ei(n+2)ϕ/2 +H

(1)
(n−2)/2(kr)e−i(n−2)ϕ/2

]

×Jn/2(kr0)sin
nϕ0

2
dla r > r0.

(2.21)

Wyliczymy teraz skªadowe G12 i G22. W tym celu zauwa»my, »e je»eli podziaªamy
na obie strony równania (2.11) operatorem (2.15), to druga kolumna prawej strony
równania przyjmie posta¢




ie−iϕ
[
δ′(r − r0)

r
− δ(r − r0)

r2

]
δ(ϕ− ϕ0) +

e−iϕ

r2
δ(r − r0)δ′(ϕ− ϕ0)

−(E −m)
δ(r − r0)

r
δ(ϕ− ϕ0)



.

Zatem G12 musi speªnia¢ równanie

(∇2 + k2)G12 = ie−iϕ
[
δ′(r − r0)

r
− δ(r − r0)

r2

]
δ(ϕ− ϕ0) +

e−iϕ

r2
δ(r − r0)δ′(ϕ− ϕ0).

(2.22)
Podobnie jak w Rozdziale 1, b¦dziemy szuka¢ rozwi¡zania postaci

G12(r, ϕ; r0, ϕ0) =
∞∑

n=1

an(r, r0, ϕ0) sin
nϕ

2
; (2.23)

w dalszym ci¡gu, dla prostoty zapisu, pominiemy zale»no±¢ wspóªczynników an od
(r, r0, ϕ0). Zauwa»my, »e G12 takiej postaci automatycznie speªnia warunek zerowania
si¦ na póªprostej. Je»eli zaªo»ymy, »e powy»sze wyra»enie mo»na ró»niczkowa¢ wyraz
po wyrazie, to równanie (2.22) przyjmie posta¢

∞∑

n=1

[
a′′n +

1
r
a′n +

(
k2 − n2

4r2

)
an

]
sin

nϕ

2

= ie−iϕ
[
δ′(r − r0)

r
− δ(r − r0)

r2

]
δ(ϕ− ϕ0) +

e−iϕ

r2
δ(r − r0)δ′(ϕ− ϕ0), (2.24)
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gdzie prim po lewej stronie oznacza ró»niczkowanie wzgl¦dem zmiennej r. Je»eli
pomno»ymy powy»sze równanie przez sin n̂ϕ

2 i scaªkujemy w granicach [0, 2π], to (po
zamianie n̂ na n) otrzymamy

π

[
a′′n +

1
r
a′n +

(
k2 − n2

4r2

)
an

]
= i

δ′(r − r0)
r

e−iϕ0 sin
nϕ0

2

− n

2r2
δ(r − r0)e−iϕ0 cos

nϕ0

2
. (2.25)

Aby znale¹¢ an, wykorzystamy wzór (1.12). Wiedz¡c, »e an musi by¢ sko«czone w
zerze oraz powinno speªnia¢ warunek Sommerfelda w niesko«czono±ci, podobnie jak
w Rozdziale 1 przyjmujemy y1(r) = Jn/2(kr), y2(r) = H

(1)
n/2(kr). Natomiast z (2.25)

wynika, »e we wzorze (1.12) musimy przyj¡¢

f(r) =
1
π

[
i
δ′(r − r0)

r
e−iϕ0 sin

nϕ0

2
− n

2r2
δ(r − r0)e−iϕ0 cos

nϕ0

2

]
.

Po zastosowaniu wzorów Eulera dostajemy:

f(r) =
e−iϕ0

2π

[(
δ′(r − r0)

r
− n

2
δ(r − r0)

r2

)
einϕ0/2

−
(
δ′(r − r0)

r
+
n

2
δ(r − r0)

r2

)
e−inϕ0/2

]
.

Otrzymujemy st¡d, »e dla r < r0:

an =
k

4i
Jn/2(kr)

[
ei(n−2)ϕ0/2

(
−H ′(1)

n/2(kr0)− 1
kr0

n

2
H

(1)
n/2(kr0)

)

−e−i(n+2)ϕ0/2
(
−H ′(1)

n/2(kr0) +
1
kr0

n

2
H

(1)
n/2(kr0)

)]
,

(2.26)

natomiast dla r > r0:

an =
k

4i
H

(1)
n/2(kr0)

[
ei(n−2)ϕ0/2

(
−J ′n/2(kr0)− 1

kr0

n

2
Jn/2(kr0)

)

−e−i(n+2)ϕ0/2
(
−J ′n/2(kr0) +

1
kr0

n

2
Jn/2(kr0)

)]
.

(2.27)
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Stosuj¡c wzory (A.10) oraz (A.11), dostajemy ostatecznie rozwi¡zanie

G12 =
ik

4





∞∑

n=1

[
H

(1)
(n+2)/2(kr0)e−i(n+2)ϕ0/2 +H

(1)
(n−2)/2(kr0)ei(n−2)ϕ0/2

]

×Jn/2(kr)sin
nϕ

2
dla r < r0,

∞∑

n=1

[
J(n+2)/2(kr0)e−i(n+2)ϕ0/2 + J(n−2)/2(kr0)ei(n−2)ϕ0/2

]

×H(1)
n/2(kr)sin

nϕ

2
dla r > r0.

(2.28)

Znajdziemy teraz posta¢ G22. W tym celu zapiszemy G12 w skróconej formie

G12 =
ik

4

∞∑

n=1

bnZn/2 sin
nϕ

2
, (2.29)

gdzie:

Zn/2 =




Jn/2(kr) dla r < r0,

H
(1)
n/2(kr) dla r > r0,

(2.30)

bn =




H

(1)
(n+2)/2(kr0)e−i(n+2)ϕ0/2 +H

(1)
(n−2)/2(kr0)ei(n−2)ϕ0/2 dla r < r0,

J(n+2)/2(kr0)e−i(n+2)ϕ0/2 + J(n−2)/2(kr0)ei(n−2)ϕ0/2 dla r > r0.
(2.31)

Obliczamy pochodn¡ cz¡stkow¡

∂rG12 =

ik

4

[
δ(r − r0)

∞∑

n=1

[
lim
r→r+

0

(bnZn/2)− lim
r→r−0

(bnZn/2)
]

sin
nϕ

2
+ k

∞∑

n=1

bnZ̃n/2 sin
nϕ

2

]
,

(2.32)

gdzie

Z̃n/2 =




J ′n/2(kr) dla r < r0,

H
′(1)
n/2(kr) dla r > r0.

(2.33)

Mamy

lim
r→r+

0

(bnZn/2)− lim
r→r−0

(bnZn/2)

= ei(n−2)ϕ0/2
(
H

(1)
n/2(kr0)J(n−2)/2(kr0)− Jn/2(kr0)H(1)

(n−2)/2(kr0)
)

+ e−i(n+2)ϕ0/2
(
H

(1)
n/2(kr0)J(n+2)/2(kr0)− Jn/2(kr0)H(1)

(n+2)/2(kr0)
)
. (2.34)
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Je»eli skorzystamy z to»samo±ci (A.16), (A.17), dostaniemy wynik

lim
r→r+

0

(bnZn/2)− lim
r→r−0

(bnZn/2) = −ei(n−2)ϕ0/2 2i
πkr0

+ e−i(n+2)ϕ0/2 2i
πkr0

= − 2i
πkr0

e−iϕ0(einϕ0/2 − e−inϕ0/2) =
4

πkr0
e−iϕ0 sin

nϕ0

2
. (2.35)

Wiemy, »e
∞∑

n=1

sin
nϕ0

2
sin

nϕ

2
= πδ(ϕ− ϕ0), (2.36)

zatem
∞∑

n=1

[
lim
r→r+

0

(bnZn/2)− lim
r→r−0

(bnZn/2)
]

sin
nϕ

2
=
∞∑

n=1

4
πkr0

e−iϕ0 sin
nϕ0

2
sin

nϕ

2

=
4
kr0

e−iϕ0δ(ϕ− ϕ0), (2.37)

st¡d

∂rG12 =
ik

4

[
δ(r − r0)

4
kr0

e−iϕ0δ(ϕ− ϕ0) + k
∞∑

n=1

bnZ̃n/2 sin
nϕ

2

]
. (2.38)

Znajd¹my pochodn¡ cz¡stkow¡ wzgl¦dem ϕ:

∂ϕG12 =
ik

4

∞∑

n=1

n

2
bnZn/2 cos

nϕ

2
, (2.39)

zatem
(
−ieiϕ∂r +

eiϕ

r
∂ϕ

)
G12 =

δ(r − r0)
r

δ(ϕ− ϕ0) +
k2

4
eiϕ

∞∑

n=1

bnZ̃n/2 sin
nϕ

2

+
eiϕ

r

ik

4

∞∑

n=1

n

2
bnZn/2 cos

nϕ

2
. (2.40)

Korzystaj¡c z równania Diraca, widzimy, »e

(m+ E)G22 =
k2

4
eiϕ

∞∑

n=1

bnZ̃n/2 sin
nϕ

2
+
eiϕ

r

ik

4

∞∑

n=1

n

2
bnZn/2 cos

nϕ

2
. (2.41)
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Korzystaj¡c z wzorów Eulera, dostajemy

(m+ E)G22

=
k2

8i

[
eiϕ

∞∑

n=1

bnZ̃n/2(einϕ/2 − e−inϕ/2)− eiϕ

kr

∞∑

n=1

n

2
bnZn/2(einϕ/2 + e−inϕ/2)

]

=
k2

8i

[ ∞∑

n=1

bn
(
Z̃n/2 − 1

kr

n

2
Zn/2

)
ei(n+2)ϕ/2 +

∞∑

n=1

bn
(
−Z̃n/2 − 1

kr

n

2
Zn/2

)
e−i(n−2)ϕ/2

]
.

(2.42)
Na mocy relacji (A.10), (A.11) otrzymujemy ostateczny wynik

G22 =
m− E

8i





∞∑

n=1

[
H

(1)
(n+2)/2(kr0)e−i(n+2)ϕ0/2 +H

(1)
(n−2)/2(kr0)ei(n−2)ϕ0/2

]

×
[
J(n+2)/2(kr)ei(n+2)ϕ/2 + J(n−2)/2(kr)e−i(n−2)ϕ/2

]
dla r < r0,

∞∑

n=1

[
J(n+2)/2(kr0)e−i(n+2)ϕ0/2 + J(n−2)/2(kr0)ei(n−2)ϕ0/2

]

×
[
H

(1)
(n+2)/2(kr)ei(n+2)ϕ/2 +H

(1)
(n−2)/2(kr)e−i(n−2)ϕ/2

]
dla r > r0.

(2.43)
Podsumujmy. Je»eli skorzystamy z Lematu 2.2, macierz Greena dla równania

(2.1) przyjmie nast¦puj¡c¡ posta¢:

G11 = −mc
2 + E

2~2c2i

∞∑

n=1

Jn/2 (kr<)H(1)
n/2 (kr>) sin

nϕ0

2
sin

nϕ

2
. (2.44)

G21 =
ik

4~c





∞∑

n=1

[
J(n+2)/2 (kr) ei(n+2)ϕ/2 + J(n−2)/2 (kr) ei(2−n)ϕ/2

]

×H(1)
n/2 (kr0) sin

nϕ0

2
dla r < r0,

∞∑

n=1

[
H

(1)
(n+2)/2 (kr) ei(n+2)ϕ/2 +H

(1)
(n−2)/2 (kr) ei(2−n)ϕ/2

]

×Jn/2 (kr0) sin
nϕ0

2
dla r > r0.

(2.45)

G12 =
ik

4~c





∞∑

n=1

[
H

(1)
(n+2)/2 (kr0) e−i(n+2)ϕ0/2 +H

(1)
(n−2)/2 (kr0) ei(n−2)ϕ0/2

]

×Jn/2 (kr) sin
nϕ

2
dla r < r0,

∞∑

n=1

[
J(n+2)/2 (kr0) e−i(n+2)ϕ0/2 + J(n−2)/2 (kr0) ei(n−2)ϕ0/2

]

×H(1)
n/2 (kr) sin

nϕ

2
dla r > r0.

(2.46)
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G22 =

mc2 − E
8~2c2i





∞∑

n=1

[
H

(1)
(n+2)/2 (kr0) e−i(n+2)ϕ0/2 +H

(1)
(n−2)/2 (kr0) ei(n−2)ϕ0/2

]

×
[
J(n+2)/2 (kr) ei(n+2)ϕ/2 + J(n−2)/2 (kr) e−i(n−2)ϕ/2

]
dla r < r0,

∞∑

n=1

[
J(n+2)/2 (kr0) e−i(n+2)ϕ0/2 + J(n−2)/2 (kr0) ei(n−2)ϕ0/2

]

×
[
H

(1)
(n+2)/2 (kr) ei(n+2)ϕ/2 +H

(1)
(n−2)/2 (kr) e−i(n−2)ϕ/2

]
dla r > r0,

(2.47)

gdzie k2 = (E2 −m2c4)/~2c2.
Wykre±limy poszczególne skªadowe macierzy Greena dla pewnych warto±ci para-

metrów. Staªe �zyczne przyjmiemy ~ = 1, c = 1. Ponadto we¹miemy E = 12, m = 1

(zatem k = 11.96), x0 = y0 = 1.
W �zyce de�niuje si¦ dla cz¡stki opisanej wektorem (ψ1, ψ2) g¦sto±¢ ρ praw-

dopodobie«stwa znalezienia si¦ w danym punkcie oraz pr¡d prawdopodobie«stwa
~j = (j1, j2):

ρ := |ψ1|2 + |ψ2|2, (2.48)

j1 := 2Re(ψ∗1ψ2), (2.49)

j2 := 2Im(ψ∗1ψ2). (2.50)

Na Rysunkach: 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 wykre±lono odpowiednio g¦sto±¢ i pr¡d dla pierwszej
kolumny macierzy Greena oraz g¦sto±¢ i pr¡d dla drugiej kolumny macierzy Greena.
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Rysunek 2.1: Moduª skªadowejG11 macierzy Greena. Do oblicze« wzi¦to 120 wyrazów
szeregu.

Rysunek 2.2: Moduª skªadowejG21 macierzy Greena. Do oblicze« wzi¦to 150 wyrazów
szeregu.
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Rysunek 2.3: Moduª skªadowejG12 macierzy Greena. Do oblicze« wzi¦to 150 wyrazów
szeregu

Rysunek 2.4: Moduª skªadowejG22 macierzy Greena. Do oblicze« wzi¦to 300 wyrazów
szeregu.
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Rysunek 2.5: G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa dla pierwszej kolumny macierzy Greena

Rysunek 2.6: Pr¡d prawdopodobie«stwa dla pierwszej kolumny macierzy Greena
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Rysunek 2.7: G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa dla drugiej kolumny macierzy Greena

Rysunek 2.8: Pr¡d prawdopodobie«stwa dla drugiej kolumny macierzy Greena



Podsumowanie

W niniejszej pracy:

• Znaleziono funkcj¦ Greena dla problemu dyfrakcyjnego z równaniem Helmholt-
za

• Znaleziono macierz Greena dla problemu dyfrakcyjnego z równaniem Diraca

Mo»liwym kierunkiem rozwoju tej pracy mo»e by¢ opracowanie alternatywnej me-
tody poszukiwania funkcji Greena, na przykªad za pomoc¡ rozwini¦cia spektralnego
[2]. Ciekawym problemem badawczym mogªoby by¢ równie» rozwa»enie równania
Diraca z potencjaªem i znalezienie macierzy Greena dla tego przypadku.
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Dodatek A

Funkcje specjalne

Funkcjami specjalnymi nazywamy funkcje pojawiaj¡ce si¦ przy separacji rów-
na« ró»niczkowych �zyki matematycznej; przykªadem s¡ funkcje Bessela, funkcje
Legendre'a lub funkcje walca parabolicznego. Jednak cz¦sto terminem tym okre±la si¦
szersz¡ klas¦ funkcji przydatnych przy rozwi¡zywaniu równa« ró»niczkowych cz¡st-
kowych. W tym dodatku przedstawiono pokrótce de�nicje i podstawowe wªasno±ci
funkcji specjalnych pojawiaj¡cych si¦ w niniejszej pracy. Poni»sze wzory i zale»no±ci
mo»na znale¹¢ w [1].

A.1 Funkcja gamma
Funkcj¦ gamma de�niujemy wzorem

Γ(z) :=
∞∑

n=0

(−1)n

n!
1

z + n
+
∫ ∞

1
tz−1e−tdt, z ∈ C− {0,−1,−2, . . . }. (A.1)

Jest to funkcja meromor�czna z biegunami w punktach {0,−1,−2, . . . }. W przypad-
ku gdy Re(z) > 0, mo»na ten wzór zredukowa¢ do

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−tdt. (A.2)

22
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A.2 Funkcje Bessela
Funkcje Bessela to funkcje specjalne pojawiaj¡ce si¦ m.in. przy separacji rów-

nania Helmholtza we wspóªrz¦dnych cylindrycznych lub biegunowych. Funkcj¦ Jν ,
zde�niowan¡ wzorem

Jν(z) :=
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
z

2

)2k+ν

, (A.3)

nazywamy funkcj¡ Bessela pierwszego rodzaju rz¦du ν. Okre±la si¦ równie» funkcje
Bessela drugiego rodzaju:

Yν(z) := lim
α→ν

Jα(z) cos πα− J−α(z)
sin πα

. (A.4)

Obie powy»sze funkcje s¡ liniowo niezale»nymi rozwi¡zaniami równania Bessela

z2y′′(z) + zy′(z) +
(
z2 − ν2

)
y(z) = 0, (A.5)

a ich wro«skian wynosi
W (Jν , Yν ; z) =

2
πz
. (A.6)

�atwo zauwa»y¢, »e Jν i J−ν s¡ równie» par¡ rozwi¡za« równania Bessela. Dla ν
caªkowitych s¡ one zale»ne liniowo

J−n(z) = (−1)nJn(z). (A.7)

Natomiast dla rz¦dów poªówkowych zale»ne liniowo s¡ funkcje J−ν i Yν :

Yn+ 1
2
(z) = (−1)nJ−n− 1

2
(z). (A.8)

Je»eli symbolem Zν oznaczymy kombinacj¦ liniow¡ funkcji Bessela pierwszego i
drugiego rodzaju (staªe A i B s¡ niezale»ne od ν):

Zν(z) = AJν(z) +BYν(z), A,B ∈ C, (A.9)

wtedy Zν speªniaj¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

zZ ′ν(z) = νZν(z)− zZν+1(z), (A.10)
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zZ ′ν(z) = −νZν(z) + zZν−1(z). (A.11)

St¡d ªatwo mo»na wyprowadzi¢ trójwyrazow¡ zale»no±¢ rekurencyjn¡

2νZν(z)− zZν−1(z)− zZν+1(z) = 0, (A.12)

a tak»e prosty wzór okre±laj¡cy pochodn¡

Z ′ν(z) = Zν−1(z)− Zν+1(z). (A.13)

Zale»no±ci (A.10) i (A.11) daj¡ si¦ równie» zapisa¢ w postaci caªkowej:
∫
z−νZν(z)dz = −z−νZν+1(z) + const, (A.14)
∫
zνZν(z)dz = zνZν−1(z) + const. (A.15)

�atwo zauwa»y¢ tak»e, »e stosuj¡c relacje (A.10), (A.11) oraz wzór (A.6) otrzy-
mujemy:

Jν(z)Yν+1(z)− Jν+1(z)Yν(z) = − 2
πz
, (A.16)

Jν(z)Yν−1(z)− Jν−1(z)Yν(z) =
2
πz
. (A.17)

Czasem wygodnie jest posªu»y¢ si¦ innym zestawem rozwi¡za« równania (A.5).
Dlatego de�niuje si¦ funkcje:

H(1)
ν (z) = Jν(z) + iYν(z), (A.18)

H(2)
ν (z) = Jν(z)− iYν(z), (A.19)

zwane funkcjami Hankela. Istotn¡ wªasno±ci¡ funkcji H(1)
ν jest to, »e speªnia ona

warunek Sommerfelda ze staª¡ k = 1. Mianowicie:

H(1)
ν (x) = O

(
1√
x

)
, x→∞, (A.20)

∂xH
(1)
ν (x)− iH(1)

ν (x) = o

(
1√
x

)
, x→∞. (A.21)

Ponadto zachodz¡ relacje

Jν(z)H(1)
ν+1(z)− Jν+1(z)H(1)

ν (z) = − 2i
πz
, (A.22)

Jν(z)H(1)
ν−1(z)− Jν−1(z)H(1)

ν (z) =
2i
πz
, (A.23)

które mo»na ªatwo wyprowadzi¢ posªuguj¡c si¦ wzorami (??), (??).
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