Analiza danych w ubezpieczeniach majgtkowych

1. Sposréd wierzchotkéw graniastostupa prawidlowego tréjkatnego, ktérego wszystkie krawedzie maja diu-
gos¢ 1, wybieramy losowo 3 rézne wierzchotki. Obwdd otrzymanego tréjkata jest zmienng losowa X. Podaj
rozklad zmiennej losowej X.

2. Dany jest rozklad zmiennej losowej X

X=a;, |-1| 1] 2 |3
P(X=az) | 1/8 | 1/8|1/4 | ¢

1. Wyznacz warto$c¢ stalej c.

2. Oblicz P(X € (0,2]).

3. Oblicz warto$é¢ oczekiwang zmiennej losowej X.
4. Oblicz wariancje zmiennej losowej X.

3. Sprawdz, czy funkcja

jest gestoscia pewnej zmiennej losowe;j.

4. Dana jest gesto$¢ zmiennej losowej X

Wyznacz wartosé stalej c.

Oblicz i zaznacz na wykresie gestosci P(X € (2,4)).
Wyznacz dystrybuante F.

Oblicz P(X € (2,4)) za pomoca dystrybuanty.
Oblicz wartos$¢ oczekiwang zmiennej losowej X.

S W=

Oblicz wariancje zmiennej losowej X.

5. Dana jest dystrybuanta zmiennej losowej X

0, r <1,
F(z)={ &(x—-1)?2 1<az<5,
1, T > 5.

1. Oblicz P(X € (2,4)), korzystajac ze wzoru na dystrybuante.
2. Zaznacz na wykresie dystrybuanty prawdopodobienstwo otrzymane w punkcie 1.
3. Wyznacz gesto$¢ zmiennej losowej X.

6. Oblicz kwantyl rzedu 0.375 zmiennej losowej X o gestosci

[ z+3 2e€(0,1)
f(x){o, z ¢ (0,1)

7. Rozktad laczny pary zmiennych losowych dyskretnych X i Y zadany jest tabela
Y

X -21 0 1

0 0.1] 0 |02
2 02102103

1. Wyznacz rozklad brzegowy zmiennej losowej X.
2. Wyznacz rozktad brzegowy zmiennej losowej Y.
3. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
4. Oblicz kowariancje zmiennych losowych X, Y.
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8. Rozklad taczny pary zmiennych losowych dyskretnych X i Y zadany jest tabela
Y

X 0 2

-1 0.045 | 0.055
3 0.405 | 0.495

1. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
2. Oblicz kowariancje zmiennych losowych X, Y.

9. Dana jest gestos$é wektora losowego (X,Y)

3%y +y), ze€(0,1), ye(0,2),
f(x’y):{(g);( y+y) (t ), ¥y €(0,2)
, poza tym.
1. Wyznacz rozklad brzegowy zmiennej losowej X.
2. Wyznacz rozklad brzegowy zmiennej losowej Y.
3. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
10. Czy F jest o-ciatem podzbioréw 2?7 OdpowiedZ uzasadnij.
1. Q = {1’ 273}7 ]: = {@7 {1}5 {2a 3}) Q}
2. Q={1,2,3}, 7 ={0,{1}, {2}, {3}, }.
11. Czy
F=1{0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},... N}

jest o-cialem podzbioréw N7 OdpowiedZ uzasadnij.

12. Czy F jest o-cialem podzbioréw 2?7 Odpowiedz uzasadnij.
1. Q= R7 F= {®7 (Sa OO), (_007 5)v {5}7 Q}
2. Q=R, F={0,(5,00), (—00,5],Q}.

13. Niech 2 = {1,2,3,4,5,6}, A = {1,4}, B = {2}. Wyznacz o-cialo generowane przez zbiory A, B, tzn.
o(A, B).

14. Niech Q = R. Wyznacz o((—1,2), (5,6)).

15. Oblicz i zaznacz na wykresie mediane zmiennej losowej X o dystrybuancie

0, dla = <0, 0, dla z <0,
0.1, dla ze€][0,1), 0.1, dla ze€][0,1),

1. F(z)={ 0.2, dla z€ll,2), 2. F(z) =4 02, dla z€ll,2),
0.6, dla z¢€][2,3), 0.5, dla z€][2,3),
1, dla = > 3. 1, dla = > 3.

16. Zmienne losowe X i Y maja rozklad taczny dany w tabeli

Y
1| 2
X
-2 0 |2/6
0 1/6 | 1/6
3 0 |2/6

Wyznacz warunkows warto$é¢ oczekiwana E[Y|X].

17. Zmienne losowe X i Y majg rozktad taczny dany w tabeli
Y

0 2 4 5
X

1 01101704 ] 0
10 021 0 | 01|01

Wyznacz warunkowe wartosci oczekiwane E[X Y], E[Y]X].
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18. Niech 2 = [0, 1], P-miara Lebesgue’a na [0, 1].
Wyznacz E[f|F], jezeli f(z) = /x, F jest o—cialem generowanym przez zbiory 4; = [0, 1), As = [1,1].

19. Niech Q = [0, 1], P—-miara Lebesgue’a na [0, 1].
Wyznacz E[f|F], jezeli f(z) = x?, F jest o—cialem generowanym przez zbiory A; = [0,2), Ay = [2,1].

Elementy ekonomiki ubezpieczen
20. Pokaz, ze funkcja u(x) = —e~** dla ustalonego o > 0 spelnia wlasnosci funkcji uzytecznosci.

21. Pokaz, ze funkcja u(x) = =7 dla wszystkich z > 0 i ustalonego v € (0,1) spelnia wlasnosci funkcji
uzytecznosci.

22. Pokaz, ze funkcja u(z) = x — az? dla ustalonego o > 0 i wszystkich z < i spelnia wlasnosci funkcji
uzytecznosci.

23. Decydent postuguje sie funkcja uzytecznosci u(x) = —e~ %, gdzie o > 0 jest ustalone. Pokaz, ze
maksymalna cena ubezpieczenia, jaka decydent jest gotéw zaplaci¢ za pelne ubezpieczenie straty X, jest
réwna 1

h = = In(E[e*X)).

~ In(E[e))

24. Decydenta opisuje funkcja uzytecznosci u(z) = —e7 %% W zamian za swéj majatek moze on otrzymac
losowa kwote X o rozkladzie N(5,2) lub Y o rozkladzie N(6,2.5). Ktéra kwota bedzie preferowana przez
decydenta?

Wskazéwka: Jezeli X ~ N(m,s?), to E [eX] = ety
Odp. E[u(X)] = -1, E[u(Y)] ~ —3.5.

25. Decydenta opisuje funkcja uzytecznosci u(z) = \/x, x > 0. W zamian za sw6j majatek moze on otrzymaé
losows kwote X lub Y o rozktadach

X =z, | 400 | 900 Y =y | 100 | 1600
P(X =) | 05 | 0.5 PY =y;) | 06 | 04

Pokaz, ze dla decydenta kwota X jest korzystniejsza od kwoty Y. Wyznacz warto$¢ majatku w, przy ktorej
powinien odrzuci¢ oferte.

Odp. w < 625.

26. Decydent postuguje sie funkcja uzytecznosci u(r) = x — 0.0122, x < 50, posiadajac majatek w = 20.
Prawdopodobienstwo poniesienia szkody réwnej 10 wynosi 0.5, prawdopodobienstwo braku szkody wynosi
0.5. Oblicz maksymalna cene ubezpieczenia, jaka decydent jest gotéw zaplacié za pelne ubezpieczenie straty.

Odp. h =~ 5.36.

27. Zalézmy, ze strata X jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem A = 0.1. Rozwazmy

proporcjonalny kontrakt ubezpieczeniowy

I(z) = %:c

Zmajdz taka wielko$¢ udziatu wlasnego d, aby kontrakt typu stop—loss mial taka sama warto$é oczekiwang,
czyli
E[l4(X)] = E[I(X)].

Odp. d =101In2.
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Model ryzyka indywidualnego

28. Wyznacz warto$é¢ oczekiwang i wariancje zmiennej X = IB, jesli prawdopodobienistwo wystapienia
szkody wynosi 0.1, a zmienna losowa wysokosci szkody B przyjmuje wartos¢ 5 z prawdopodobienstwem 1.

Odp. EX = 0.5, Var X = 0.25.

29. Zmienna losowa wysokosci szkody B ma rozklad jednostajny na przedziale [0, 20]. Prawdopodobienistwo
wystapienia szkody wynosi 0.02.

1. Wyznacz warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej B.
2. Wyznacz wartos¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej I.

3. Wyznacz warto$¢ oczekiwana i wariancje wysokosci wyplaty X = IB.
Odp. EB = 0.5, Var B =0.25, EI = 0.05, Var I = 0.0475, E X = 0.025, Var X = 0.024375.

30. Zmienna losowa wysokosci szkody B ma rozklad wykladniczy z parametrem 2. Prawdopodobienstwo
wystapienia szkody wynosi 0.05.

1. Wyznacz warto$¢ oczekiwana i wariancje zmiennej losowej B.
2. Wyznacz wartos¢ oczekiwana i wariancje zmiennej losowej 1.

3. Wyznacz wartos¢ oczekiwang i wariancje wysokosci wyplaty X = IB.

31. Portfel zawiera 100 niezaleznych ryzyk X;,..., X100, kazde generujace co najwyzej jedna szkode.
Ryzyka X1, ..., Xgo generuja szkode rowna 2 z prawdopodobienstwem 0.05, a ryzyka Xsi, ..., X100 generuja
szkode réowna 5 z prawdopodobienistwem 0.01. Wyznacz warto$¢ oczekiwana i wariancje lacznej wartosci
szkdéd w tym portfelu.

Odp. ES =9, Var § = 20.15.

32. Portfel zawiera 50 niezaleznych ryzyk Xi, ..., X509, kazde generujace co najwyzej jedna szkode.

Ryzyka Xi,..., X5 generuja szkode réwna 1 z prawdopodobienstwem 0.1, ryzyka X, . .., X40 generuja szkode
réwng 2 z prawdopodobienstwem 0.05, a ryzyka Xyi, ..., X50 generuja szkode réwna 5 z prawdopodobien-
stwem 0.05. Wyznacz warto$é¢ oczekiwana i wariancje tacznej wartosci szkéd w tym portfelu.

33. Portfel zawiera cztery niezalezne ryzyka Xi, Xo, X3, X4, kazde generujace co najwyzej jedna szkode.
Prawdopodobienstwo wystapienia szkody to odpowiednio 0.02, 0.03, 0.05, 0.1. Zmienna losowa wysokosci
szkody B ma rozklad jednostajny na przedziale [0,10]. Wyznacz warto$é oczekiwang i wariancje lacznej
wartosci szkod w tym portfelu.

Odp. ES =1, Var S = 6.3217.

34. Portfel zawiera trzy niezalezne ryzyka X7, Xo, X3, kazde generujace co najwyzej jedna szkode. Praw-
dopodobienstwo wystapienia szkody to odpowiednio 0.01, 0.05, 0.08. Zmienna losowa wysokosci szkody B
ma rozklad wykladniczy z parametrem 2. Wyznacz warto$¢ oczekiwang i wariancje tacznej wartosci szkod w
tym portfelu.

35. Portfel zawiera trzy niezalezne ryzyka X1, Xs, X3, kazde generujace co najwyzej jedna szkode. Prawdo-
podobienstwo wystapienia szkody to odpowiednio 0.05, 0.1, 0.15. Zmienna losowa wysokosci szkody B ma
rozklad Poissona z parametrem 3. Wyznacz warto$¢ oczekiwang i wariancje tacznej wartosci szkéd w tym
portfelu.
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Sploty

36. Dwa niezalezne ryzyka majg rozmiary szkéd podane w tabeli

i 0 1 2 3 4 i 1|35
P(X;=14) | 2/10 | 1/10 | 3/10 | 1/10 | 3/10 | | P(Xo=4) | 2/5 | 1/5 | 2/5

Wyznacz rozklad zmiennej S = X7 + Xo.
37. Trzy niezalezne ryzyka maja rozmiary szkéd podane w tabeli

i 0 1 2 3
P(Xy=14)|03]02|04]0.1
P(Xy=4)|06]01|03]| 0
P(X3=4)(04]02| 0 |04

Wyznacz rozklad zmiennej S = X; + Xo + X3.

s 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Odp.: | fs,(s) | 018 | 015 | 035 | 0.16 | 0.13 | 0.03 - - —
fs(s) | 0.072 | 0.096 | 0.170 | 0.206 | 0.144 | 0.178 | 0.070 | 0.052 | 0.012

38. Wyznacz rozklad zmiennej S = X7 + X5 + X3, jezeli niezalezne ryzyka maja rozmiary szkéd podane w
tabeli.

s 0 1 2 3 4 )

fis) |04 ]03]02)01] 0 | 0

fa(s) [ 050201 01]01] 0

fs(s) |06 0 [01]01]01]01

s | fi(s) | fa(s) | f3(s) | fPs) | fBs) | Fils) | FP(s) | FO)(s)
0 0.4 0.5 0.6 0.20 0.120 0.4 0.20 0.120
1 0.3 0.2 0.0 0.23 0.138 0.7 0.43 0.258
2 0.2 0.1 0.1 0.20 0.140 0.9 0.63 0.398
3 0.1 0.1 0.1 0.16 0.139 1.0 0.79 0.537
4 0.1 0.1 0.11 0.129 1.0 0.90 0.666
Odp.: 5 0.1 0.06 0.115 1.0 0.96 0.781
6 0.03 0.088 1.0 0.99 0.869
7 0.01 0.059 1.0 1.00 0.928
8 0.036 1.0 1.00 0.964
9 0.021 1.0 1.00 0.985
10 0.010 1.0 1.00 0.995
11 0.004 1.0 1.00 0.999
12 0.001 1.0 1.00 1.000

39. Uzupelnij ponizszy kod tak, aby uzyska¢ rozklad zmiennej S z zadania 37.

install.packages ("SuppDists")
library ("SuppDists")
install.packages ("kSamples")
library ("kSamples")
x1=¢(0,1,2,3)
p1=¢(0.3,0.2,0.4,0.1)
x2=c(0,1,2,3)
p2=c(0.6,0.1,0.3,0)
conv(xl,pl,x2,p2)
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Sploty (cd.)

40. Wyznacz dystrybuante Fs zmiennej losowej S = X +Y, gdy dana jest dystrybuanta Fx zmiennej losowej
ciaglej X i gestosé¢ fy zmiennej losowej ciaglej Y:

9 @< L 0<y<4 1
=¢ 1 < = 4 ’ =_.
1. Fx (ZIJ) 3L, 0<z <3, fY(y) { 0 W przec. przyp. 4 1(074) (y)
1, z>3
0, x < 0, 1
5 O<y<?2 1
={ 1 < ={ 2 ’ = . .
2. Fx(x) 3z, 0<x<3, Iy () { 0w przec. prayp. 5 1(0,2)(y)
1, z >3
0 dla s <0,
%%52 ‘ dla s € [0,3),
Odp.: 1. Fs(s)= 35— 32 dla s € [3,4),
—s"+ Ss— 2 dla s€[4,7),
1 - - dla s> 7.
0 dla s <0,
#52 dla s €0,2),
Odp.: 2. Fg(s)= z(s—1) dla s € [2,3),
7%52 + %s — % dla s € [3,5),
1 dla s > 5.
41. Wyznacz gestos¢ sumy niezaleznych zmiennych losowych X; i X5 o gestosciach
[ 2e7%®  dla x>0, [ 1 da ze]0,1],
fl(x){ 0 dla z <0, fg(x){ 0 dla z¢]/0,1].

—2s/ 2min{s,1} _ o
Corale) — e (e —1) dla s>0,
Odp.: fs(s) = { 0 dla s < 0.

42." Wyznacz dystrybuante zmiennej losowej S = X; 4+ X+ X3, gdzie X1, X2, X3 s3 niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozkladzie o dystrybuancie

0 dla z<0,
F(z)=< =z dla z€]0,1),
1 dla z>1.
0 dla s <0,
1 dla s €[0,1),
Odp.: Fs(s) = %(s” —3(s— 1)) dla s € [1,2),
58 =3(s=1)°+3(s—2)°%) dla s€[2,3),
] dla s> 3.

43." Wyznacz gestoéé zmiennej losowej S = X, + Xy + X3, gdzie X1, Xy, X3 s3 niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadach wykladniczych: Xy ~ E(1), X2 ~ E(2), X3 ~ E(3).

Odp.: fs(x) =3e % —6e 2% +3e 3%, z>0.

44. Pokaz, ze suma dwoch niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozkladzie normalnym N(0, 1)
ma rozklad N(0,2).

b\? b2
Wskazowka: y2 —by+c= (y — 2) - +e.

IN.L. Bowers, H.U. Gerber, J.C. Hickman, D.A. Jones, C.J. Nesbitt, Actuarial mathematics, 1997.



Analiza danych w ubezpieczeniach majgtkowych

Funkcje tworzace prawdopodobienstwa, momenty, kumulanty

45. Wyznacz funkcje tworzaca prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej X o rozkladzie

1. atomowym skupionym w punktach 1,2,...,n z prawdopodobienstwami py,ps, ..., Pn,
2. dwumianowym X ~ Bin(n,p),
3. Poissona X ~ Poi()\).

46. Korzystajac z funkcji tworzacej prawdopodobienistwa, wyznacz rozklad S = X; + X5 dla zmiennych
losowych X7, X5 o rozktadach

i 2 | 3|5 i 0| 1
P(X,=1) | 3/8 | 3/8 | 2/8 P(Xo=1) | 2/5 | 3/5

47. Wyznacz funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowej X o rozkladzie

1. P(X =a) =05, P(X =b) =05, a#b

2. dwumianowym X ~ Bin(n,p), Odp.: Mx(t) = (1—p+peh),

3. Poissona X ~ POi(/\), Odp.: Mx(t) = exp(A(et — 1)), teR,
4. geometrycznym X ~ Geo(p), Odp.: Mx(t) = lf‘(;f ,

5. jednostajnym X ~ Ul(a,b), Odp.: Mx(t) = ﬁ ,

48. Korzystajac z funkcji tworzacej momenty, oblicz E[X], E[X?], E[X3], E[(X —E[X])?] dlazmiennych
losowych z zadania 47.

49. Korzystajac z funkcji tworzacej momenty, wyznacz rozklad S = X; + X5 + X3 dla niezaleznych
zmiennych losowych X, X2, X3 o rozkladach wykladniczych X; ~ E(1), X2 ~ E(2), X3 ~ E(3).

50. Wyznacz kumulanty rozkladu
1. N(,u,a2) Odp.: c1.x =, cax =02, cpx =0,k >2
2. POZ()\) Odp.: cpx =X\ k=1,2,...

51. Za pomoca kumulant oblicz sko$nos¢ i kurtoze zmiennej losowej
1. X ~ Poi()),
2. S=X1+ Xo+ X3, gdy X1 ~ Poi(l), X5~ Poi(2), X3 ~ Poi(3), X1, Xs, X3 - niezalezne.

‘)L’Ti 1

. 2N
Odp.: 1. »7\ G

>|=
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Aproksymacje

52. Ubezpieczyciel posiada w portfelu 100 rocznych ubezpieczen od kradziezy roweru na terenie pewnego
miasta, kazde na kwote 1. Prawdopodobienstwo kradziezy roweru jest réwne 0.01. Gdy rower zostanie
skradziony, ubezpieczyciel wyplaca swiadczenie i ubezpieczenie wygasa.

1. Oblicz prawdopodobienstwo, ze laczna wartos¢ szkéd przekroczy 4.
2. Oszacuj prawdopodobienstwo, ze taczna warto$¢ szkéd przekroczy 4, stosujac aproksymacje:
2.1. rozkltadem Poissona,
2.2. rozkladem normalnym,
2.3. rozkladem przesunietym gamma,
2.4. szeregiem potegowym standaryzowanej zmiennej normalnej.

Swoje wyniki mozesz sprawdzi¢ w R za pomoca kodu

x = 3.5; mu=1; sig =1; gam = 1; =z = (x-mu)/sig
1-pbinom(x, 100, 0.01)

1-ppois(x,1)

1-pnorm(z)

1-pgamma(x-(mu-2*sig/gam), 4/gam~2, 2/gam/sig)
1-pnorm(sqrt(9/gam~2 + 6*z/gam + 1) - 3/gam)

53. Portfel sklada si¢ z 50 ryzyk. Prawdopodobienistwo wystapienia szkody jest réwne %, a warto$¢ szkody
B ma gestosé
Fz) = { 322, dla z € (0,1),
0, dla « ¢ (0,1).
Korzystajac z aproksymacji rozkladem normalnym, oszacuj prawdopodobienistwo, ze taczna warto$é¢ szkod
przekroczy 7.

Odp.: 0.0244.

54. Portfel sklada sie z 32 ryzyk. Prawdopodobienstwo wystapienia szkody jest réwne 1, a warto§é¢ szkody

6’
B ma gestosé
_J21-2%), da z€(0,1),
f(@) _{ 0, dla z ¢ (0,1).
Korzystajac z aproksymacji rozktadem normalnym, oszacuj prawdopodobienistwo, ze laczna warto$¢ szkod
przekroczy 4.
Odp.: 0.0062.
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Model ryzyka kolektywnego (lacznego)

55. Niech S =X; 4+ Xo+ ...+ Xn. Wyznacz Mg(t), gdy N ma rozklad

1. dwumianowy Bin(n, p),
2. Poissona Poi(A).

56. Niech S = X;+ Xo+ ...+ Xn. Oblicz E[S], Var(S), Ms(t), gdy N ma rozklad

1. dwumianowy Bin(10, 0.2),
2. Poissona Poi(4).

57. Rozwazmy portfel ubezpieczen, ktéry generuje 0, 1, 2 lub 3 szkody w ustalonym okresie z prawdopo-
dobienstwami odpowiednio 0.1, 0.3, 0.4, 0,2. Wartos¢ pojedynczej szkody wynosi 1, 2 lub 3 z prawdopodo-
bienistwami odpowiednio 0.5, 0.4, 0.1. Oblicz funkcje prawdopodobienstwa i dystrybuante tacznej wartosci
szkéd generowanych przez ten portfel.

8 %) | fs) | F2(s) | f2(s) | fs(s) | Fs(s)

0 1 0.1000 | 0.1000

1 0.5 0.1500 | 0.2500

2 0.4 0.25 0.2200 | 0.4700

3 0.1 0.40 0.125 | 0.2150 | 0.6850

1 0.26 0.300 | 0.1640 | 0.8490

Odp.: 5 0.08 0.315 | 0.0950 | 0.9440

6 0.01 0.184 | 0.0408 | 0.9848

7 0.063 | 0.0126 | 0.9974

8 0.012 | 0.0024 | 0.9998

9 0.001 0.0002 | 1.0000
n 0 1 2 3
P(N =n) 0.1 0.3 0.4 0.2

58. Oblicz E[N], Var(N), E[X], Var(X), E[S], Var(S) dla portfela z zadania 57.
Odp.: E[N] =17, VarN =081, E[X] = 1.6, Var(X) = 0.44, E[S] = 2.72, Var(S) = 2.8216

59. Niech S ma zlozony rozklad Poissona z parametrem \ = 0.8.

Wartosé pojedynczej szkody wynosi 1, 2 lub 3 z prawdopodobienistwami odpowiednio 0.25, 0.375, 0.375.

Za pomocy algorytmu Panjera wyznacz funkcje prawdopodobienstwa zmiennej S dla s = 0,1,...,6. Ponizej
kilka pierwszych obliczen.

e70.8 080

Mamy fx(1) =025, fx(2) = 0.375, fx(3) = 0.375. Poniewaz fx(0) =0, to fs(0) = fn(0) = —;

Dla s =1,...,6 obliczamy wedlug wzoru

K]

fs(s) = m S (o402 pxlissts —i) = ;o.s. L (i) fsts — i)

i=1

Zatem mamy

1 .
fs()=> 08 %fx (i) fs(1 — i) = 0.8fx(1)fs(0) = 0.8 - 0.25 - 0.449329,
i=1

fs) =308 Sx()fs(2 = 1) = 0.8+ 3 fx (1) fs(1) +08Fx(2)s(0) = ...

s 0 1 2 3 4 5 6
fs(s) | 0.449329 | 0.089866 | 0.143785 | 0.162358 | 0.049905 | 0.047360 | 0.030923

Odp.:




Analiza danych w ubezpieczeniach majgtkowych

Teoria ruiny (czas dyskretny)

60. Ubezpieczyciel otrzymuje corocznie sktadke réwna 1 i wyptlaca odszkodowanie za i-ty rok w wysokosci
X;. Zmienne losowe X; sa niezalezne i maja jednakowy rozktad P(X = 0) = 0.6, P(X = 2) = 0.4. Oblicz
wspotezynnik dopasowania.  Odp.: In1.5.

61. Ubezpieczyciel otrzymuje corocznie sktadke réwna 2 i wyptaca odszkodowanie za i-ty rok w wysokosci
X;. Zmienne losowe X; sa niezalezne i maja jednakowy rozklad P(X = 1) = &, P(X = 4) = 1. Oblicz
wspoélczynnik dopasowania.  Odp.: In 2.

62. Wyznacz skladke roczna, jezeli odszkodowanie za i-ty rok jest zmienna losowa pochodzaca z rozkladu
dwupunktowego: P(X = 1) = 0.8, P(X = 3) = 0.2, odszkodowania w kolejnych latach sa niezalezne oraz
dany jest wspolczynnik dopasowania R =1n5. Odp.: 2.09.

63. Zalézmy, ze ¢ = (1 + 0) E[X], gdzie 6 > 0 jest narzutem na bezpieczenistwo. Wyznacz 6, jezeli odszko-
dowanie za i-ty rok jest zmienna losowa o rozkladzie dwupunktowym: P(X = 1) = 0.5, P(X = 2) = 0.5,
odszkodowania w kolejnych latach sa niezalezne, skladki pobierane sa corocznie, a wspdlczynnik dopasowania
jest rowny In3.  Odp.: 0.087.

64. Zaldézmy, ze laczna wartosé szkéd w ciggu roku moze wynosi¢ 0 lub 5 z prawdopodobienstwem odpo-
wiednio 0.6 i 0.4, odszkodowania ptatne sa na koncu kazdego roku. Poczatkowa nadwyzka wynosi 3, a roczna
sktadka 3, ptatna na poczatku roku. Pokaz, ze stan rezerw wynosi

6, =z prawdopodobienstwem 0.6,

1. po uplywie roku: Uy = { 1, =z prawdopodobienstwem 0.4.

9, z prawdopodobienstwem 0.36,
2. po uplywie drugiego roku: Us = < 4, z prawdopodobienstwem 0.48,
—1, =z prawdopodobienstwem 0.16.

Stad prawdopodobieristwo ruiny w okresie (0,1) wynosi 0, a w okresie (0,2) wynosi 0.16.

65. Laczna suma szkéd z portfela polis ubezpieczeniowych ma nastepujacy rozktad

X=a; | 0|1 ]2
P(X=ux;)|08]01]|01

Odszkodowania ptatne sa na konicu kazdego roku, a roczna sktadka wynosi 1 i jest ptatna na poczatku roku.
Korzystajac z nieréwnoéci Cramera oszacuj prawdopodobienistwo ruiny. Nastepnie pokaz, ze

1. dla w =1 mamy (1) < 0.125,

2. dla w = 2 mamy ¥(2) < 0.015625,

3. dla u = 3 mamy ¥(3) < 0.001953125.

66. Ubezpieczyciel pobiera coroczne skladki rowne 1, odszkodowania za i-ty rok w wysokosci X; sa zmien-
nymi losowymi niezaleznymi o jednakowym rozkladzie P(X = 0) = 0.6, P(X = 2) = 0.4, wspdlczynnik
dopasowania wynosi In 1.5. Oblicz prawdopodobienstwo ruiny, gdy nadwyzka poczatkowa
1. u=5 O0Odp.: (%)"
2. u=15 Odp.: %
67. Rozwazamy proces nadwyzki z czasem dyskretnym:
U,=u+nc—=5,, S,=X1+...+X,.

Zalézmy, ze X; ~ N(pu,02) dlai=1,...,n. Wyznacz wspdtczynnik dopasowania.

68. Ubezpieczyciel pobiera corocznie skltadke réwng In 64. Odszkodowania za i-ty rok w wysokosci X; sa

zmiennymi losowymi niezaleznymi o jednakowym rozkladzie gamma o wartosci oczekiwanej 3 i wariancji 3.
) . o . , 1 1 1 2
Wspélezynnik dopasowania jest rowny a) 37 b) 5 ¢ 5 d) 3.
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Analiza danych w ubezpieczeniach majgtkowych

69. Ubezpieczyciel pobiera corocznie sktadke réwna 1. Odszkodowania za i-ty rok w wysokosci X; sa zmien-
nymi losowymi niezaleznymi o jednakowym rozkladzie dwumianowym Bin(2,0.4). Wyznacz wspdlczynnik
dopasowania oraz oszacuj prawdopodobienstwo ruiny, jezeli nadwyzka poczatkowa jest rowna 2.

Odp.: R =1n2.25, oszacowanie: 0.1975309.

70. Ubezpieczyciel pobiera corocznie sktadke rowna 2. Odszkodowania za i-ty rok moga by¢ réwne 0, 2 lub 4
z prawdopodobienstwami odpowiednio 0.25, 0.5, 0.25. Oblicz wspélczynnik dopasowania. Jezeli nie istnieje,
uzasadnij dlaczego.

Teoria ruiny (model klasyczny)

Niech N = (N;)¢>0 bedzie procesem Poissona, A > 0. Wtedy

At)*
P(Nt:k):( ) e M, k=0,1,2,...

E[N:] = At, VarN; = At, Cov(N¢ Ng) = Amin{t, s}.

71. Niech A = 2. Pokaz, ze
1. P(N5 =4) =0.01891664 3. E[2N3 —4N;5] = —28

2. P(N5 = 4, Ng = 9) = 0.0006826903 4. Var(2N3 — 4N5) = 88

Klasycznym procesem ryzyka nazywamy proces
Ny
Y; ::ct—St:ct—ZXk,
k=1
przy czym jezeli Ny = 0, to Sy = 0 oraz IV; jest procesem Poissona. Proces nadwyzki ubezpieczyciela
dany jest wzorem
Ut =u-+ th

Wspoblczynnikiem dopasowania nazywamy dodatnie rozwiazanie rownania

AMMx(r)—1) =rc. (1)

72. Pokaz, ze gdy skladka dana jest wzorem ¢ = (1 + 6) E[S;], réwnanie (1) przyjmuje postaé
Mx(r) =1+ (14 0)rE[X],

gdzie § > 0 jest narzutem na bezpieczenstwo.

2(c—E|X
Oszacowanie wspolczynnika dopasowania: R =~ w
Var X P
Jezeli przyjmiemy ¢ = (1 + ) E[X], gdzie 6 > 0, to oszacowanie to przyjmuje posta¢ R ~ v [X] .
ar

W przypadku, gdy X ma rozklad zlozony, otrzymujemy oszacowanie

20 E[X]E[N]

~ Var X E[N] + (E[X])2 Var N~ @)

73. Proces nadwyzki ubezpieczyciela Uy jest zlozonym procesem Poissona, gdzie X ~ Gamma(3,2). Oblicz
wspOlezynnik dopasowania i poréwnaj z oszacowaniem otrzymanym z (2), gdy

1. 8 =0.1 Odp.: R=0.0923643; z (2): R~ 0.1.

2. 0=0.2 Odp.: R=0.171803; z (2): R~ 0.2.

74. Proces nadwyzki ubezpieczyciela U; jest ztozonym procesem Poissona, gdzie X ~ Geom(0.6), nadwyzka
poczatkowa wynosi 3, a narzut bezpieczenstwa 0.5. Oszacuj prawdopodobienistwo ruiny.
Odp.: 7 (2): R~ 0.43. Wtedy ¥(3) ~ 0.28.

11



