Procesy stochastyczne

1. Sposrod wierzchotkow graniastostupa prawidtowego trojkatnego, ktorego wszystkie krawedzie maja dtugosé
1, wybieramy losowo 3 rozne wierzchotki. Obwod otrzymanego trojkata jest zmienng losowa X. Podaj rozklad
zmiennej losowej X.

2. Dany jest rozklad zmiennej losowej X

X=az; | -1|11] 2|3
P(X=ua;)|1/8|1/8|1/4] ¢

1. Wyznacz wartosc¢ stalej c.

2. Oblicz P(X € (0,2]).

3. Oblicz wartosé¢ oczekiwana zmiennej losowej X.
4. Oblicz wariancje zmiennej losowej X.

3. Sprawdz, czy funkcja
f={ e =l

jest gestoscig pewnej zmiennej losowe;.

4. Dana jest gestos$¢ zmiennej losowej X

Wyznacz wartosé staltej c.
Oblicz i zaznacz na wykresie gestosci P(X € (2,4)).
Wyznacz dystrybuante F'.
Oblicz P(X < 3)
i. za pomocy gestosci f,
ii. za pomocg dystrybuanty F'.

= W N

5. Oblicz wartosé¢ oczekiwana zmiennej losowej X.
6. Oblicz wariancje zmiennej losowej X.

5. Dana jest dystrybuanta zmiennej losowej X

0, r <1,
F(z)={ &(x-1)?2 1<a<5,
1, x> 5.

1. Oblicz P(X € (2,4)), korzystajac ze wzoru na dystrybuante.
2. Zaznacz na wykresie dystrybuanty prawdopodobieristwo otrzymane w punkcie 1.
3. Wyznacz gesto$¢ zmiennej losowej X.

6. Rozktad taczny pary zmiennych losowych dyskretnych X i Y zadany jest tabela

Y
X 210 1

0 01 0 |02
2 02102103

1. Wyznacz rozktad brzegowy zmiennej losowej X.
2. Wyznacz rozklad brzegowy zmiennej losowej Y.
3. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
4. Oblicz kowariancje zmiennych losowych X, Y.
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7. Rozklad laczny pary zmiennych losowych dyskretnych X i Y zadany jest tabela

Y
X 0 2

-1 0.045 | 0.055
3 0.405 | 0.495

1. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sg niezalezne.
2. Oblicz kowariancje zmiennych losowych X, Y.

8. Dana jest gestos¢ wektora losowego (X,Y)

3(x2y +1y), z€(0,1), y<(0,2),
, poza tym.

1. Wyznacz rozktad brzegowy zmiennej losowej X.
2. Wyznacz rozklad brzegowy zmiennej losowej Y.

3. Sprawdz, czy zmienne losowe X 1Y sa niezalezne.

9. Czy F jest o-cialem podzbiorow Q7?7 Odpowiedz uzasadnij.
L Q={1,23}, F={0,{1}{2,3},Q}.
2. Q={1,2,3}, F={0,{1},{2},{3},Q}.

10. Czy
F={0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},...,N}

jest o-ciatem podzbioréw N7 Odpowiedz uzasadnij.

11. Czy F jest o-cialem podzbiorow 27 Odpowiedz uzasadnij.
1. =R, F={0,(5,00),(—00,5),{5},Q}.
2. =R, F= {@, (5,00), (—00,5], 2}

12. Niech © ={1,2,3,4,5,6}, A ={1,4}, B = {2}. Wyznacz o(4, B).
13. Niech 2 = R. Wyznacz o((—1,2), (5,6)).
14. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sa F-mierzalne, jezeli F = {0, Q, {w1, w2, wg, ws }, {ws, wa, ws, w7},

_ 107 w e {w17w27w67w8} _ 17 w e {w17w27w37w8}
X(w) = { 20, w € {ws,wy,ws,wr} Y(w)= 5, w € {wy,ws,ws, w7}

15. Zmienne losowe X i Y maja rozktad taczny dany w tabeli

Y
1| 2

X
-2 0 |2/6
0 [1/6]1/6
3 0 |2/6

Wyznacz warunkowe wartosci oczekiwane: E[X|Y] i E[Y|X].

16. Niech 2 = [0,1], P-miara Lebesgue’a na [0, 1].
Wyznacz E[f|F], jezeli f(z) = —x, F jest o-cialem generowanym przez zbiory A; = [0, %), Ay = [%, 1].
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17. Wyznacz warto$¢ oczekiwang i wariancje procesu stochastycznego (X¢)ie(2,3,...} spetniajacego

1 t t—1
PX;=t)=- PlXi=—|=— t=2,3,...
( t ) +’ ( t ;_ 1) : 39y
18. Wyznacz wartosé¢ oczekiwana i wariancje procesu stochastycznego (X¢)¢~o 0 gestosci

t dlad0<z< %,
0 dla pozostalych x.

o) = {

19. Niech (W})se[o,7) bedzie ruchem Browna. Znajdz rozktad zmiennej losowej

1. X =4Wy — Wy + W,

2. X =3Ws — W3 —2W,.
20. Oblicz funkcje wartosci oczekiwanej i wariancji proceséw

1. Xy =at+ W, t€[0,T], a>0

2. Xy =At+W;, te€l0,T], A- zmienna losowa niezalezna od W; o rozkladzie N (m, s?).
21. Sprawdz, czy 2W; — W i W, — 2W; sa niezalezne od Wy — W,, gdy 0 <r <s <t <T.
22. Pokaz, ze E[W;W;] = min{s,t} dla s,t € [0,T].

23. Niech (Wi)¢ejo,r) bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze proces X; = —W;, t € [0,T] jest réwniez ruchem
Browna.

24. Niech (W})¢ejo, 1) bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze proces Xy = Wiy p — Wy, t € [0,T], h > 0 — ustalone
jest rowniez ruchem Browna.

25. Niech (Wt)te[o,T] bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze proces Xy = aW; /42, t € [0,T], a > 0 — ustalone jest
réwniez ruchem Browna.

26. Niech (W)epo,r) 1 (Bt)iejo, ) beda niezaleznymi ruchami Browna. Pokaz, ze

1
X, = — (Wi +B,), telo,T
t \/5 ( t t) [ }
jest rowniez ruchem Browna.
27. Oblicz funkcje korelacji procesu (W);epo,77-
28. Oblicz funkcje korelacji procesu Xy = ut + oWy, t € [0, 7).

Wt+h - Wt

. , t€1[0,T], h>0 - ustalone.

29. Oblicz funkcje korelacji procesu X; =

30. Oblicz funkcje korelacji procesu Xy = W, — Wy, t € [0, 1].

31. Oblicz funkcje korelacji procesu X; = e*ToWe ¢ ¢ [0,T7.
2
Wskazowka: Jezeli X ~ N(m,s?), to E[eX] =™t 7.

32. Oblicz korelacje procesow (W:)iepo, ) 1 (X¢)tefo,r] z zadania 26.

33. Niech (W;).cp0,r) bedzie ruchem Browna. Definiujemy proces X; = z 4+ Wy, t € [0,T] dla ustalonego
x € R. Oblicz P(X2 > 0). Odp. dla z =3: 0.983.

34. Niech (W})iejo,1) bedzie ruchem Browna. Dany jest proces Xy = ut + oWy, t € [0,T], gdzie p = 0.8,
02 = 0.4. Oblicz P(2 < X3 < 5). Odp. 0.2108.
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35. Niech dany bedzie proces X,, = & + ... + &, dla n € N, gdzie ; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
takimi, ze E[§;] =0 dlai=1,2,... Niech F,, = 0(&1,...,&,). Pokaz, ze (X, )nen jest martyngatem wzgledem
filtracji (Fr)nen-

Wskazowka: W przypadku dyskretnym warunek martyngatu E[X,, 1| F,] = X,, n € N jest rownowazny
warunkowi E[X,, 1 — X,,| Fn,] =0, n e N.

36. Niech dany bedzie proces X,, = & - ... &, dla n € N, gdzie ¢; sa zmiennymi losowymi mierzalnymi
wzgledem niezaleznych o-cial G; oraz takimi, ze E[¢;] = 1,4 =1,2,... Niech F,, = (G, ...,Gn). Pokaz, ze
(X ) nen jest martyngatem wzgledem filtracji (F,)nen-

37. Pokaz, ze procesy
1. W2 —t, te|0,T)
2. Xy =W2 —3tW,;, te[0,T)

sa martyngatami wzgledem filtracji (F¢)iejo,7], gdzie F; = o(W,,0 <s <t < T).

38. Pokaz, ze podane procesy sa podmartyngatami
1. Xy =Wy, te€0,T)
2. X, =W2, t€]0,T]
3. Xy =eWe  t€[0,7]

Zmienna losowa X = (X,...,X,) ma n-~-wymiarowy rozklad normalny o wektorze wartosci oczekiwa-
nych p i macierzy kowariancji X, jezeli istnieje n—wymiarowa macierz A o niezerowym wyznaczniku taka,

ze
X=pn+AZ,

gdzie sktadowe wektora Z = (Z1, ..., Z,) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi normalnymi oraz ¥ = AAT.

39. Niech zmienne losowe X ~ N(uy,0%), Y ~ N(ug2,02) beda niezalezne. Pokaz, ze wektor (X, X + Y)T
ma laczny rozklad normalny z parametrami

= (o ), 9= |7 L
K= (1, f1 + f2)", = U% 0%—}—0%'

Wskazowka: Wystarczy pokazaé, ze (X, X +Y)T = pu+ AZ, gdzie p= (p1,p1 + p2)t, A= {Zl UO} .
1 02

40. Korzystajac z zadania 39 wykaz, ze dla 0 < t; < ... < t, < T wektor losowy (Wy,,...,W; )T ma

taczny rozklad normalny (stad ruch Browna jest procesem gaussowskim).

Wskazowki:

L Wy W )T = (W, Wy + (Wey = W)y W+ (We, — W, )
. =Y, Y1+ Ys,... .1 +...+ )T

T

2. Zauwaz, ze Y; sa niezalezne oraz Y1 ~ N(0,t1), Y; ~ N(0,t; —t;—1),i=2,...,n.
3. Zauwaz, ze Y1 = /11721, Yi=/Ti — t;_17;, i =2,...,n, gdzie Z; ~ N(0,1) sa niezalezne.

4. Stad (Wy,, ..., Wy, )T jest przeksztalceniem liniowym (Z1, ..., Z,)T. Wyznacz macierz tego przeksztal-
cenia, tzn. macierz A taka, ze (Wy,,..., W, )T = A(Z1,...,Z,)T.

5. Podaj macierz kowariancji X.

41. Wyznacz wektor wartosci oczekiwanych i macierz kowariancji wektora losowego (W7, Wy, W3, Wy).
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42. Pokaz, ze zmienna losowa 7 : @ — T U{+0c0} jest momentem stopu wzgledem filtracji (F¢)ie7r wtedy i
tylko wtedy, gdy
vtET {T:t} E]:t.

43. Pokaz, ze jezeli T i o sa momentami stopu wzgledem filtracji (F¢)te7, to sa nimi rowniez
1. 7 Ao =min(r,0)
2. 7V o =max(r,0)

3. T+o

Wyznaczymy funkcje tworzaca momenty zmiennej X o standardowym rozkltadzie normalnym N (0, 1).

N

x

Gestos¢ zmiennej losowej X ~ N(0,1): f(x) = \/%7 T, r €R, zatem

/ el / _emgioe?
e 2 dx= z
R V2T

‘”/r

Mx (t) = E[e"*

5= 3
)

1 22
=— [ e%e 7d
] \/QW/R

+2

44. Wyznacz funkcje tworzaca momenty zmiennej X o rozktadzie normalnym N (0, 0?).

45. Obliczajac odpowiednig catke pokaz, ze
E[WtQ] =

w2 _ 1 1 . 3 . =2
2. E[e"] = = dla t € (0,3). Mozna skorzystac z calki [ e 2 dv = V2.
R

3. E[cos(2W;)] = e~2t dla t > 0.

46. Pokaz, ze funkcja charakterystyczna ruchu Browna dana jest wzorem E[eAW?] = e_%’\zt, AeR.

Mozna skorzystaé z calki / e~ dx = /.
R

47. Pokaz, ze E[W}] = 3t2. W tym celu oblicz czwarta pochodng funkcji charakterystycznej ruchu Browna,
a nastepnie przyjmij A = 0.

48. Wykaz, ze funkcja gestosci prawdopodobienistwa przejscia dla ruchu Browna

o —(y —x)?
Pty 52) = o= EXP( 2(t ) )

spelia rownanie Chapmana-Kolmogorowa

Pty ,2) = / p(t,y, 7, 2)p(7, 2, 8, 2)dz.
R
Wskazowka 1:

7(zfx)27(yfz)277 1 1 RSN kA 7(yfx)2
2(r—s) 2t—T1) (2( + )( )+ ( ) ’

Wskazowka 2:

Wskazéwka 3:
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49. Wykaz, ze dla ruchu Browna funkcja
Yy
P(tys,o) =POXi <y | Xo=a),  Plysa) = [ pltons.ady

— 00

spelia rownanie Chapmana-Kolmogorowa:

P@%&@:/P@%ﬂdﬂﬁwm@-
R

Wskazowkas:
[ Pltdyso) = [ stps.oin
R R

M,; = w. = min W, T,=inf{t >0: W; =ux}.
t = max Wi, me = min Wi, > = inf{t > t =T}

50. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzen

1. M10 Z 8, 3. mi S —2, 5. Tg S 100,
2. M100 Z 8, 4. my S —2, 6. T2 S 100,

51. Oblicz P(W; < 0) dla wszystkich ¢, ¢ € [0,1].

Wskazowka: F.C. Klebaner, Introduction to stochastic calculus with applications, str. 72.

52. Niech (X;);>o bedzie ruchem Browna startujacym z x = 3. Oblicz P(Xs > 0).

Wskazowka: Zauwazmy, ze Xy = Wy + 3. Odp. P(X2 > 0) = 0.983.

53. Pozycja czastki jest modelowana standardowym ruchem Browna. Zal6zmy, ze w chwili ¢ = 2 czastka jest
na pozycji 1. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w chwili ¢ = 5 czastka znajdzie sie na pozycji co najwyzej 3.
Wskazowka: Pokaz, ze P(Ws <3| Wy =1) = 0.875.

W tym celu skorzystaj z niezaleznosci przyrostow i wlasnosci W, — Wy ~ W, _g.

54. Czastka porusza sie zgodnie z ruchem Browna startujacym z x = 1. Po trzech godzinach (¢t = 3) czastka
jest na pozycji = 1.5. Oblicz prawdopodobienistwo, ze czastka osiggnie pozycje 2 w ciagu kolejnej godziny.

Wskazowka: Mozna zauwazy¢, ze dla t > 3 czastka porusza sie ruchem Browna startujacym z x = 1.5.
Zdarzenie polegajace na tym, ze czastka ta osiagnie pozycje 2 w ciggu kolejnej godziny jest réwnowazne
zdarzeniu, ze standardowy ruch Browna po raz pierwszy osiagnie 2 — 1.5 = 0.5 w przedziale [0, 1].

Zatem nalezy obliczy¢ P(Tp5 < 1). Prawdopodobieiistwo to jest rowne 0.617

55. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze istnieje co najmniej jedna chwila t € (1,4) taka, ze W; = 0.

56. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze w przedziale (1,4) nie istnieje ¢ takie, ze W; = 0.
Pokaz, ze prawdopodobienistwo zdarzenia, ze ruch Browna nie ma zer w przedziale czasowym (a, b) jest rowne

2 . a
—arcsin 4/ —.
T b

57. Sformutuj prawo wielkich liczb i prawo iterowanego logarytmu dla ruchu Browna dla matych ¢ (blisko
zera).

Wskazéwka: Rozwaz proces By = tWy s, t > 0, ktory jest réwniez ruchem Browna.
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Calka stochastyczna It6

Niech 7m,: 0 =1tg <t; <...<t, =T. Dla nielosowych proceséw prostych

n—1
X:=colo(t) + Z i Ly 1,001 (1), gdzie cg,c1,...,Cn_1 Sa stalymi
i=0

T n—1

catke It6 definiujemy wzorem / X dW, = Z Ci (I/VtiJr1 — Wti) .
0 i=0

Dla proces6w prostych adaptowanych

n—1
Xy =& 1o(t) + Z §i e, t,0)(t), gdzie & jest Fy,-mierzalny, E[¢7] < oo
i=0

n—1

T
catke It6 definiujemy wzorem / X dW, = Z & (Wti+1 — Wti) .
0 i=0

T
Dla procesow X; ciaglych, adaptowanych, spetniajacych / E[Xf]dt < oo calke Ito okreslamy
0

T n—1
/ XpdWy =1lim Yy Xy, (Wi, — Wi,) . (1)
0 ™ iz0
58. Oblicz catke It6 procesu X;, gdy
1, 0<t<1 3, 0<t<?
L X,={ 1, 1<t<2? 2. X; =4 -1, 2<t<5
2, 2<t<3 4, 5<t<6

59. Pokaz, ze catka It6 nie ma wlasnosci monotonicznosci.

1 1
Wskazéwka: Dla X; =0, Y; = 1 pokaz P (/ X dW, < / Y: th> # 1.
0 0

60. (Granica sum catkowych Riemanna i It6) Wiemy, ze granica sum Riemanna
n—1
Y fs)(tivn 1), si € [tirtiea]
i=0
aproksymujacych catke funkeji f : [0,7] — R nie zalezy od wyboru punktu s;. Jednak granica sum Ito

n—1
Z f(sl)(Wt7+1 - Wti)? 8; € [ti,ti+1]

i=0
aproksymujacych calke stochastyczna funkcji f : [0,7] — R zalezy od wyboru punktu s;. Aby sie o tym

przekonaé, oblicz podane granice _—

L. lim > Wi, (Wi, —We,)
" i=0

n—1

2. 1‘}1_111 Z Wti+1 (Wti+1 - Wtz)
" =0

Wskazowka 1: Przeksztalé¢ powyzsze sumy wedtug odpowiedniego wzoru

1. a(b—a):%[bQ—aQ—(b—a)Q} dla a=W,,, b=W,

i1

1
2. b(b—a) = 5[b2 —a*+(b—a)?] dla a=W, b=W,,,.
Wskazowka 2: Skorzystaj z faktu, ze wariacja kwadratowa ruchu Browna na odcinku [0, ¢] jest rowna

n—1
[W]e = lim Y~ [Wiy, — Wi, L
" i=0

Ktoéra suma jest stosowana w aproksymacji caltki Itd7
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61. Pokaz, ze dla nielosowego procesu prostego X; zachodzi

T
/ X thl =0
0

T n—1
2. Var (/ X, th> = (tin —ti)
0

1. E

=0

T
3. / X dWy jest zmienng losows gaussowska.
0

T T
62. Korzystajac z definicji calki It6, pokaz / tdW, =TWrp — / W, dt.
0 0

n—1
. n T .
1. Zdefiniuj X; = 270 t; l[tivtwrl)(t)’ ti = Y oraz zastosu] (].)
2. Skorzystaj z rownosci ¢(b—a) = (db—ca) —b(d—c) dla a=W,;, b=W,

i1 c=t;, d:t¢+1.

n—1

3. Skorzystaj z zadania 60, by okresli¢ granice sum Riemanna: lim Z Wiy (Fi1 — ti).
=0

Tn <

4. Pozostaje jeszcze wykazac, ze X} zbiega do t w L? p.n.p., gdy lim,—eo max;(tiy1 — ;) = 0, tzn.

T
limE U |X 7t|2dt} = 0.
Tn 0

T T
1
63. Korzystajac z definicji calki Itd, pokaz / WEdW, = §W73~ — / Wedt.
0 0

n—1
T
1. Zdefiniuj X{' = ; w? e (t), ti= % oraz zastosuj (1).

2. Skorzystaj z réwnosci  a’(b—a) = %(bd —a®)—ab—a)® - %(b —a).

3. Metoda "dodaé—odjaé¢" rozpisujemy:

n—1 n—1 n—1
S OWe (Wey = Wi,)? =D Wi (i — ) + > W, [(Wiryy — Wip)? = (i — 1) -
i=0 =0 =0

Granice pierwszej sumy wyznacz przy pomocy zadania 60. Druga suma zbiega do zera“.

4. Skorzystaj z n—1
lim » (W, — Wi,)* =0.
" i=0

@7. Brzezniak, T. Zastawniak, Basic Stochastic Processes, Springer, 2000
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Niech X; bedzie adaptowanym procesem cadlag takim, ze fOT X2 dt < oo. Wtedy calka Ito fOT X dW;
jest dobrze okreslona.

Jezeli dodatkowo proces X; spelnia E [ fOT X? dt] < 00, to zachodza wlasnosci

T T 2 T
]EU Xtth]—O, E </ Xtth> :/ E[X?] dt.
0 0 0

Whiosek: Jezeli proces X; jest ciagly i adaptowany, to catka It6 fOT X dW, istnieje.
W szczegolnosei, gdy Xy = f(Wy) 1 f jest funkcja ciagta na R.

*proces, ktérego Sciezki sa funkcjami prawostronnie cigglymi i majacymi lewostronne granice (fr. continue & droite, limite
a gauche)

64. Oblicz moment rzedu 1 i 2 procesoéw

1
1./tth

0

1
./Wtth

0

1
./ewtth

0
4 /11dW
o Vit !

1
. / W aw,
0

65. Niech X; i Y; beda procesami adaptowanymi takimi, ze E {fOT X? dt} < oo, E UOT Y? dt} < 0.
Wykaz, ze
T T
E / X th/ Y, dW;
0 0

T T
Wskazowka. Oznacz I; = / Xy dWy, I = / Yy dW;. Przedstaw Il = 3(I + I)* — 117 — 112
0 0

i zastosuj izometrie.

[\

w

ot

T
= / E[X,Y:] dt.
0




