Teoria optymalizacji 11

PRZYKEAD 1. Znajdziemy wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f(t) = v/, t € [0,1].
Szukamy u(t) = a, a € R takiego, ze ||u — f]| 2 — min. Mamy

Warunek konieczny istnienia ekstremum: g¢'(a) =0 < 2a—5 =0 & a= %
Poniewaz ¢"'(a) =2 > 0, funkcja g ma w a = % minimum o wartosci g( ) = 15- Stad u(t) = % oraz ||u— fllr2 = \/%78'

Zadanie 1. ZnajdZ wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f : [0,1] — R

1
1. f(t) = 41 Odp. wu(t) =1In2.

2. f(t) =sint Odp. u(t)=1—cosl.

PRZYKELAD 2. Znajdziemy wielomian stopnia co najwyzej 1 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f(t) = t2, t € [0,1].
Szukamy zatem u(t) = a + bt, a,b € R takiego, ze |ju — f| L2 — min.

Sposoéb 1.
1
1 2 1 1
lu— fl17- =/ (a+bt—12)°dt =a® + b +ab— a— =b+ = =: g(a,b).

0 3 3 2 5
Gradient funkcji g: Ag = [ga, o) = [2a+b— 2, a+ 2b—1].
Punkt stacjonarny: Ag =0 & a= 7%, b= 1. Macierz Hessego: H = {gaa gab} = F %]

9ba  Gbb 1 3

Hesjan: det H = % Poniewaz det H > 0, funkcja ¢ ma w punkcie (—%, 1) ekstremum.
Poniewaz gqq > 0, w punkcie (—¢, 1) funkcja ¢ ma minimum o wartosci g(—3,1) = 155-

Zatem u(t) = a+ bt = —% +t oraz ||u — f|p2 = \/%.

Sposoéb 2.

Baza przestrzeni wielomianow stopnia co najwyzej 1: {1,t}. Niech uy () = 1, ug( ) =t.

Poniewaz w L? mamy (uq,u1) = f 1dt =1, (ui,uz) = (ug,uy) fo tdt =%, (us,ug) = f 2 dt = g,
[y, up) ul,u2 } { ]

[(uz,u1)  (ug,uz)

Poniewaz (f,ui) = fol t2dt =1, (f ug) fo 3 dt = %, mamy b= [E? Z;i] = [%]

4

macierz Grama jest postaci G =

o1 1
Réwnania normalne G¢ =0 < } %] El} [i‘] skad & =—1, & =1oraz u(t) =& + &t =—¢ +t.
L2 3 2 4

Zadanie 2. Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 1 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f: [0,1] — R
1. fit)=1¢ Odp. u(t) = 2t —
2. f(t) = Vit Odp. u(t) = %/ + %

Zadanie 3. Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 2 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f: [0,1] — R
1. fit)=1¢ Odp. u(t) =3t — 3t + %,

2. f(B)=VE  Odp. u(t) = 17+ 3540 8

Zadanie 4. Znajdz wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L* dla funkcji f: [0,1] = R, f(t) =
Odp. wu(t) = %
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PRZYKEAD 3. Znajdziemy wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L™ dla funkcji f(¢)
Szukamy zatem u(t) = a, a € R takiego, ze ||u — f| L — min. Mamy

t
o= Sl = sup | =l
g tejo1) |1+
Poniewaz ¢'(t) = (1L+t — a) = (1—1-%)’“ to ¢’ nie ma miejsc zerowych, a zatem g nie posiada ekstremow
Obliczamy jej warto$¢ na krancach przedziatu [0,1]: ¢(0) = —a, ¢(1) =

% — a. Wtedy

} — min.

Stad a = } oraz u(t) =

2

=

—a

o fl = max{a|,

Zadanie 5. Znajdz wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L dla funkcji f : [0,1] = R
L f(t)=vt

Odp. u(t) =
2. f(t) =sint

N[

Odp. u(t) = 2

= 3 sin 1.

PRZYKEAD 4. Niech V bedzie przestrzenia unormowang. Norme funkcjonatu f: V' — R definiujemy

[fIl' = inf{m >0 : Vaev [f(x)] < mlz|}.
Wykazemy, ze

x x x
Ul s M@ W@ @)
ceviioy Izl gz 2l ez N2
Krok 1. Poniewaz {zr €V : |z|| =1} C {z eV : |z| <1} C V, mamy
o @ 1) @)
lzy=1 ||l jzi<1 [

=~ sup :

zeV\{0} [l
Krok 2. Nalezy wykaza¢ sup |]|‘|(ac”)| = sup 7(z)
lzll=1 [T

z€V\{0} [l .

Krok 3. Nalezy wykaza¢  sup F@l _ inf{m >0 : Voev |f(2)] < mlz]}.
zeV\{0} [l

1
PRZYKEAD 5. Obliczymy z definicji norme funkcjonatu f € (C[0,1])* danego wzorem f(x) = / tz(t) dt. Mamy
0

|f(z)] = ’/Oltx(t)dt‘ < /01 |tx(t)|dt:/01t|x(t)|dt< /01

t sup |z(t)|dt =
Zatem

1 1 1
| e = ol [ et = 5ol
te[0,1] 0 0

T

Izl = yep<a =l 2

Zadanie 6. Oblicz z definicji norme funkcjonatu f € (C[0,1])*, gdy
L f(@) = 5a(0),

1 = sup L@

llzll<1

2. f(@)=a(l) —2(0),  Odp. || =2

1
3. fl)y=x <;) + 2/0 x(t) dt, Odp.

4. f(x) =z(1) —/0 x(t) dt

Ifll=3

Odp. |Ifll=2
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PRZYKEAD 6. Dla f € (C[0,1])* znajdziemy funkcje v o wahaniu skoriczonym na [0, 1] taka, ze f(x) = fol x(t) dv(t).
i 0, telo0,3)
1 8 1’ te l’ 3
Dla funkcjonatu f(z) == <> + /8 z(t)dt mamy o(t) = (3.3) ’
2) Uy t+3 teli )
5 telR]

gdys
/le(t)dv(t):/02gg(t)-O’dt+/12x(t)-1'dt+/fx(t) <t+i)/dt+/:x(t).(2)/dt
e (3) [ (6) - G = (D G G =@ () ()]
3
(3+

3 /1y 1 /1 0, teog)
1w =2e(3) -3 (3) v0={ 3 re by
3 tels]

Zadanie 8. Dla danego funkcjonatu f € (C]0,1])* znajdz funkcje v € BV ([0,1]) taka, ze f(z) = fol x(t) do(t).

1. f(x)zx(é) 5. f(x) =2(0) + 3z (;) —x(1) 8. f(x)zx(é)—i—f)/olx(t)dt
2. f(z) ==(0) 6. f(z)= /01 z(t) dt 9. f(z) = /1 x(t) cos(mt) dt

3. f(z) =z(1) 1 1 0 1

1 f(@) = 2(0) — #(1) s =e(5) + f w0 to. fe) =1 || oty

Uwaga. Reprezentacja nie jest jednoznaczna na BV|0, 1]; jest jednoznaczna na N BV[0, 1].
Mamy v € NBV[0,1] < (v(0) =01 v - prawostronnie ciagla).

3
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Norma funkcjonatu. Jezeli v € NBV[0,1], to ||f|| = ||[v|| = TVy (v), gdzie TV,?(v) - wahanie funkcji v na przedziale [a, b].
Jezeli v jest funkcja monotoniczna na [a, b], to TV (v) = |v(b) — v(a)|.

0, te0,3)
PRZYKEAD 7. Funkcja v(t) = { 3, t€[},5) jest monotoniczna na przedziatach, zatem
2 L€ 5]

TV3(0) = TV, () + TV (0) + TV} (v) = |o(}) = v(0)| + [o(3) = v(})| + [v(3) —o(D)] = |3~ 0] + [§ ~ 3+ [§ - 3 = 1.

‘ Zadanie 9. Oblicz normy funkcjonaléw z zadan 7 i 8, korzystajac z reprezentacji.

PRZYKEAD 8. a) Korzystajac z Twierdzenia o dualnosci, znajdziemy u € U, takie ze ||z — u| — min, gdy X = R? z norma
2, x=(1,3), U= {(a, %a), a€ R} CcX.

Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzeniq rzeczywistq, liniowg i unormowang, v € X, U C X. Wtedy

inf ||z —ul| = max z*(z),
uelU [|z*||<1, z*€U+

gdzie maksimum jest realizowane dla pewnego xf € UL.
Ponadto, jezeli infimum jest realizowane dla pewnego ug € U, to element x{ jest wspdtliniowy z elementem = — ug.

Zadanie pierwotne. ||z —ul| = \/(1 —a)?2+ (3 - 5a)? — min.

1
2
Niech f(a) = (1 —a)?+ (3 — 3a)?. Wtedy f'(a) = 3a—5oraz f'(a) =0dlaa=2, f’(a)=2>0.
Zatem ug = (a, 3a) = (2,1).

Zadanie dualne. Szukany funkcjonal x* ma spetia¢ z* € U+, tzn. 2*(u) = 0 dla kazdego u € U.
Poniewaz przestrzenia dualng do 2 jest (%, to (z Tw. Riesza dla przestrzeni Hilberta) dla tego * mamy

Fyex Vwex o7 (w) = (w,y) oraz ||z"[| = [[y]].
Zatem dla v € U C X mamy
0= ") = sy = { . 30 () ) = + e
Stad yo = —2y1 iy = (b,—2b), b€ R.

Kolejny warunek ||z*|| < 1 oznacza \/y? + y3 < 1, czyli y§ +y3 < 1. Wstawiajac y = (b, —2b), mamy 50> < 1ib € {—%,

HS,_,
o
[

Mamy jeszcze z*(z) = (x,y) = ((1,3), (b, —2b)) = —bb — max, a zatem b — min, co razem z b € [—%7 %} daje b= ——=.

Zatem yo = (b, —2b) = (f%, %) i funkcjonal maksymalizujacy dany jest wzorem zf(v) = (v, yo) = f%vl + %’1}2, veX.

Wspolliniowosé. Sprawdzimy, czy zachodzi xf(x — ug) = ||z§|] - ||z — woll, tzn. czy (yo,x — wo) = ||yol| - ||z — woll,
gdzie || - || oznacza norme [2. Poniewaz yo = (—%, %), x=(1,3), up = (2,1), x —up = (—1,2), to:

Lewa = (yo,x — ug) = % + % =5 =1-v5=||yol| - ||z — uo|| =Prawa.

b) Rozpatrzmy inny przypadek: X = R? z norma I*, z = (1,2), U = {(a,a), a € R} C X.
1

Zadanie pierwotne. [z —ulls = ((1—a)*+ (2 —a)*)* — min.

Niech f(a) = (1 —a)* + (2 — a)*. Wtedy 0 = f'(a) = 2a® — 9a% + 15a — 9 = (2a — 3)(a® — 3a + 3), f"(a) > 0, stad a = 3

R

Zadanie dualne. 7 Twierdzenia o reprezentacji funkcjonatu na [P: istnieje y € [ ze dla kazdego v € [P z*(v) = v1y1 + Vaya.
W naszym przypadku p = 4, ¢ = 3.
Mamy warunki

1) 0=a"(u) = ay: + ays, stad y = (b, D),

2) lle*lla = llylls < 1, stad ;' +55 <1,

3) x*(x) = z1y1 + Tay2 = Y1 + 2y2 — max.

Z 1)i2) otrzymujemy b € [—%\/g, 4%/5}7 a z 3) mamy b— max, zatem b = % i dalej tak, jak w poprzednim przyktadzie.
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Zadanie 10. Korzystajac z Twierdzenia o dualnosci, znajdz u € U, takie ze ||z — u|| — min, gdy

1. X =R%*z norma 2, = (2,1), U ={(—a,3a), a € R} C X; Odp. uy = <f% l%]) , To(v) = ﬁ’m + ﬁu

. . N\ 3/4 3/4
2. X =R*znorma I*, = (4,1), U= {(a,—8a), a € R} C X. Odp. uo — <i —l—(;> , 2 (v) = <E> v1 + (i> oy

71

W kazdym przypadku sprawdz wspélliniowosé odpowiednich elementéw.

PRZYKEAD 9. (Warunek Haara)

Niech U = {{1,¢,#?}} = span{1,t,t*} = {u(t) = a + bt + ct> : a,b,c € R}.

Sprawdzimy, czy U spelnia warunek Haara na [0, 1].

Mamy n = dimU =3, uy(t) =1, uz(t) =t, us(t) =2 Niech t1, ta, t3 € [0, 1], takie ze t; # to # ts.
Obliczamy wyznacznik

ul(tl) UQ(IH) Ug(tl) 1 tl t%
A =lui(ty) wua(ty) wus(ta)| = (1 to 13| = tot2 — t1t2 + t3t? — tst2 + t112 — tot?
ul(tg) Uz(tg) Ug(tg) 1 t3 t%

t3(ty — 1) +t3(t3 —13) + tita(ty — t1)
(t2 — t1)[ta(ts — t2) — ta(tz — t2)]
(ta — t1)(ts — t2)(ts — t1).

Mamy A#0 & (to—t1)(t3—t2)(ts—t1) #0 & t1 #ta A taFt3 A 1 #1t3, co jest prawda z zalozen. Zatem
udowodnilismy, ze U spelnia warunek Haara.

Zadanie 11. Pokaz, ze U = {{1,t?,t*}} spelnia warunek Haara na [0, 1], ale nie spelnia warunku Haara na [—1, 1].

Aby pokazaé, ze U nie spelnia warunku Haara, wystarczy znalez¢ punkty ¢ # to # t3 przedziatu [—1, 1], takie ze A = 0.

‘ Zadanie 12. Pokaz, ze U = {{sint, cost}} spelnia warunek Haara na [a,b] C (km, (k+ 1)7), k € Z.

‘ Zadanie 13. Pokaz, ze U = {{1,sint, cost}} spelnia warunek Haara na [a,b], oile 0 < b —a < 27.

‘ Zadanie 14. Pokaz, ze U = {{1,cost,cos 2t}} spelnia warunek Haara na [0, 7].

PRZYKEAD 10. (Wielomiany Czebyszewa)
Niech v(t) = 3, t € [~1,1]. Znajdziemy wielomian u € U = {{1,¢,t?}} najblizszy w sensie normy supremum do funkcji v,
korzystajac z wielomianéw Czebyszewa.

Dla funkcji " wielomianem optymalnym u € U = {{1,¢,#% ..., t""1}} jest

n 1
u(t) =1~ S Ta(0),
gdzie T,, oznacza n-ty wielomian Czebyszewa
TO (t) - 17
T (t) =t,
T.(t) =2tT,—1(t) — Tp—2(t)
3 1 3 3 3

Zadanie 15. Niech v(t) = t°, t € [-1,1]. Korzystajac z wielomianéw Czebyszewa, znajdz wielomian
ue U= {{1,t,t2,t3,t*}} najblizszy w sensie normy supremum do v.
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PRZYKEAD 11. (Twierdzenie Czebyszewa o alternansie)
Niech v(t) = t2, t € [0,1]. Znajdziemy wielomian u stopnia < 1 najblizszy w sensie normy supremum do v.

Oznaczamy U = {{1,t}} = {u(t) = a+ bt : a,b € R}. Zauwazmy, ze U spelnia warunek Haara.
Z Twierdzenia Czebyszewa o alternansie istnieja n+ 1 =241 = 3 punkty 0 < t; < ts < t3 < 1, takie ze
v(t;) —u(t;) = (=1)" z|lv—wu|, i=1,2,3, z— ustalone, z =11lub z = —1
t2 —(a+bt;)) = (=1)'z|v —ul|, i=1,2,3, z— ustalone, z=11lub z = —1. (1)

Wybierzmy z = 1. Poniewaz v(t) = t? jest wypukla, to t; = 0, t3 = 1 i trzeciego punktu szukamy, obliczajac
9 , 1 1
O0=@"—(a+bt) =2t—b & t= §b oraz §b€ (0,1), tzn. b€ (0,2).
Podstawiamy t; =0, t; = %b, ts=1 do (1):

0—(a+b-0)=(=1)"-1-|jv—u,

(;)2 _ (a+b~ ;b> — (121 o — ]l

1—(a+b-1)= (=13 1-|lv—u.

Zatem
—a = —[jv—ul,
P —a= o —ul,
l—a—-b=—|v—ul.
Zatem lewe strony, po ewentualnej zmianie znaku, sa sobie réwne: a = —ib2 —a=—(1—-a-0»).

1
Rozwiazujemy az—ZbQ—a i a=-14+a+0d.

1
Otrzymujemy a = —3’ b =1, wiec wielomianem optymalnym jest u(t) = a 4 bt = -3 + t.

Zadanie 16. Jaki bedzie wielomian optymalny, jezeli w przykladzie 11 zmienimy przedziat [0, 1] na

1. [=1,1]  Odp. u(t) =

N[

2. [0,2]  Odp. u(t) = —-

N

+ 2t

‘ Zadanie 17. Niech v(t) = t*, t € [0,1]. Znajdz wielomian u stopnia < 1 najblizszy w sensie normy supremum do v.

PRZYKEAD 12. (Algorytm Remeza)

Znajdziemy wielomian stopnia co najwyzej 1 na [0, 1] najblizszy w sensie normy supremum do funkeji v(t) = 1 _1|_ -
Zauwazmy, ze U = {{1,t}} = {u(t) =a+bt: a,b € R} spelnia warunek Haara.
1. Przyjmijmy, ze pierwszym przyblizeniem alternansu sa punkty O, 2 1.
Warunek alternansu: u(t;) — (=1)" e = v(t;), i =1,2,3.
a+te 1
Podstawiajac tg = 0,t; = %,tg = 1, mamy uktad a+ %b —& = % , ktorego rozwiazaniem jest a = %, b= —%, €= i.
a+b+e i
Stad u(t) = a+bt = ﬁf%t. Sprawdzimy, czy u jest wielomianem optymalnym, tzn. czy tIél[gﬁ] |r(t)| = €, gdzie r(t) = v(t)—u(t).
Wyznaczamy r(t) = v(t) —u(t) = %H — ;—i + % .
Na [0, 1] rozwiazujemy 7'(t) =0 < t=+/2— 1.
Mamy max |r(t)| = |r(vV2 —1)| = ‘\f _3B 0.48 # 1 e. Zatem u(t) = 3 1t nie jest wielomianem optymalnym.
t€[0,1] 24 24 24 2
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2. Drugim przyblizeniem alternansu sa wiec punkty 0, v2 —1, 1.

a+e =1 a %_,_i
Podstawiajac je do warunku alternansu, mamy { a+ (V2 —-1)b—¢ = \% & b = _%
a+b+e = 3 £ 352
V2 11 1 V2 11
tad wu(t) = ~— 4+~ — ~t B=—— — 24—t (1) = t=+v2-1 1.
Stad u(t) = -+t W=y —gtgh =0 t=vI-1€.1
1 3 3 1
Ma a. t) = \/5—1 =l - = — — = €.
wy g ()] = (V2= 1) = | 5 - § = § -
V2 11, . o
Zatem wu(t) = - + 1= it jest poszukiwanym wielomianem optymalnym.
Zadanie 18.

Korzystajac z algorytmu Remeza, znajdz wielomian stopnia co najwyzej 1 na [0, 1] najblizszy w sensie normy supremum do

1
funkeji e?. Niech pierwszym przyblizeniem alternansu beds punkty O, ok 1.

PRZYKEAD 13. Za pomocag metody Newtona

1 (k)
ekt = (k) _ W, (¥ — ustalone (2)
znajdziemy argument x € R, w ktorym funkcja

1
flx) = 5:02 —sinx

ma minimum, przyjmujac punkt startowy z(®) = 0.5 i dokladnosé e = 1075 = 0.00001, tzn. obliczenia korczymy, gdy
|z*+D) — ()| <€,

Mamy f'(z) =z —cosz, f’(z)=1+sinz. Korzystajac z (2):

"((0) '(0.5) 0.5 — cos 0.5 —0.3775
W g L@ g FO5) o0 05-cos05 o —03TT5 ol
T T ey T T pes) T Tremes 0T T TR
1) — 2(0] = ]0.7552 — 0.5| = 0.2552 > 0.00001;
(™M) '(0.7552) 0.0271
@y L@ ney SO0 e = 0.7391
z x 77(zM) : £7(0.7552) : 1.685 ' ’
23 — 2M| = |0.7552 — 0.7391] = 0.0161 > 0.00001;
"z ’(0.7391) 9.461-10~°
@) — @ _ L @7) _ggagy SO oo, 9.461-1077 o0
z x 7(z®@) 0.739 £7(0.7391) ) 1.673 ' ’
123 — 23| =10.7390 — 0.7391] = 0.0001 > 0.00001;
"(z®) ’(0.7390) 1.17-107°
@ _ e S _fHOT30) _ pagq  LIT1070 a0
T x f”(x(3)) 0.7390 77(0.7390) . 1673 . .

Poniewaz |z — z®)| =0 < 0.00001 = ¢, to koiiczymy algorytm. Ponadto zauwazmy, ze

F(z™®) = £(0.7390) = —8.6 - 107% ~ 0,
(™) = £7(0.7390) = 1.673 > 0.

Zatem stwierdzamy, ze poszukiwanym argumentem, w ktérym funkcja f przyjmuje minimum jest 0.739.

Zadanie 19. Korzystajac z metody Newtona znajdz argument z € R, w ktorym funkcja f(x) = 2% + 4cosz przyjmuje
minimum. Przyjmij (Y =11 e=0.2.
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PRZYKEAD 14. Metoda Newtona zminimalizujemy funkcje f : R?* - R dana wzorem
fl@) = (21 = 2)" + (21 — 222)°, @ = [w1, 2]
Przyjmujemy punkt startowy z(9) = [0, 3]7, wykonamy dwie iteracje.

Metoda Newtona dla funkcji wielu zmiennych jest postaci
-1
gk = (k) _ (H(x(k))) G(z™), 2 — ustalone,

gdzie z € R", G(x) = Vf(x) jest gradientem funkcji f, H(x) = D?f(z) jest macierza Hessego funkcji f. Mamy

G(z) = G([ml,xg]T) = Li{l, gxf?] = [4(z1 — 2)3 + 221 — dxo, —4(x1 — 212)]T,

8% f 8%f
O0x2011 azg

o%f o’f 5
H(x)=H([:c1,m}T)=l 5 W@] - {12(961 U

Dla k=0: 2 =2 — (H(z©®))

Gz ) = G([0,3]) = [-44,24]",

50 —4
-4 8

50 4}‘1 1 {4 2]_{0.0208333 0.0104167

G(z®) oraz

1) = (0. 37) = |

T 192 (2 25 0.0104167  0.130208 | -

Zatem
-1
2 = (0 _ (H(xw))) G(z®)

— 0,37 - 0.0208333 0.0104167
- 0.0104167  0.130208

Hx(l) — 4© H = /(0.667 — 0)2 + (0.333 — 3)2 = 2.749141.

} <[44, 24]" =[0.667,0.333] 7,

Dla k=1 2 =z — (H(ac(l)))_l G(zM) oraz

G(zM) = G([0.667,0.333]7) = [—9.47237, —0.004]7,

23.333 —4
—4 8|’

0.0468757 0.0234379]

H(zM) = H([0.667,0.333]") = {

—1
(H([0.667,0.333]")) = {0.0234379 0.136719
Zatem

22— () (H(x(l)))‘l Gz D)

0.0468757 0.0234379
0.0234379  0.136719

[0.667,0.333]7 — [ } -[-9.47237, —0.004]" = [1.111,0.556].

Po dwoch iteracjach mamy z ~ (2 = [1.111,0.556]7.
Blad lokalny |[z(®) — 2| = {/(1.111 — 0.667)% + (0.556 — 0.333)2 = 0.496855.

Wykonujac kolejne iteracje, otrzymujemy

) =[1.407, 0.704)7, ||]2® — 2@ || = {/(1.407 — 1.111)2 + (0.704 — 0.556)2 = 0.330938,

@) = 1605, 0.802]7, ||z —2®)|| = {/(1.605 — 1.407)2 + (0.802 — 0.704)2 = 0.220925,
2O =[1.737, 0.868]7, ||z — 2@ | = \/(1.737 — 1.605)2 + (0.868 — 0.802)2 = 0.147580,
2© = [1.824, 0.912]7, [|2©® —2®)|| = \/(1.824 — 1.737)2 + (0.912 — 0.868)2 = 0.0974936,

(M = [1.883, 0.941]7, |27 — 2| = /(1.883 — 1.824)2 + (0.941 — 0.912)2 = 0.0657419,
2® =[1.922, 0.961]7, [|z® — 2| = \/(1.922 — 1.883)2 + (0.961 — 0.941)2 = 0.0438292.
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Po o$miu iteracjach mamy = ~ z(® = [1.922, 0.961]7 z doktadnoscia € = 0.05.

Zauwazmy, ze
G@®) = Vf(®) = —0.0000370151 ~ 0,
0% f

5 (a®) =12(1.922 — 2)? + 2 = 2.07301 > 0,
ox?

wiec w [1.922, 0.961]T funkcja f ma rzeczywiscie minimum.

Zadanie 20. Metoda Newtona zminimalizuj funkcje f : R* = R f(x1,x2) = 100(2zo —23)2+ (1—21)2. Przyjmij (¥ = [0,0]”
i wykonaj dwie iteracje.

PRZYKEAD 15. (Metoda najszybszego spadku) Dany jest punkt poczatkowy z(?) € R™. Metoda generuje ciag {x;} przyblizer
argumentu minimalizujacego funkcje f : R™ — R, gdzie

gD = o0 Oy =0,1,2,...
oraz t**) > 0 minimalizuje funkcje
oW (1) = § (IW - tVf(gs(k))) , teR.
Dla funkcji f : R* — R danej wzorem
f(x) = 4a? —dxywo + 223, @ = [x1, 2]

znajdziemy argument minimalizujacy, zaczynajac w punkcie (0 = [2,3]T. Wykonamy trzy iteracje.

T
Obliczamy gradient funkcji f: Vf(z) =Vf ([:cl,acg]T) = [86;1, aanJ = [8w1 — 4wy, 4ao — 42q]7.

Dla k=0: M =20 —¢tOVf(z©@) Mamy Vf(z©) = Vf([2,3]7) = [4,4]".
Aby obliczy¢ (), minimalizujemy funkcje ¢ (t) = f(z(@ —tV (@) = £([2,3]7) = tVf([2,3]) = f(2 — 4t,3 — 4t). Mamy

(¢0®) = ~Vi® — V) - Vi)
= —Vf([12,3]" —t[4,47) - 4,47
= -Vf([2—4t,3 -4t - [4,4"
—[8(2 — 4t) — 4(3 — 4t), 4(3 —4t) — 4(2 — 41)] - [4,4]7
—[16 — 32t — 12+ 16, 12 — 16t — 8 + 161] - [4,4]"
—[~16t +4, 4] - [4,4]"
= 64t — 32

oraz , )
(cp(o)(t)) =0 & 64t—32=0 & t=o.
Zauwazmy ponadto, ze ((p(o) (t))u =64 > 0. Zatem w t = % funkcja ¢(© ma minimum. Przyjmujemy wiec t(0) = % oraz mamy

2® =20 OV = 2,37~ - [b47 = 0,1

Dlak =1 2®? =20 —tMOVfz®). Mamy

V@MW) =vro, ") = [—4 47,
oW (t) = f(=M) =tV f(@M)) = £([0,1]7 =tV £([0,1]7)) = f(4t,1 — 4t),

( )/ C[8- 4t —4(1 —4t), 4(1 —4t) —4-41) - [-4,4]T = —[48¢ — 4, —32¢ +4] - [—4,4]T = 320t — 32,
1 ! 1

(+0) = T
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Poniewaz (gp(l)(t))n =320 > 0, funkcja ™M) ma w ¢ = & minimum. Przyjmujemy wiec t) = L oraz mamy

1

2 317
(2) — (1) _4(1) (1) 1 _ T_ |2 2
T T tHV (') =0, ] 10 - [—4,4] [5,5}

Postepujac analogicznie dla k = 2 otrzymujemy z(®) = [O,

Zadanie 21. Za pomoca metody najszybszego spadku znajdz argument minimalizujacy funkcje f : R* — R dang wzorem
f(@) =223 + a5 —w1zy, @ =21, 327,

zaczynajac w punkcie z(®) = [1,4]7. Wykonaj dwie iteracje.

PRZYKEAD 16. (Splajny stopnia 1)
Dana jest funkcja f : [a,b] = R i podzial a =tg < t; < ... < t,_1 <t, =b. Splajn (funkcja sklejana) stopnia 1 jest funkcja
kawatkami liniowa postaci
S1(t):a1+b1t, te [to,t1)7
Sg(f,) =as+bot, t€ [tl,tg),
Sit)y=1< .

Sp(t) = an + but, t€ [tn_1,tn)-
Niech dane beda f; = f(t;) dlai=0,1,...,n. Wtedy na podprzedziale [t;,t;41] dla ¢ =0,1,...,n — 1 mamy

Sz(t):fz fz+1 fz( _ti)'
tiv1 —t;
Roéwnowaznie
Si(t) = fozt + hig=, t € [to, ta],
Sa(t) = fii=% + foritio t € [t, tal,
Sty ={ (3)

( ) fn 1%,.- = t" +f”t:7j;n_,11’ te [tnflatn]'

Zauwazmy, ze

Wyznaczymy splajn pierwszego stopnia interpolujacy dane

Ze wzoru (7) mamy

—(=1)’

S(t) =
—g t€[0,1] 2t +1, tel0,1].

”\
"‘\

?—‘O

s+l e 21,0, t+1, te[-1,0]
+3-

O ‘

Zadanie 22. Wyznacz splajn pierwszego stopnia interpolujacy dane

t; 0l1]2]3]4
fi=ft) |3 ]110|2|1

10



Teoria optymalizacji 11

PRZYKEAD 17. (Splajny stopnia 3)

Wyznaczymy naturalny splajn kubiczny, tzn. splajn stopnia 3, ktory oprécz warunkéw interpolacji
Si(ti):fia i=0,1,...,n
i warunkoéw ciagtosci w wezach wewnetrznych ¢1,t2,...,¢t,-1

lim S®(t) = lim S® @), k=0,1,2,

t—t; t—t}

spelia dodatkowo
S"(tg) = 5" (t,) = 0. (4)

Do obliczenia mamy wspoétczynniki a;, b;, ¢;, d;, i =0, 1:

S(t) _ So(t) =a0t3+b0t2+607§+d0, te [—1,0],
- Sl(t) = a1t3 + b1t2 +cit + dl, te [O, 1]

przy warunkach S(—1) = -1, §(0) =2, S(1) = —3.

7 warunkéw interpolacji mamy

2= 50(0) = do,

2 =51(0) = dy,
-1 = S()(—l) = —ag + by — o,
-3=51(1) =a; + b1 + c1.

Obliczamy pierwsza pochodna S
() = SH(t) = 3apt? + 2bot + co, t € [—1,0],
T Si(t) = 3ait? + 2bit +c1, te0,1].

Z warunku ciagtosci dla wewnetrznego wezla t; = 0 otrzymujemy S’(0) = ¢o = ¢;. Obliczamy druga pochodna S

sty = { S8t =Gagt +2by, ¢ €[-1,0},
Sf(t) = 6a1t + 21)1, t e [0, 1]

Z warunku cigglosci dla ¢; = 0 mamy S”(0) = by = b;. Dwa dodatkowe warunki (4) przyjmujg postaé

0= S//(—l) = —6ag + 2by,
0= S//(l) == 760,1 + le
Stad
S(t) = So(t) = —t3—3t2 —t+2, te[-1,0],
Tl Si) = -32—t+2, tel0,1].

PRZYKEAD 18. (Splajny stopnia 3)

Wyznaczymy splajn kubiczny S interpolujacy funkcje f(t) = t* na przedziale [—1, 1], ktérego podzial sklada si¢ z trzech
rownoodleglych wezlow tg = —1, t3 = 0, to = 1 oraz przy warunkach S’'(—1) = f/(-1), S’(1) = f'(1).

OZH&CZ&IHy fO = f(_l) = 17 fl :f(O) :07 f2 :f(l) = 17 h:ti+1 -t = 17 n=2.
Wzor ogdlny szukanej funkcji

Sl(t) = ai(t — ti)g + bl(t — ti)z + Ci(t — tl) + di, te [ti,ti+1]7 Z = 0, ].7 ceey— ].,
gdzie dla¢=0,1,...,n — 1 mamy

d; = Si(t;) = fi,

C; :S;(tz),

b—ls”t—?’ IS’t 250t

i =5 (z‘)*ﬁ(ﬁ:ﬂ*ﬁ)*ﬁ( i(tiv1) +28i(t:)),
]‘ 111 2 1 ! !

ai = &S5 (ti) = ﬁ(fi — fiy1) + ﬁ(Si(tiH) + Si(t:))

11
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oraz 3
Si_1(tic1) +4S5i(ti) + Si(tiv1) = E(fiﬂ — fi—1).
Zatem
S(t) = So(t) = ao(t —to)3 + bo(t — to)? + co(t — to) +do, te€[-1,0],
Tl Sit) =ar(t—t1)P bt —t) 2+ ei(t—ty) +dy, te[0,1]
f So(t) =ao(t+1)3 +bo(t+1)2+co(t+1)+dy, te[-1,0]
Tl Si(t) = art® + bit? + et + da, t €[0,1]

Nastepujace wspotczynniki sa dane
do=fo=1 di=f1=0, do=fa=1.

Obliczymy wspotezynniki ¢;. Poniewaz n = 2, uklad (8) sprowadza sie do jednego rownania (dla i = 1)

Shlto) + 481 (0) + S1(t2) = 3 (f2 ~ fo)

S(=1) +481(0) +5{(1) = 2(1 - 1)

—4+48(0)+4=0
$(0) =0

gdyz f'(t) = 43, a wiec warunki z tresci zadania przyjmuja posta¢ S'(—1) = f/(—1) = —4, S'(1) = f'(1) = 4. Zatem
€

Co = S(,)(*l) = 74, Cc1 = Si(O) = 0, Cy = Si(l) =
Obliczamy dalej

b= 5y~ o) — T (Sh(0) +255(t0)) = 5 (i — o) — 1 (S5(0) +255(-1))
3

S5 = 1) = 3 (S1(t2) + 251(01)) = 5 (f2 — 1) — 3 (S1(1) +283(0)

= 3l do) — (e +2e0) = (0 —1) 10 +2- (~4))

=5,

:%(dgfdl)—%(CQwLch):1—32(1—0)7%(4+2~0):—
10 = 25 (fo = 1)+ 55 (S5(t1) + Sh(t0)) = 5 (fo = f2) + 7 (SH(0) + S5(~1))
= (o — ) + (o1 + ) = 25 (1= 0) + 5 (0+ (~4))
— (1= )+ 5 (S1(t2) + S1(00)) = 151 — fo) + 7 (S1(1) + 510)
= 2 )+ e be) = S0 -1+ a0 =2,

gdzie korzystalismy tez z warunkéw ciaglosci. Stad

S(t) = 2t + 12 +5t+1)2—4(t+1)+1=-2t3 -3 te[-1,0],
T 23 -2, te0,1].

Zadanie 23. Wyznacz splajn trzeciego stopnia interpolujacy dane

t; 011} 2 |3
fi=f)|1]0|-1/|0

przy warunkach S’(0) =0, S'(3) = —6.
Odpowiedz:

So(t) = —t2+1 t€[0,1],
S(t) =19 Si(t) =2t —7t* + 6t -1, tell,2],
So(t) = —6t3 + 41t2 — 90t + 63, t € [2,3].

12
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PRZYKEAD 19. (Rézniczka Gateaur i rézniczka Frécheta)
Niech f: D — Y, gdzie D C X, X - przestrzen liniowa, Y - przestrzen metryczna.
Niech z¢g € D, h € X. Przyrost h jest dopuszczalny dla xg, jezeli xg + ah € D dla dostatecznie malych liczb « (tzn. istnieje
ap > 0 takie, ze g + ah € D dla |a] < ag).
Niech h € X bedzie dopuszczalnym przyrostem dla xg € D. Jezeli istnieje granica
572 () — 1 L0 ah) — fan).

a—0 (%

to nazywamy ja rézniczkq Gateauxr odwzorowania f w punkcie xg dla przyrostu h.

Niech Y = R, czyli odwzorowanie f jest funkcjonatem, f : D — R. Niech A € X bedzie dopuszczalnym przyrostem dla x¢ € D.
Wtedy
0fuo(h) =g'(0), gdzie g(a) = f(zo +ah), |a] < aq. (6)

Obliczymy rézniczka Gateaux funkcjonatu f : C([0,1]) — R danego wzorem f(z) = z* (). Mamy

oot () -3+ ()] e s=a[a (B (D)o 2)

31.0(1) = ©) =200 (3 ) (5).

Pokazemy teraz, ze otrzymana rozniczka Gateaux jest tez rozniczks Frécheta. Przypomnijmy definicje.

Zatem

Niech X, Y beda przestrzeniami unormowanymi, D C X - otwarty, f : D — Y. Rdzniczkq Frécheta odwzorowania f w punkcie
x € D nazywamy odwzorowanie liniowe, ciagte df, : X — Y, jezeli dla kazdego h € X

o IS b = @) — o m)

0.
l[a]—0 (IR

Odwzorowanie d f,. (h) = 2x (%) h (%) jest ciagle, mozna pokazaé, ze jest tez liniowe. Obliczamy

[z +h) — f() = 0fa ()] _ |G+ 1) —2*() = 2e(h (3)] _ [ (3)] _ ]2

2] - 17 Rl iRl

= [[All =0, gdy [IA] = 0.

Zadanie 24. Oblicz rozniczky Gateaux funkcjonalu f : C([0,1]) — R danego wzorem f(z) =z () z (3) .
Pokaz, ze otrzymana rézniczka Gateaux jest rowniez rozniczka Frécheta.

Zadanie 25. Zadanie planowania inwestycji polega na maksymalizacji funkcjonatu

flz) = /0 e AU (ax(t) — 2/ (b)) dt
przy warunkach
z(0) =zg, «(T)=0, =x(t)>0,

gdzie x - kapital poczatkowy, x(t) - kapital catkowity w chwili ¢, r(t) - wydatki w chwili ¢, U(r) - zysk zalezny od wydatkow
r, o - stopa inwestycji, e~ - czynnik dyskontujacy.

Przyjmujac zo = 100, a = 0.4, 8 = 0.3, rozwiaz zadanie planowania inwestycji. W tym celu
1. oblicz pochodng Gateaux funkcjonatu f,
2. zastosuj warunek konieczny istnienia ekstremum,
3. przyjmij U(r) = 24/r oraz T = 10,

4. oblicz wydatki poczatkowe r(0),

5. podaj wzor konicowy na z(t) i za jego pomoca oblicz wartosé catkowitego kapitatu w chwilit =11¢ = 8.

13
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PRZYKEAD 20. (Mnozniki Lagrange’a) Rozwiazemy zadanie minimalizacji przy warunku typu rownosci
—22ry! — min
2x1 4+ 322 = 6.
Funkcja Lagrange’a jest postaci
L(x1, 29, \) = —xizy ' + A\(221 + 322 — 6),

warunki Kuhna-Tuckera:

oL _
87(“:_2.%1%214—2)\:0
oL _
87@:1'%$22+3)\:0
oL
ﬁ:2$1+3x2_6:0

Dzielimy stronami dwa pierwsze réwnania i otrzymujemy

—2xyxyt =2\

r2ry? -3\
T = —3.132.
Wstawiamy 1 = —3x2 do trzeciego warunku: 221 +3xz9 — 6 = 0, otrzymujac rownanie 2(—3x2)+3x2 —6 = 0, skad rozwiazanie:
r9 = —2, x1 = 6. Mnoznik Lagrange’a wynosi A = —3.

Zauwazmy, ze funkcja minimalizowana nie jest wypukla, wiec warunki Kuhna-Tuckera sg jedynie warunkami koniecznymi
lokalnej optymalnosci. Rozwiazanie x1 = 6, x9 = —2 nie jest optymalne, istnieje lepsze, np. 1 =0, 2 = 2.

PRZYKEAD 21. (Mnozniki Lagrange’a) Rozwiazemy zadanie minimalizacji przy warunkach typu rownosci i nieréwnosci

x? + 2 — min (7)
z Z Oa (8)
x2 2 33 (9)
x1+ 2 =4. (10)
Warunki zadania piszemy w postaci —z; <0, —x9+3 <0, 1+ 22 —4 =0. Funkcja Lagrange’a dana jest wzorem

Lz, p, A) = a7 + 23 4 p1 - (—21) + po - (—22 + 3) + May + 22 — 4),

warunki Kuhna-Tuckera:

oL
- =201 —m+A=0,
8‘%1
OL
O 2w+ A =0,
(9.1‘2

1 +x0—4=0,
prz1 =0, p1 20
p2(x2 —3) =0, p2 20
z1 >0,
To > 3.
Analizujac warunki g1 = 01 po(xe — 3) = 0, rozpatrujemy cztery przypadki.
Przypadek 1. p; = po = 0. Wtedy trzy pierwsze warunki sa postaci

221+ A =0,
2(E2+)\:O,
1‘1+I274:0

i daja rozwigzanie x1 = x9 = 2, co jest sprzeczne z warunkiem x5 > 3.

14
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Przypadek 2. p; # 0, po # 0. Poniewaz pix1 = 01 po(ze —3) = 0, to 1 = 0, z2 = 3, ale nie jest spelniony warunek
1+ 29 —4=0.

Przypadek 3. p; # 0, uz = 0. Wtedy z rownosci py 1 = 0 otrzymujemy x; = 0 i wstawiajac do z1 + x2 — 4 = 0, dostajemy
x9 = 4. 7Z drugiego réwnania: 2zo + A = 0 mamy A = —8. Wstawiamy to do pierwszego réwnania: 2x1 — pug + A = 0 i
otrzymujemy p; = —8, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze p; > 0.

Przypadek 4. puy = 0, puo # 0. Wtedy z rownosci ps(zo — 3) = 0 otrzymujemy zo = 3 1 wstawiajac do 1 + 29 — 4 = 0,
dostajemy x; = 1. Z pierwszego rownania: 2x1 + A = 0 mamy A = —2. Wstawiamy to do drugiego rownania: ug(ze —3) =01
mamy po = 4.

Zauwazmy, ze

e minimalizowana funkcja f(x) := 22 +22 jest wypukta. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy sprawdzi¢, ze macierz Hessego
jest dodatnio potokreslona, tzn. minory gtéwne sa nieujemne (macierz Hessego jest kwadratowa i symetryczna):

2f o°f 5 0
o2 dz1 0
H(w) = H([z1,22)7) = [ o %2;”] = {0 2}
8%281)1 BIS
e ograniczenia (8),(9) tworza zbiory wypukle,
e funkcja liniowa (10) jest wypukla,

oraz przeciecie zbiorow wypuktych jest zbiorem wypuklym, zatem zadanie jest wypukte. Stad mamy dokladnie jedno globalne
rozwigzanie x1 = 1, o = 3.

Zadanie 26. Metoda mnoznikéw Lagrange’a rozwiaz zadanie

—3 4 .
—z7 25 — min

5I1 + 21‘2 = 20.

Zadanie 27. Metoda mnoznikéw Lagrange’a rozwiaz zadanie

222 4+ 22 — min
1‘124
$220

!E1+(E2:6.

Zadanie 28. Metoda mnoznikoéw Lagrange’a rozwiaz zadanie

(x1 —1)% + 29 — 2 — min
7114’1’2*1:0
1+ a9 —2 <0.

PRZYKEAD 22. (Funkcjonat sprzezony do funkcjonatu wypuktego)
Wyznaczymy funkcjonal sprzezony f*: C* — R do funkcjonatu wypuklego f: C — R, f(z) =22 C=R.

Skorzystamy z faktu: jezeli C—wypukly podzbiér przestrzeni unormowanej X, f—funkcjonat wypukty, to
0" = {x e X" sup{{z,a*) — f(@)} < oo} LI = swp{ea) — f@)),
zeC zeC
gdzie x*(z) = z*x = (x,2*) (i nie jest to zwykly iloczyn skalarny).
Mamy C = R = X. Niech z* € X* = R bedzie ustalony.
Wtedy h(x) := (x,2*) — f(z) = 2*z — 22. Wykres h to parabola skierowana w dot, wiec h — ograniczony z gory.
Obliczamy h/(z) = x* — 2z oraz h/(z) = 0 wtw, gdy = = 2*. Dalej mamy h(z) = h (32*) = 1(2*)? oraz C* = R. Zatem

T R->R, f"(z")= 1(3:*)2

15
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PRZYKEAD 23. (Funkcjonal sprzezony do funkcjonatu wklestego)
Wyznaczymy funkcjonal sprzezony g* : D* — R do funkcjonatu wklestego g : D — R danego wzorem

g(z) =ayr, a>0, D=][0,00).

Jezeli D—wypukly podzbior przestrzeni unormowanej X, g—funkcjonal wklesty, to

D = {a e X" int {lna) ~g)) > ). g(@) = jnf (o) - ).
Badamy h(z) := (z,2*) — g(z) = zz* — a/x.
Mamy h(z) > —oo wtw, gdy «* > 0. Stad D* = (0, o0).

a —(L2

Dalej mamy 0 = h/(z) = z* — 5 skad otrzymujemy x = ﬁ oraz h (%) = 7. Zatem

g":(0,00) = R, g"(z*)=—

Zadanie 29. Pokaz, ze funkcjonal sprzezony g* : D* — R do funkcjonatu g : D — R, g(z) =z, D = [0,00) dany jest
wzorem g*(z*) =0, D* = (1, 00).

PRZYKEAD 24. (Lokata) Za pomoca funkcjonalow dualnych rozwiazemy problem lokaty kapitatu, jezeli zysk powstaly w
wyniku dzialania i-tej akcji wynosi

gi(xi)za“/xi, a; >0, 1=1,2,...,n, n>2,
a posiadany kapital jest réwny x¢ > 0.
n n
1. Formulujemy zadanie optymalizacji: g(x) = Zgi (x;) — max pod warunkiem Z x; = xo, x; > 0.

i=1 i=1

2. Definiujemy nastepujace zbiory i funkcjonaly
C = {xER": inzﬂﬂo}, [:C =R, f(z)=0,
i=1
D={zeR": z>0}, 9:D =R, glx) = gi(z:).
i=1

3. Korzystamy z Twierdzenia Fenchela o dualnosci

sup g(x) =— inf {—g(@)}=~- inf {f(z)—-g(x)}

zeCND xeCND zeCND
-8y 0@ = SN} = iy, (£167) ") -

4. Wyznaczamy funkcjonal sprzezony do f. Nieréwnosé

n
sup{(z,2*) — f(z)} = sup{(z,2*)} = sup Y _zx; < oo,
zeC zeC zeC

gdzie le = xg, zachodzi tylko dla z* postaci z* = (\A,..., ) =A(1,1,...,1) = X-1, A € R. Wtedy
i=1
0 =R, C*={\-1LAeR}, [*(z%)=Axo.

2
g

5. Wyznaczamy funkcjonal sprzezony do g. Z Przykladu 23 mamy g¢; : (0,00) = R, g7 (z]) = L Zatem
Ly
n n a2
7@ =D 0 @) == 5
7
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6. Poniewaz C*={A-1,A€R} i D*=(0,00), to C*ND*={A-1,A >0} oraz

7. Podstawiamy otrzymane wyniki do (11).

| o Jalf?
s gle) = amin ) 107 o)) = i {van + L2}

8. Badamy h(\) := Az + HGHQ. Mamy

0="n(\)=

2
o~ ||4a)\H2 & A= ;\jﬂfo; h <2|\|;3|c|70> = |la||y/To — maksymalny zysk.

Sprawdzajac, ze limy_,g+ h(A\) = 00, limy_ 00 h(A) = 00 upewniamy sie, ze rzeczywiscie h osiaga minimum w NG

9. Wyznaczymy z;, i =1,...,n, n > 2. Skorzystamy z drugiej tezy Twierdzenia Fenchela.
Niech € C' N D realizuje infimum w (11). Ponadto mamy z* = X - 1. Wtedy

min{(z, ") — g()} = min{{z, &) — g(2)} = ;ﬂg}){zxz% Za\/?} = gizg{z:(wik— ai\/f?i)}

i=1
Mamy h;(x;) := 2\ — a;/z; = x; - el _ a;\/z; oraz 0= hj(x;) = all _ _ai x; = a?acg'
Wi NN fal
ax
Zatem T; := o Hg jest optymalna inwestycja, ktora daje maksymalny zysk rowny ¢(z) = ||al|/Zo-

10. Sprawdzenie:

~=Z;gi(5i)=§ai\/%7=;ai ‘ﬁg Z a]ﬁzﬁz;a —\F” lal? = |la|lv/Zo.

Zadanie 30. Za pomoca funkcjonaléw dualnych rozwiaz problem lokaty kapitalu dla dwoch akcji, jezeli zysk powstaly w
wyniku dziatania i-tej akcji wynosi

g1(x1) = 3/w1,  go(x2) = 4y/20,
a posiadany kapital jest rowny xg = 200.
Odp. x1 =72, xo = 128.

Zadanie 31. Za pomoca funkcjonaléw dualnych rozwiaz problem lokaty kapitalu dla dwoch akcji, jezeli zysk powstaly w
wyniku dzialania i-tej akcji wynosi

qi(z1) =21,  ga(w2) = 2¢/2,
a posiadany kapital jest réwny xo = 100.
Odp. x1 =1, x5 =99.
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