Teoria opcji

1. Pokaz, ze wyplaty z opcji kupna i sprzedazy spelniaja
(St —K)t — (K- Sr)t =87 — K.

2. Niech Q = {wy,ws}. Wypisz wszystkie elementy F = 2.

3. * Dane jest aktywo ryzykowne o cenie poczatkowej Sy = 3/2. Jego cena w chwili T = 1 moze
wynie$é S1(wi) = 10 lub S;(w2) = 2 z jednakowym prawdopodobienstwem. Cena aktywa bez ryzyka
jest rowna By = 1 na poczatku i B; = 2 na koncu.
1. Oblicz warto$é¢ obecna opcji kupna dajacej wyplate koricowa C; = (S; — K)*, gdy K = 5.
2. Czy warto kupié¢ opcje po tej cenie?
3. Czy przy takiej wycenie opcji na rynku pojawia sie¢ mozliwos¢ zysku bez ryzyka? Jezeli tak,
podaj przyktad strategii.

4. Dany jest portfel ¢ = (5,2). Aktywo ryzykowne kosztuje poczatkowo Sy = 10. W chwili koticowej
T = 1 jego cena moze wynies¢ 12 lub 9. Stopa bez ryzyka jest réwna 1%.

1. Oblicz wartosé poczatkowa portfela.

2. Jakie wartosci moze mieé portfel w chwili koricowej?

5. Udowodnij, ze dla kazdej wyplaty X istnieje dokladnie jeden portfel replikujacy i ma on postaé

Xu_Xd XdSu—XuSd

Siost P =grpmeogny  adde X =X(w), X = X(ws).

ap =

6. Udowodnij, ze cena racjonalna wyplaty X dana jest wzorem

Xu((l + T)SO — Sd) + Xd(Su — (1 + T)So)
(14 7r)(S» — S9)

7. Niech Q = {wj,w2}. Inwestor uwaza, ze prawdopodobienistwo wzrostu ceny akcji wynosi
P({wi}) = 0.2, a spadku P({ws}) = 0.8. Akcja kosztujaca teraz Sy = 260 za 3 miesiace bedzie
miata cene

] 340, gdy w=w,
Sr(w) = { 220, gdy w = ws.
1. Oblicz wartos¢ oczekiwang i odchylenie standardowe ceny akcji w chwili 7.
2. Niech stopa procentowa na depozyt 3-miesieczny wynosi r = 1%. Wycen europejska opcje kupna
z ceng wykonania K = 280 i momentem wygasnigcia za 3 miesiace.
3. Niech stopa procentowa na depozyt 3-miesieczny wynosi r = 1%. Wycen europejska opcje
sprzedazy z cena wykonania K = 250 i momentem wygasniecia za 3 miesiace.
8.  Opisz postepowanie inwestora sprzedajacego europejska opcje kupna i chcacego zabezpieczy¢
wyplate z opcji. Co sie dzieje, gdy opcja jest sprzedawana po cenie innej niz racjonalna?
Rozwigzanie:

(1) W chwili ¢ = 0 inwestor postepuje nastepujaco:

Dzialtanie Rozliczenie
Sprzedaje jedna opcje Co
Kupuje «a sztuk akcji —aSy
Tworzy depozyt bankowy (ew. bierze kredyt) —Bo.

Na mocy definicji racjonalnej ceny mamy Cy — aSy — o = 0. Zatem koszt poczatkowy takiego
postepowania inwestora sprzedajacego opcje jest rowny zeru.

(2) W chwili ¢ = T inwestor postepuje nastepujaco:

Dzialtanie Rozliczenie
Realizuje opcje —Cr
Sprzedaje akcje aSt
Podejmuje pieniadze z banku (ew. zwraca diug) | (14 r)5o.
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Rozliczenie koficowe —Cp + oSt + (1 +7r)8p = 0, czyli do tej transakcji nikt nie dotozyl. Cena
racjonalna wyplaty jest do zaakceptowania dla obu stron.
(3) Gdyby opcja nie byla sprzedawana po cenie Cy, a po cenie C # Cy, to:

i. Gdy Cy < C, sprzedajacy ma pewny zysk C'— Cy > 0 w chwili 0, gdyz wystarczy wydaé¢ Cy,
by zabezpieczy¢ wyptate X dla kupujacego, reszte sprzedajacy zachowuje dla siebie.

ii. Gdy Cy > C (koszt zabezpieczenia jest wigkszy niz cena C), to kupujacy ma pewny zysk
Co — C > 0 w chwili 0, gdyz aby otrzyma¢ wyplate X musiatby wydaé Cy, a kupit ja za C.
W obu przypadkach, gdy C # Cy (tj. cena rozni si¢ od ceny racjonalnej), znajdujemy portfel dajacy
zysk bez zadnego ryzyka i zajmujac odpowiednia pozycje mamy dodatni dochéd.

9. Znajdz przyklad rynku i wyplaty X > 0, ktérej cena racjonalna jest ujemna, tj. IIo(X) < 0.
Rozwigzanie:

1. Skorzystamy ze wzoru z Zadania 6.
Wiemy, ze X* >0, X% >0, r >0, S* > S
Aby ITy(X) < 0, to musi byé (1 +7)Sp < S¢ lub S* < Sy(1 + 7).
Niech zatem Sy = 10, r = 0,1, §9 =12, §* =13, X? =5, X" = 15. Wtedy IIo(X) = —22.
Na tym rynku mozemy osiagnac¢ zysk bez ryzyka pozyczajac 10 jednostek z banku i kupujac za
te kwote akcje. Wtedy w chwili T' sprzedajac akcje otrzymujemy co najmniej 12, a do banku
musimy zwrécié¢ 11. W tej sytuacji mozna by osiagnaé zysk bez ryzyka za pomoca odpowiedniej
strategii.

DAl

10.  Cena poczatkowa akcji wynosi 20 zl a oprocentowanie depozytu (kredytu) po 6 miesiacach
wynosi 7 = 5%. Wiemy, ze akcja po 6 miesiacach moze kosztowaé 25 zt z prawdopodobienistwem 1/3 i
18 z1 z prawdopodobieristwem 2/3. Oblicz racjonalng cena europejskiej opcji sprzedazy z momentem
wygasniecia 6 miesiecy i cena wykonania 22 zl, znajdujac strategie zabezpieczajaca. Opisz, jakie
dzialania na poczatku i na koncu okresu musi podjaé wystawca opcji sprzedazy, aby zabezpieczy¢
wyplate.

11.  Cena poczatkowa akcji wynosi 170 zt a oprocentowanie depozytu (kredytu) po 4 miesiacach
wynosi r = 2%. Wiemy, ze akcja po 4 miesiacach moze kosztowaé 220 zt z prawdopodobieristwem 1/2
i 160 zt z prawdopodobienistwem 1/2. Oblicz racjonalng cena europejskiej opcji kupna z momentem
wygasniecia 4 miesiace i ceng wykonania 180 zl, znajdujac strategie zabezpieczajaca.

12.  Cena poczatkowa akeji wynosi 70 z! a oprocentowanie depozytu (kredytu) po 3 miesiacach
wynosi r = 3%. Wiemy, ze akcja po 3 miesiacach moze kosztowaé 65 zt z prawdopodobieristwem 1/5
i 76 z1 z prawdopodobienistwem 4/5. Oblicz racjonalna cena europejskiej opcji kupna i europejskiej
opcji sprzedazy z momentem wygadniecia 3 miesiace i cena wykonania 73 zl, znajdujac strategie
zabezpieczajaca.

13. Udowodnij, ze na rynku bez mozliwosci arbitrazu cena racjonalna wyplaty nieujemnej jest
nieujemna, czyli Ip(X) > 0, gdy X > 0. Gdy ponadto X # 0, to II(X) > 0.

14. Niech na rynku M = (B, S, ®) bez mozliwosci arbitrazu, H bedzie procesem ceny arbitrazowej
wyplaty X, czyli Hy = IIp(X), Hr = X. Niech &5 oznacza klase portfeli sktadajacych sie z jednostek
rachunku bankowego, akcji i jednostek instrumentu pochodnego o cenie H. Udowodnij, ze rynek
M = (B,S,H,®p), czyli rynek M rozszerzony o instrument pochodny, jest rynkiem bez mozliwosci
arbitrazu.
Wskazowks:

1. Zaléz nie wprost, ze na rynku rozszerzonym M wystepuje arbitraz, czyli istnieje portfel ¢ € @y,

»=(B,a,7), taki ze

LV(@) =0 2 YV Vr@w=>0 3 3 Vi@w>o.

2. Poniewaz Hp = X oraz Hy = IIp(X), to istnieje portfel o € &, © = (B, ap), taki ze
1. Volg) =TIg(X) = Hy, 2. Vr(p) = X = Hy.
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3. Ze wskazéwek 1.1 1 2.1 otrzymujemy portfel o1 = (8 + v80, @ + YA\o) € @ i pokazujemy, ze jest
on mozliwoscia arbitrazu na rynku M, co daje sprzeczno$é¢ z zalozeniem.

15. Zatézmy, ze akcja kosztujaca 200 bedzie za trzy miesiace miata cene 150 lub 300, a stopa
procentowa na depozyt trzymiesieczny jest réwna 10%. Oblicz cene europejskiej opcji sprzedazy z
cena wykonania 270 i terminem wykonania za trzy miesiace na dwa sposoby:

1. za pomoca portfela replikujacego wyplate Pr,

PT].

2. za pomoca miary martyngatowej: Py = Ep=« [1 mn
r

16. Udowodnij, ze jezeli istnieje portfel o, taki ze Vo(p) < 0 oraz Vr(p) > 0, to na rynku istnieje
arbitraz.

Wskazéwka: Pokaz, ze portfel ¢ = (8 — Vo(p), ) jest tym arbitrazem.

17.  (Prawo jednej ceny) Udowodnij, ze na rynku jednookresowym dwustanowym bez mozliwosci
arbitrazu dwa portfele majace te samg warto$¢ w chwili 7" muszg mieé te sama wartos¢ w chwili O.

K
18. Udowodnij parytet kupna-sprzedazy Cy — Py = Sy — T+ korzystajac z
r
a) argumentéw arbitrazowych,

b) prawa jednej ceny.

Rozwigzanie:

K
a) Zalézmy nie wprost, ze Cy — Py > Sp — T Wtedy strategia polegajaca na kupnie akcji i
r
opcji sprzedazy z cena wykonania K i sprzedaniu opcji kupna z cena wykonania K jest strategia
arbitrazowa. Warto$¢ tej operacji (réwnej Co — Py — Sp) rozliczamy w banku (gdy jest ona
dodatnia, to wkladamy te sume do banku, gdy ujemna, to pozyczamy ja z banku). W chwili T

zawsze mamy zysk rowny
K+(1+T)(00—P0—SQ) > 0.

K
b) Portfel ¢ skladajacy si¢ z jednej akcji i pozyczki w wysokosci 5 i portfel ¢ powstaly w

T
wyniku zakupu opcji kupna i sprzedazy opcji sprzedazy o tej samej cenie wykonania K maja

w chwili T' te sama warto$¢ St — K, wiec musza mieé¢ te samg warto$¢ w chwili zero, co daje
parytet.

19. Znajdz na rynku jednookresowym dwustanowym wzory ogdlne na ceny europejskich opcji kupna
i sprzedazy przy zatozeniu S¢ < K < S*.

Wskazowka: Skorzystaj z Zadania 6.

20. Uzasadnij nastepujace ograniczenia na ceny opcji na rynku bez mozliwosci arbitrazu:

K + K
b (= — <P <
) (1+7“ SO) =70

Wskazowka: Skorzystaj z parytetu kupna-sprzedazy i twierdzenia o monotonicznoéci ceny.
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Rynki skonczone

21. Na podstawie tabeli przedstawiajacej mozliwe ceny akcji po kolejnych okresach inwestycyjnych
podaj filtracje (F¢,t € {0,1,...,T}).

w, t=0 t=1 (=2 (=3
w1 50:2 51:5 52:8 53:9
w2 5022 51:5 52:7 5328
w3 50:2 51:1 52:3 53:5
wy 50:2 5121 S2:6 S3:5
Wws 50:2 31:1 S2:3 53:7

22. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sa F-mierzalne, jezeli

F = {@797 {w17w27w67w8}a{w33w47w57w7}}7
X(w) _ 10, w = w1, ws,ws,ws, Y(w) _ 1, w=uwp,ws,ws,ws,
201 W = Wsg, Wyq,Ws, Wr, 5; W = W4, Ws, We, Wr,

Zmienna losowa X jest F-mierzalna, jezeli dla kazdego x € R zbiér {w € Q : X(w) = =z} jest
elementem o-ciata F.

23. Udowodnij, ze portfel staly jest strategia samofinansujaca sie.
24. Udowodnij

¢ — samofinansujacy sic <= Vi1(p) = Vi) = @r41(Se41 — i) dla kazdego ¢.

25. Udowodnij, ze strategia ¢ polegajaca na kupieniu za wlasne pienigdze i-tej akcji w chwili 0,
sprzedaniu jej w ustalonej chwili czasu 7, 7 < T i wlozeniu uzyskanych pieniedzy do banku jest
samofinansujaca sie.

26. Udowodnij, ze na rynku istnieje mozliwoé¢ arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje portfel

samofinansujacy sie ¢ spelniajacy

P(Vr(e) 2Vole)) =1,  P(Vr(e) > Vo(e)) > 0.
27. Udowodnij, ze gdy istnieje strategia dominujaca, tj. strategia ¢ spelniajaca

Wo(e) <0, Vr(e)(w) >0 dla kazdego w,
to istnieje arbitraz.
Wskazéwka: Zdefiniuj ¥ = (Vo(v),0,...,0) i pokaz, ze & = ¢ —1 jest strategia arbitrazowa.
28. (Prawo jednej ceny) Udowodnij, ze na rynku bez mozliwodci arbitrazu portfele majace te sama
warto$é w chwili 7' musza mieé te sama wartosé¢ w chwili 0 (czyli musza mieé te sama cene).
Wskazdwka: Zaldz nie wprost, ze Vp(p) < Vo(v) i pokaz, ze &= ¢ —1 jest strategia dominujaca.
29. Udowodnij, ze gdy na rynku (S, ®) bez mozliwosci arbitrazu S°, S* sa aktywami bez ryzyka
(tzn. SY = (1 +7)t oraz S} = (1 +7m1)?), to S° = SL.
Wskazéwka: Zaléz nie wprost, ze r < ri i pokaz, ze istnieje arbitraz, np. ¢ = (—1,1,0,...,0);
podobnie dla r > r;.

30. Rozpatrzmy rynek jednookresowy (T = 1) dwustanowy ze stopa procentowa bez ryzyka 0% i z
dwoma typami akcji o cenach

So =4, Si(w1) =
Sg = 67 Sf(wl) =
1. Zbadaj, czy na tym rynku istnieje arbitraz.

2. Niech dane beda dwie strategie ¢ = (5,5,0) i v = (1,3,2). Sprawdz, czy strategie te maja te
sama warto$¢ w chwili konicowej T'. Czy strategie sa samofinansujace sig?
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31. Rozpatrzmy rynek jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami losowymi. Inwestor uwaza,
ze sg one jednakowo prawdopodobne. Na rynku stopa procentowa bez ryzyka wynosi 20% i jest jedna
akcja majaca proces cen

So = 25, Sl(wl) = 20, Sl(wg) = 40, Sl(w;g) = 35.

Czy wszystkie wyplaty sa na tym rynku osiggalne?

32. Rozpatrzmy rynek jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami losowymi. Inwestor uwaza,
ze s one jednakowo prawdopodobne. Na rynku stopa procentowa bez ryzyka wynosi 0% i sg dwie
akcje majace procesy cen

Sé =4, Sll(wl) =8, Sll(WQ) =0, S%(w3) =3,
S2=1, S%(wy) = 10, S%(we) =8
Pokaz, ze ¢ = (10,5, —5) jest strategia dominujaca.

33. Rozpatrzmy rynek jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami losowymi. Na rynku stopa
procentowa bez ryzyka wynosi 20% i jest jedna akcja majaca proces cen:

S =30, Si(w1)=20, Sj(ws)=40, Si(ws)=35.
Zbadaj, czy na tym rynku istnieje arbitraz.
Wskazowka: Zbadaj, czy istnieje miara martyngalowa @, tzn. qi,qo, g3, takie ze

EQ[Sl]:SO(1+T)7 Q1+QQ+Q3:17 Qi>07 Z:1a253
34. Do rynku z poprzedniego zadania dodajemy jeszcze jedna akcje
S2 =30, S¥(w) =25 S¥(w) =50, S%(ws)=35.

Zbadaj, czy taki rynek jest bez arbitrazu.

35. Znajdz wszystkie miary martyngalowe i wyplaty osiagalne ewentualnie strategie arbitrazowe,
gdy rynek jest jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami losowymi i z aktywami opisanymi w
nastepujacy sposob:

1. Stopa procentowa bez ryzyka wynosi 10% i na rynku jest jedna akcja opisana przez
S() = 20, Sl(wl) = 25, Sl(wg) = 407 Sl(wg) = 22.
2. Stopa procentowa bez ryzyka wynosi 10% i na rynku sg dwie akcje przyjmujace wartosei:
Sy =2, St(wr) =1, St (wa) =3, St(ws) =2,
5(2) = 5, 512((.«)1) = 37 S%(WQ) = 6, S%(OJ;g) =&.

36. Zalézmy, ze rynek jednookresowy jest bezarbitrazowy. Udowodnij, ze rynek jest zupelny wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba stanéw Q (czyli scenariuszy) jest réwna liczbie liniowo niezaleznych wektoréw
wéréd wektoréw By, ST,..., SF.

Wskazowka: Rozpatrz macierz

?(M) g%(wl) gk(wl)
. 1(w2) 1.(.W2) | 1 (.WQ)
Bi(ws) Siws) ... Siwa)

oraz rozwigzania réwnania Ay = x dla dowolnego x.

37. Zbadaj zupelnosé rynku z zadan 33 i 35.2, korzystajac z zadania 36.
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38. Tabela przedstawia mozliwe ceny akcji po kolejnych okresach inwestycyjnych

Wy t=20 t=1 t=2
w1 S():5 51:8 5229
w2 50:5 5128 52:6
w3 50:5 51:4 32:6
wy 50:5 S1:4 52:3

Zalézmy, ze scenariusze s jednakowo prawdopodobne a stopa procentowa bez ryzyka jest réwna 10%.
Oblicz

1. P(S2 =9|S; =38), 3. E[S2]S1 = 8], 5. E[Sa| F1].

2. P(S; =6|S; =38), 4. E[S3]S1 = 4],
ZnajdZ miare martyngalows i oblicz ceny europejskich opcji kupna i sprzedazy, gdy K = 7, r = 10%.
Odp. 1. 0.5, 2. 0.5, 3. 7.5, 4. 4.5, 6. P({w1}) = 0.35, P({ws}) = 0.025, P({ws}) = 0.292, P({ws}) = 0.333,
Co = 0.58, Py = 1.36.

39. Na rynku dwuokresowym (T = 2) o czterech mozliwych scenariuszach stopa procentowa bez
ryzyka wynosi 10% i jest jedna akcja, ktérej ceny sa opisane przez proces S:
So =100, Si(w1) = S1(w2) =120, Si(ws) = S1(ws) = 80,
Sa(wy) =140, Sz(wg) = Sa(ws) =100, S2(ws) = 60.
Znajdz ceny europejskich opcji kupna i sprzedazy z ceng wykonania K = 105.
Odp. P({w1}) = 0.6, P({w2}) = 0.15, P({ws}) = 0.175, P({wa}) = 0.075, Co = 17.36, Py = 4.13.

Model Coxa-Rossa-Rubinsteina

40. Niech w modelu CRR: S, =100, S; =80, S;=130, T =2, r=0.1.
Wycen europejskie opcje kupna i sprzedazy z ceng wykonania 90.

Odp: Co = 29.06, Py = 3.44.

41. ZnajdZ wzoOr na cene arbitrazowa europejskiej opcji sprzedazy w modelu CRR.

42. Niech w modelu CRR: Sy =100, Sy =120, S5,=90, T =3, r=0.05.
Wyceni opcje europejska o wyptacie X = 100(Rr —0.1)T, gdzie Ry = STT;SO jest stopa zwrotu z akcji
w czasie od 0 do T

Odp: TIp(X) = 13.13.
43. Udowodnij, ze portfel replikujacy wyplate postaci X = h(Sr) w chwili ¢ ma postaé
1SS (140) = f(5 S (1 £ a))

S 1(b—a) ’
o= (L+0)f(tS-1(1+a) — (A +a)f(t Se—1(1+D))
¢ (b—a)(1+r)t '

Wskazowksi:
1. W chwili ¢ musi zachodzié¢ (14 )" T E[h(ST)| Fi] = Vi(p) = @2(1 +7)" + @i Ss.
2. St =8iZs, Zy =T,_;;1Uj, azatem Vi(p) = (1+ r)t_TE[h(th)]‘I:St = f(t,5).
3. Z1.i2 mamy: ¢;Si—1U; = f(t,S:—1U;) — (1 + r)'¢? oraz U, przyjmuje wartoéci 1 +a i 1 +b. Stad
wyznaczamy (,o% i gp?.
44. Niech w modelu CRR: Sy =100, u=14+b=12, d=1+a=0.7, T=2.
1. Dla jakich wartosci stopy procentowej r model jest wolny od arbitrazu? Wyznacz dla tych

warto$ci miare martyngatows.
2. Niech r = 10%. ZnajdZ ceng¢ arbitrazowa europejskich wyptat:

X = (min(Sy, Ss) — 90), Y = (S, — S — 10)*.
Odp: 1. 1 €(0,02), p=2r+0.6 2. p=08, Io(X)=15.87, Io(Y)=7.93.
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45. Niech w modelu CRR: Sy =80, w=13, T=3, r=0.2.
1. Dla jakich d model jest wolny od arbitrazu?
2. Niech d = 1.1%. ZnajdZ ceng arbitrazowg opcji europejskiej o wyplacie X = (w — 85)+.
Znajdz strategie replikujaca.
Odp: 1. de€(0,1.2) 2. p=0.5, IH(X) = 8.38.
46. Udowodnij, ze w modelu CRR cena wyptaty postaci X = g(St), gdzie g € C?, g(0) = 0 jest
réwna

Ho( Sog / CO dyv

gdzie Cy(y) jest cena arbitrazowa w chwili 0 europejskiej opcji kupna akeji o cenie S z terminem
wykonania T i z ceng wykonania y.

Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru Taylora z reszta w postaci catkowej:

"

o(x) = 9(0) + ¢ (O) + / T (@ —y)te ).

Opcje amerykanskie

47. Tabela przedstawia ceny akcji po kolejnych okresach inwestycyjnych (patrz Zadanie 38)

w;, t=0 t=1 t=2
w1 50:5 S1:8 82:9

wo S(): 51:8 52:6
w3 S():5 51:4 5226
W4y SOZ 51:4 52:3

Niech Y; = (S; — 5)7, r = 0. Wtedy P* = (1/6,1/12,1/4,1/2).

1. Oblicz ceng amerykanskiej opcji kupna dla ¢t = 0,1,2: Uy, Uy, Us.

2. Zmnajdz optymalny moment wykonania opcji.
48. Niech stopa procentowa bez ryzyka wynosi 10%, a ceny akcji sa opisane przez proces S (patrz
Zadanie 39):

SO = 100, Sl(wl) = Sl(CUQ) = 120, Sl(w;),) = Sl(UJ4) = 80,
Sz(wi) = 140,  Sz(wz2) = S2(ws) = 100,  Sz(wa) = 60.
1. Znajdz ceny amerykanskich opcji kupna i sprzedazy z cena wykonania K = 105.

2. Znajdz optymalny moment wykonania opcji.

49. Bank ma amerykanska opcje sprzedazy akcji z ceng realizacji 60 i data wygasniecia za 3/4 roku.
Akcja warta jest teraz 6, a stopa procentowa bez ryzyka (kapitalizacja ciagla) wynosi 18% w skali
roku. Czy warto opcje zrealizowaé teraz, czy w chwili wygasniecia?

50. Moéwimy, ze opcja amerykanska (Z;)ic7 jest zawsze realizowalna, gdy dla dowolnego momentu
stopu 7 o wartosciach mniejszych lub réwnych 7' istnieje strategia ¢ € & taka, ze V. (p) = Z,.
Udowodnij, ze na rynku zupelnym kazda opcja amerykanska jest zawsze realizowalna.

51. Niech w modelu CRR: Sy = 100, S¢ = 80, S = 130, T = 3, r = 0.1. ZnajdZ cene w chwili 0
opcji amerykanskiej o wyplacie Z; = maxo<;j<;S; (tzw. opcja rosyjska). Znajdz moment wykonania
opcji.
Model Blacka-Scholesa
52. Udowodnij, ze proces S; = Spexp(at +ocW;), a € R, o > 0, spelnia

1. vtzo S > 0, So - stala,

S,
2. V>0 ;—h jest niezalezne od o (S, : u <t),
t
Si+n  Sh
3. Ven>o ~ 5
AR

4. S; ma ciagle trajektorie.
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. 2
Niech Sy = Spexp ((,u — 02) t+ O'Wt>

53. Pokaz, ze proces S; spelnia

. 1 St — Su . 1 St _ Su 2
1 ]E - 1 = .
wnt- T —u [ Sa ] b [ S, } 7

Wskazéwka: Jezeli X ~ N(m,s%), Y =eX, to E[Y]=emt25 Var[Y] = 2 (e’ — 1).

54. Pokaz, ze $rednia warto$é ceny roénie ze stopa réwna p, czyli E[S;] = Spet#. Stad wynika, ze

gdy Srednia stopa zwrotu z akcji ma by¢ taka sama jak dla papieréw bez ryzyka, to u =r.

55. Pokaz, ze 9
o

E[lnS;] =1n Sy + (u - 2) t, Var[ln S;] = o°t.

56. Rozwazmy akcje z ceng poczatkows 40, oczekiwanym zwrotem 16% rocznie, wsp6lczynnikiem

zmiennos$ci 20% rocznie. Znajdz

1. 95% przedzial ufnosci dla ceny akcji za trzy miesigce.  Odp: (33.78, 50.4)
2. érednia ceng akcji za trzy miesiace.  Odp: 41.63

Wskazéwka: 95% przedzial ufnosci dla zmiennej o rozktadzie N(m, s?) ma postaé (m — 2s, m + 2s).

57. Pokaz, ze jedynym rozwigzaniem
1. dB; =rBydt, By=1 jest B;=¢e",

1
2. dS; = pSidt + 0SidWy  jest Sy = Syexp ((,u - 202> t+ O'Wt> .

Wskazowka: Rozwiazaniem rownania dX; = XydY; jest X; = XoeY‘_YO_%[Y’Y]‘.
58. Udowodnij, ze strategia "kup i trzymaj aktywo" (buy-and-hold), czyli
e) =0, ¢f=a>0

jest strategia samofinansujacy sie.

59. Udowodnij, ze strategia
0 St 1
Pt = E? 0y =0
ma portfel bogactwa réwny Vi(p) = S; (taki sam jak strategia "kup i trzymaj" dla a = 1), ale nie
jest strategia samofinansujaca sie.

60. Czy na klasycznym rynku Blacka-Scholesa cena opcji kupna réowna 40 i opcji sprzedazy rowna 30
o terminie zapadalno$ci 1 rok z cena wykonania 38 przy obecnej cenie waloru 45 i stopie procentowej
bez ryzyka 10% stwarzaja mozliwos$é arbitrazu?

Wskazowka: Sprawdz, czy zachodzi parytet kupna-sprzedazy.

61. Zbadaj zachowanie ceny europejskiej opcji kupna, gdy o — 0.
62. Udowodnij Wniosek 43, dajacy cene europejskiej opcji sprzedazy.

63. Udowodnij, ze cena europejskiej opcji
1. kupna,
2. sprzedazy
jest funkcja wypukla i spelnia warunek Lipschitza jako funkcja poczatkowej ceny akcji Sy.

Wskazdéwka (call-wypukiosé): Pokaz, ze druga pochodna jest dodatnia:

1. SoN'(dy(T, So)) — Ke "™ N'(dy(T, Sp)) = 0.
0Cy

9*Cy 1
3. = N'(dy\(T, S > 0.
858 ( 1( 0))800'\/T

Wskazdwka (Lipschitz): Skorzystaj z Twierdzenia o wartosci $redniej.
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64. Udowodnij, ze wyptata europejskiej opcji kupna f(z) = (S —x)7 jest funkcja wypukla i spelnia
warunek Lipschitza jako funkcja ceny wykonania K.

Wskazéwka (wypukiosé):

jest wypukla.

Funkcja mierzalna f : (a,b) — R spehiajaca Vi ,e(ap) f <JC + y) < f(x) 42' f()

2

Pokaz, ze
Co(K—0)+Co(K+0
1. VK>0VJ>0 CO(K) < 0( ) 9 O( )

2. W tym celu zaléz przeciwnie: Il := Co(K — o) + Co(K + o) — 2Cy(K) < 0.
3. Wykaz, ze Iy = (St — (K —0))T + (S7 — (K + o))" —2(S7 — K)* > 0, co daje arbitraz,

sprzecznosé.

65. Udowodnij, ze cena europejskiej opcji sprzedazy jest funkcja wypukta i spelnia warunek Lip-
schitza jako funkcja ceny wykonania K.

Réwnanie Blacka-Scholesa

66. Udowodnij, ze w modelu Blacka-Scholesa funkcja C zadajaca proces ceny opcji kupna C; =
C(t, St) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego czastkowego (rdwnania Blacka-Scholesa)

aC 1, ,0°C ac B
E(t,x) +g0 w(t,x) + rx%(t,a:) —rC(t,z)=0, x>0, te(0,T)

z warunkiem koticowym C(T,z) = (x — K)* dla x>0
i warunkiem brzegowym C(¢,0) =0 dla ¢ € [0,7], bo wyplata zerowa nic nie kosztuje.
Wskazowka:
1. Rozwazmy portfel zlozony z jednej opcji kupna call (dtuga pozycja) i a akeji (krétka pozycja).
Wtedy portfel ma wartosé¢ Il = C' — a.S. Oblicz dII.

0
2. Przyjmij a = (t,S), aby wyeliminowaé ryzyko z portfela.

C
oS
3. Rynek Blacka-Scholesa jest bez arbitrazu. Zatem jezeli portfel jest deterministyczny, to jego

wartos¢ musi rosnaé¢ w czasie zgodnie ze stopa procentowa bez ryzyka r: dII = rIldt.

67. Sprawdz, ze cena europejskiej opcji kupna spelnia réwnanie Blacka-Scholesa.

68. Pokaz, ze funkcja moze by¢ ceng instrumentu pochodnego na rynku Blacka-Scholesa.
1. 2. 92/ 3. ertoN)(T=1) g2

Analiza wrazliwo$ci

69. Udowodnij, ze cena opcji kupna Cy w chwili ¢ = 0 jest

. rosnaca jako funkcja zmiennej Sy - biezacej ceny akcji.

. malejaca jako funkcja zmiennej K - ceny wykonania.

. rosnaca jako funkcja czasu pozostalego do realizacji opcji.

. rosnaca jako funkcja zmiennej o - wspotczynnika zmiennosci.

T o= W N =

. rosnaca jako funkcja zmiennej r - stopy procentowej bez ryzyka.



