
Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

1. Niech (Wt)t∈[0,T ] b¦dzie ruchem Browna. Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej losowej

1. X = 4W2 −W4 +W6

2. X = 3W5 −W3 − 2W9.

2. Oblicz funkcj¦ warto±ci oczekiwanej i wariancji procesu

1. Xt = 6t+Wt, t ∈ [0, T ]

2. Xt = At+Wt, t ∈ [0, T ], A - zmienna losowa niezale»na od (Wt)t∈[0,T ] o rozkªadzie N(m, s2).

3. Niech (Wt)t∈[0,T ] b¦dzie ruchem Browna. Poka», »e podane procesy s¡ równie» ruchami Browna.

1. Xt = −Wt, t ∈ [0, T ]

2. Xt =Wt+h −Wh, t ∈ [0, T ], h > 0− ustalone

3. Xt = aWt/a2 , t ∈ [0, T ], a > 0− ustalone

4. Poka», »e E[WsWt] = min{s, t} dla s, t ∈ [0, T ].

5. Oblicz funkcj¦ korelacji procesu

1. Xt =Wt, t ∈ [0, T ].

2. Xt = µt+ σWt, t ∈ [0, T ].

3. Xt =
Wt+h −Wt

h
, t ∈ [0, T ], h > 0 - ustalone.

4. Xt =Wt − tW1, t ∈ [0, 1].

6. Niech (Wt)t∈[0,T ] b¦dzie ruchem Browna.

1. De�niujemy proces Xt =Wt − 5, t ∈ [0, T ]. Oblicz P (X3 > 0).

2. De�niujemy proces Xt =Wt + 1, t ∈ [0, T ]. Oblicz P (X2 > 2).

7. Poka», »e procesy

1. Xt =W 2
t − t, t ∈ [0, T ]

2. Xt =W 3
t − 3tWt, t ∈ [0, T ]

s¡ martyngaªami wzgl¦dem �ltracji (Ft)t∈[0,T ], gdzie Ft = σ(Ws, 0 ≤ s ≤ t ≤ T ).

Niech πn: 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Dla nielosowych procesów prostych

Xt = c0 10(t) +

n−1∑
i=0

ci 1(ti,ti+1](t), gdzie c0, c1, . . . , cn−1 s¡ staªymi

caªk¦ Itô de�niujemy wzorem

∫ T

0

Xt dWt =

n−1∑
i=0

ci
(
Wti+1

−Wti

)
.

Dla procesów prostych adaptowanych

Xt = ξ0 10(t) +

n−1∑
i=0

ξi 1(ti,ti+1](t), gdzie ξi jest Fti-mierzalny, E[ξ2i ] <∞

caªk¦ Itô de�niujemy wzorem

∫ T

0

Xt dWt =

n−1∑
i=0

ξi
(
Wti+1 −Wti

)
.

Dla procesów Xt ci¡gªych, adaptowanych, speªniaj¡cych

∫ T

0

E[X2
t ]dt <∞ caªk¦ Itô okre±lamy∫ T

0

Xt dWt = lim
πn

n−1∑
i=0

Xti

(
Wti+1

−Wti

)
. (1)
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

8. Oblicz caªk¦ Itô procesu

1. Xt =

 3, 0 ≤ t ≤ 2
2, 2 < t ≤ 3
−4, 3 < t ≤ 5

2. Yt =

 7, 0 ≤ t ≤ 3
1, 3 < t ≤ 8
2, 8 < t ≤ 10

9. Poka», »e caªka Itô nie ma wªasno±ci monotoniczno±ci.

Wskazówka: Dla Xt = 0, Yt = 1 poka» P

(∫ 1

0

Xt dWt <

∫ 1

0

Yt dWt

)
6= 1.

10. (Granica sum caªkowych Riemanna i Itô) Wiemy, »e granica sum Riemanna

n−1∑
i=0

f(si)(ti+1 − ti), si ∈ [ti, ti+1]

aproksymuj¡cych caªk¦ funkcji f : [0, T ]→ R nie zale»y od wyboru punktu si. Jednak granica sum Itô

n−1∑
i=0

f(si)(Wti+1
−Wti), si ∈ [ti, ti+1]

aproksymuj¡cych caªk¦ stochastyczn¡ funkcji f : [0, T ]→ R zale»y od wyboru punktu si. Aby si¦ o tym przekona¢,
oblicz podane granice

1. lim
πn

n−1∑
i=0

Wti(Wti+1
−Wti)

2. lim
πn

n−1∑
i=0

Wti+1
(Wti+1

−Wti)

Wskazówka 1: Przeksztaª¢ powy»sze sumy wedªug odpowiedniego wzoru

1. a(b− a) =
1

2
[b2 − a2 − (b− a)2] dla a = Wti , b = Wti+1 .

2. b(b− a) =
1

2
[b2 − a2 + (b− a)2] dla a = Wti , b = Wti+1 .

Wskazówka 2: Skorzystaj z faktu, »e wariacja kwadratowa ruchu Browna na odcinku [0, t] jest równa

[W ]t := lim
πn

n−1∑
i=0

∣∣Wti+1 −Wti

∣∣2 = t.

Która suma jest stosowana w aproksymacji caªki Itô?

11. Korzystaj¡c z de�nicji caªki Itô, poka»

∫ T

0

t dWt = TWT −
∫ T

0

Wt dt.

Wskazówki:

1. Zde�niuj Xn
t =

n−1∑
i=0

ti 1[ti,ti+1)(t), ti =
iT

n
oraz zastosuj (1).

2. Skorzystaj z równo±ci c(b− a) = (db− ca)− b(d− c) dla a = Wti , b = Wti+1 , c = ti, d = ti+1.

3. Skorzystaj z zadania 10, by okre±li¢ granic¦ sum Riemanna: lim
πn

n−1∑
i=0

Wti+1(ti+1 − ti).
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

1. Lemat Itô dla funkcji f(Wt)

f(Wt) = f(0) +

∫ t

0

f ′(Ws) dWs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Ws) ds,

df(Wt) = f ′(Wt) dWt +
1

2
f ′′(Wt) dt

2. Lemat Itô dla funkcji f(t,Wt)

f(t,Wt) = f(0, 0) +

∫ t

0

(
ft(s,Ws) +

1

2
fxx(s,Ws)

)
ds+

∫ t

0

fx(s,Ws) dWs,

df(t,Wt) =

(
ft(t,Wt) +

1

2
fxx(t,Wt)

)
dt+ fx(t,Wt) dWt.

12. Zastosuj Lemat Itô do procesów

1. f(Wt) =W 2
t

2. f(Wt) = eWt

3. f(Wt) = arctg(Wt)

4. f(Wt) = sinh(Wt)

5. f(Wt) =
1

1 +W 2
t

6. f(Wt) =
Wt

1 +W 2
t

13. Korzystaj¡c z Lematu Itô, oblicz caªki

1.
∫ t
0
eWs dWs

2.
∫ t
0
W k
s dWs

3.
∫ t
0
sin(Ws) dWs

14. Zastosuj Lemat Itô do funkcji

1. f(t,Wt) = 2 + t+ eWt

2. f(t,Wt) =W 2
t − t

3. f(t,Wt) = sin(t+Wt)

4. f(t,Wt) = t cos(Wt)

5. f(t,Wt) = eWt− 1
2 t

6. f(t,Wt) = e
1
2 t sin(Wt)

15. Stosuj¡c Lemat Itô, oblicz ró»niczk¦ stochastyczn¡ procesów

1. Yt = (W
(1)
t )2 + (W

(2)
t )2, gdzie (W

(1)
t ,W

(2)
t ) jest dwuwymiarowym ruchem Browna.

2. Yt =
(
W

(1)
t +W

(2)
t +W

(3)
t , (W

(2)
t )3 − 5W

(3)
t

)
, gdzie (W

(1)
t ,W

(2)
t ,W

(3)
t ) jest

trójwymiarowym ruchem Browna.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Proces dyfuzji Itô ma posta¢ (i ró»niczk¦ stochastyczn¡)

Xt = X0 +

∫ t

0

as ds+

∫ t

0

bs dWs,

dXt = at dt+ bt dWt,

dla t ∈ [0, T ] i gdzie X0 jest F0−mierzalne, procesy at, bt s¡ F t−adaptowane; at jest caªkowalny, bt jest
caªkowalny z kwadratem. Procesy at, bt mog¡ zale»e¢ równie» od Wt, Xt.

16. Podany proces Itô przedstaw w postaci ró»niczkowej

1. Xt = t+ 5Wt

2. Xt = t3 +

∫ t

0

1

1− s
dWs

3. Xt =

∫ t

0

Ws ds+

∫ t

0

sin(Xs) dWs

17. Podaj posta¢ procesu Itô Xt i jego ró»niczk¦, gdy

1. at = 0, bt = 1, 2. at = t, bt =Wt, 3. at = cXt, bt = σXt.

Je»eli Xt, Yt s¡ procesami Itô oraz jeden z nich ma wahanie sko«czone na [0, t], to [X,Y ]t = 0.
Przykªad: Xt = exp(t), Yt =Wt, wtedy [X,Y ]t = [exp,W ]t = 0.

Wariacja kwadratowa ruchu Browna na [0, t] jest równa [W,W ]t := lim
πn

n−1∑
i=0

∣∣Wti+1
−Wti

∣∣2 = t.

Rachunek ró»niczek. Wprowadzamy formalny zapis: d[X,Y ]t = dXt dYt, d[X,X]t = (dXt)
2. Wtedy

(dt)2 = dt dt = 0, dWt dt = 0, (dWt)
2 = dWt dWt = dt.

Przykªad. Obliczymy
[
eW ,W

]
t
.

Zaczynamy od ró»niczki

d[eW ,W ]t = d(eWt)dWt =

(
eWtdWt +

1

2
eWtdt

)
dWt = eWtdWtdWt +

1

2
eWtdtdWt = eWtdt,

gdzie skorzystali±my z lematu Itô i rachunku ró»niczek. Przechodzimy na caªki

d[eW ,W ]t = eWtdt∫ t

0

d[eW ,W ]s =

∫ t

0

eWsds

[eW ,W ]t − [eW ,W ]0 =

∫ t

0

eWsds

[eW ,W ]t =

∫ t

0

eWsds.

18. Oblicz

1.
[
W 2,W

]
t

2. [X,X]t dla Xt = eWt− 1
2 t

3. [X,Y ]t dla Xt = sin(Wt), Yt =W 2
t
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

3. Lemat Itô dla funkcji f(Xt), gdzie Xt jest procesem Itô

df(Xt) = f ′(Xt) dXt +
1

2
f ′′(Xt) d[X,X]t

= f ′(Xt) dXt +
1

2
f ′′(Xt)b

2
t dt

=

(
atf
′(Xt) +

1

2
b2tf
′′(Xt)

)
dt+ btf

′(Xt) dWt

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)b
2
t ds,

4. Lemat Itô dla funkcji f(t,Xt), gdzie Xt jest procesem Itô

df(t,Xt) =

(
ft(t,Xt) +

1

2
b2tfxx(t,Xt)

)
dt+ fx(t,Xt) dXt

=

(
ft(t,Xt) + atfx(t,Xt) +

1

2
b2tfxx(t,Xt)

)
dt+ btfx(t,Xt) dWt

f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

(
ft(s,Xs) + asfx(s,Xs) +

1

2
b2sfxx(s,Xs)

)
ds+

∫ t

0

bsfx(s,Xs) dWs.

5. Lemat Itô dla funkcji f(Xt, Yt), gdzie Xt, Yt s¡ procesami Itô

df(Xt, Yt) = fx(Xt, Yt) dXt + fy(Xt, Yt) dYt +
1

2
fxx(Xt, Yt) d[X,X]t +

1

2
fyy(Xt, Yt) d[Y, Y ]t + fxy(Xt, Yt) d[X,Y ]t

= fx(Xt, Yt) dXt + fy(Xt, Yt) dYt +
1

2
fxx(Xt, Yt)(b

X
t )2dt+

1

2
fyy(Xt, Yt)(b

Y
t )

2 dt+ fxy(Xt, Yt)b
X
t b

Y
t dt

gdzie dXt = aXt dt+ bXt dWt, dYt = aYt dt+ bYt dWt.

19. Zastosuj Lemat Itô do funkcji

1. f(Xt) = X3
t dla Xt = 2t+Wt

2. f(Xt) = eXt dla Xt = t+ 3
∫ t
0
sdWs

20. Zastosuj Lemat Itô do funkcji

1. f(t,Xt) = X2
t − t dla Xt = 5t+Wt

2. f(t,Xt) = tX2
t dla Xt =

∫ t
0
sdWs

21. Niech Xt b¦dzie procesem Itô. Zastosuj wzór Itô do X2
t , a nast¦pnie wyznacz st¡d wariacj¦ kwadratow¡ [X,X]t.

22. Zastosuj Lemat Itô do funkcji

1. f(Xt, Yt) = XtYt dla Xt = t2 +Wt, Yt = 1 +Wt.

2. f(Xt, Yt) = X2
t + Y 2

t − 2Xt dla Xt = 1− t, Yt = 4Wt.

23. Niech βk(t) = E[W k
t ] dla k = 0, 1, 2 . . . Korzystaj¡c ze wzoru Itô, udowodnij

βk(t) =
1

2
k(k − 1)

∫ t

0

βk−2(s)ds, k ≥ 2.

Oblicz E[W 4
t ] i E[W 6

t ].

Wynik mo»esz sprawdzi¢, korzystaj¡c z poni»szego faktu.

Je»eli X ∼ N(0, s2), to E[Xp] = 0, p�nieparzyste; E[Xp] = sp(p− 1)!!, p�parzyste.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Wzór na caªkowanie przez cz¦±ci. d(XtYt) = XtdYt + YtdXt + d[X,Y ]t.

24. Niech Xt = t2 +Wt, Yt = t−
∫ t
0
(s+ 5)dWs. Poka», »e

d(XtYt) = {Xt + 2tYt − t− 5} dt− {(t+ 5)Xt − Yt} dWt.

25. Niech Xt = 1− t oraz Yt =
∫ t
0

1
1−sdWs. Oblicz d(XtYt).

26. Niech Xt = tWt oraz Yt = eWt . Oblicz d
(
Xt
Yt

)
.

27. Wyprowad¹ wzór na caªkowanie przez cz¦±ci, stosuj¡c Lemat Itô do funkcji f(Xt, Yt) = XtYt.

Stochastyczny eksponent. Jedynym rozwi¡zaniem zagadnienia

dXt = XtdYt, X0 = 1 (2)

jest
Xt = eYt−Y0− 1

2 [Y,Y ]t . (3)

Troch¦ �nansów. W chwili t = 0 wpªacamy na rachunek bankowy 1 zª. Niech funkcja x(t) oznacza warto±¢
1 zª w chwili t > 0. Je»eli przez r oznaczymy stop¦ procentow¡, to funkcja x(t) speªnia deterministyczne
równanie ró»niczkowe

dx(t)

x(t)
= rdt lub równowa»nie

dx(t)

dt
= rx(t)

z warunkiem pocz¡tkowym x(0) = 1. Za pomoc¡ rozdzielania zmiennych otrzymujemy rozwi¡zanie x(t) = ert.
Zaªó»my teraz, »e stopa jest obarczona ryzykiem (np. 1 zª inwestujemy w akcje), co mo»emy zapisa¢ r + ξt,
gdzie ξ jest biaªym szumem, formalnie: ξt =

dWt

dt . Wtedy proces X speªnia stochastyczne równanie ró»nicz-
kowe

dXt

dt
= (r + σξt)Xt co oznacza dXt = rXtdt+ σXtdWt (4)

z warunkiem pocz¡tkowym X0 = 1. Rozwi¡zaniem (4) jest geometryczny ruch Browna

Xt = e(r−
1
2σ

2)t+σWt . (5)

28. Sprawd¹ poprawno±¢ rozwi¡zania (4). W tym celu

1. zastosuj Lemat Itô do lnXt, przy zaªo»eniu Xt > 0;

2. podstaw (4) pod dXt;

3. poka», »e d[X,X]t = σ2X2
t dt;

4. przejd¹ na posta¢ caªkow¡.

W wyniku powy»szych kroków otrzymujemy lnXt − lnX0 =
(
r − 1

2σ
2
)
t+ σ(Wt −W0), sk¡d wida¢ wynik.

29. Poka», »e rozwi¡zaniem (4) jest (5), korzystaj¡c bezpo±rednio z (3).

30. Rozwi¡» równania

1. dXt = (1 +X2
t )dt, X0 = 1.

2. dXt = 7XtdWt, X0 = 2.

3. dXt = 3Xtdt+ 5XtdWt, X0 = 1.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Czynnik caªkuj¡cy 1. Rozwa»my równanie stochastyczne postaci

dXt = Xtdt+ dWt, t ∈ [0, T ]. (6)

Poniewa» (6) nie mo»na sprowadzi¢ do postaci (2), mnozymy (6) obustronnie przez czynnik caªkuj¡cy e−t:

e−tdXt = e−tXtdt+ e−tdWt,

e−tdXt − e−tXtdt = e−tdWt. (7)

Zauwa»my, »e lewa strona (7) jest równa d (e−tXt). Zatem (7) zapisujemy równowa»nie

d
(
e−tXt

)
= e−tdWt∫ t

0

d
(
e−sXs

)
=

∫ t

0

e−sdWs

e−tXt − e0X0 =

∫ t

0

e−sdWs

Xt = X0e
t +

∫ t

0

et−sdWs.

31. Poka», »e d (e−tXt) = e−tdXt − e−tXtdt.

32. Rozwi¡» równanie dXt = 5Xtdt+ 2dWt, X0 = 1, korzystaj¡c z czynnika caªkuj¡cego.

Czynnik caªkuj¡cy 2. Rozwa»my równanie stochastyczne postaci

dXt = dt+ αXtdWt, t ∈ [0, T ], α ∈ R . (8)

Poniewa» (8) nie mo»na sprowadzi¢ do postaci (2), mno»ymy (8) przez czynnik caªkuj¡cy Ft = e−αWt+
1
2α

2t

FtdXt = Ftdt+ αFtXtdWt,

FtdXt − αFtXtdWt = Ftdt. (9)

33. Poka», »e d (FtXt) = FtdXt − αFtXtdWt i doko«cz (9).

34. Rozwi¡» równanie dXt = dt− 4XtdWt, X0 = 3, korzystaj¡c z czynnika caªkuj¡cego.

Rozwa»my ogólne równanie liniowe

dXt = (αt + βtXt) dt+ (γt + δtXt) dWt, t ∈ [0, T ], (10)

gdzie α, β, γ, δ s¡ danymi ci¡gªymi procesami adaptowanymi. Poka»emy, »e rozwi¡zaniem tego równania jest

Xt = Ut

(
X0 +

∫ t

0

αs − δsγs
Us

ds+

∫ t

0

γs
Us
dWs

)
,

Ut = U0 exp

(∫ t

0

(βs −
1

2
δ2s)ds+

∫ t

0

δsdWs

)
. (11)

35. Udowodnij wzór na rozwi¡zanie ogólnego równania liniowego stochastycznego. W tym celu

1. Najpierw rozwa» przypadek αt = 0, γt = 0. Wtedy (10) przyjmuje posta¢ dUt = βtUtdt+ δtUtdWt.
Podaj rozwi¡zanie tego równania.

2. W przypadku ogólnym rozwi¡zania szukamy w postaci Xt = UtVt, gdzie

dUt = βtUtdt+ δtUtdWt, (12)

dVt = atdt+ btdWt. (13)

Nale»y znale¹¢ procesy at, bt. Przyjmij V0 = X0. Zastosuj caªkowanie przez cz¦±ci do d(UtVt), podstaw (12),
(13), uporz¡dkuj i porównaj z (10).
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

36. Korzystaj¡c z rozwi¡zania równania ogólnego (10), podaj rozwi¡zanie

1. równania typu Langevina: dXt = atXtdt+ dWt, gdzie at jest ci¡gªym procesem adaptowanym;

2. równania mostu Browna: dXt =
b−Xt

T − t
dt+ dWt, t ∈ [0, T ], X0 = a, XT = b.

Przykªad. (Stochastyczny logarytm)

Proces eWt− 1
2 t jest stochastycznym eksponentem ruchu Browna Wt.

Ruch Browna Wt jest stochastycznym logarytmem procesu eWt− 1
2 t.

Obliczymy stochastyczny logarytm procesu Ut = eWt .

I sposób.

Przypomnijmy, »e eksponent stochastyczny U procesu X speªnia dUt = UtdXt, U0 = 1.

Z de�nicji stochastyczny logarytm X procesu U 6= 0 speªnia dXt =
dUt
Ut

, X0 = 0.

Zatem korzystaj¡c z lematu Itô

dXt =
dUt
Ut

=
d(eWt)

eWt
=
eWtdWt +

1
2e
Wtdt

eWt
= dWt +

1

2
dt.

St¡d stochastyczny logarytm X procesu Ut = eWt dany jest wzorem Xt =Wt +
1
2 t.

II sposób.

Zastosujemy wzór

Xt = ln

(
Ut
U0

)
+

∫ t

0

d[U,U ]t
2U2

t

. (14)

Z lematu Itô i rachunku ró»niczek

d[U,U ]t = d[eW , eW ]t =
(
d(eWt)

)2
=

(
eWtdWt +

1

2
eWtdt

)2

= e2Wtdt.

Podstawiamy do wzoru (14)

Xt = ln

(
eWt

1

)
+

∫ t

0

d[eW , eW ]t
2e2Wt

=Wt +

∫ t

0

e2Wtdt

2e2Wt
=Wt +

1

2
t.

37. Oblicz stochastyczny logarytm procesu Ut =W 2
t + 1 dwoma sposobami przedstawionymi w przykªadzie.

38. Niech Xt b¦dzie procesem Itô takim, »e at = Xt+3, b2t = 4Xt. Przy zaªo»eniu, »e Xt ≥ 0 znajd¹ stochastyczne
równanie ró»niczkowe speªnione przez proces Yt =

√
Xt.

39. Znajd¹ stochastyczne równanie ró»niczkowe, które speªnia proces

1. Xt = X0 e
at+bWt , Wskazówka: Zastosuj lemat Itô do eat+bx

2. Xt = sin(aWt + arcsinX0), Wskazówka: Zastosuj lemat Itô do sin(ax+ b)

3. Xt = sinh(t+Wt + C), gdzie C = arcsinhX0, Wskazówka: Zastosuj lemat Itô do sinh(t+ x)

Odpowiedzi:

1. dXt =

(
a+

b2

2

)
Xtdt+ bXtdWt

2. dXt = −
1

2
a2Xtdt+ a

√
1−X2

t dWt

3. dXt =

(√
1 +X2

t +
1

2
Xt

)
dt+

(√
1 +X2

t

)
dWt
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. Poka»emy, »e istnieje dokªadnie jedno rozwi¡zanie nieliniowego równania ró»niczkowego

dXt = ln(1 +X2
t ) dt+ 1{Xt>0}Xt dWt,

X0 = x0 ∈ R .

Przypomnijmy, »e zagadnienie
dXt = µ(t,Xt) dt+ σ(t,Xt) dWt,

X0 = Z,

posiada dokªadnie jedno rozwi¡zanie, je»eli speªnione s¡ warunki

1. |µ(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|) dla pewnej staªej C > 0,

2. |µ(t, x)− µ(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ L|x− y| dla pewnej staªej L > 0,

3. Z jest zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od ruchu Browna oraz E[|Z|2] <∞.

Rozwi¡zanie.

Mamy µ(t, x) = ln(1 + x2), σ(t, x) = x · 1{x>0}.

Ad. 1. Mamy

|µ(t, x)|+ |σ(t, x)| = | ln(1 + x2)|+ |x · 1{x>0} |
= ln(1 + x2) + |x · 1{x>0} |
≤ ln(1 + x2) + |x|

= |x|
(
ln(1 + x2)

|x|
+ 1

)
≤ |x| (C + 1) (trzeba pokaza¢, »e istnieje taka staªa C > 0)

= C̃ |x| (C̃ = C + 1)

≤ C̃(1 + |x|).

Teraz wyka»emy, »e f(x) =
ln(1 + x2)

|x|
≤ C dla pewnej dodatniej staªej C.

Zauwa»my, »e f jest ci¡gªa i dodatnia na R \{0}. Ponadto

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

ln(1 + x2)

x

H
=== lim

x→∞

2x

1 + x2
H
=== lim

x→∞

1

x
= 0,

lim
x→∞

f(x) = lim
x→−∞

ln(1 + x2)

−x
H
=== lim

x→−∞
− 2x

1 + x2
H
=== lim

x→−∞
− 1

x
= 0.

Równie»

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

ln(1 + x2)

x

H
=== lim

x→0+

2x

1 + x2
= 0,

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

ln(1 + x2)

−x
H
=== lim

x→0−
− 2x

1 + x2
= 0,

czyli lim
x→0

f(x) = 0.

Zatem f jest ograniczona.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Ad. 2. Mamy

|µ(t, x)− µ(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| = | ln(1 + x2)− ln(1 + y2)|+ |x · 1{x>0} − y · 1{y>0} |.

Funkcja f(t) = ln(1 + t2) jest ró»niczkowalna. Zatem z twierdzenia o warto±ci ±redniej dla x < y istnieje
ξ ∈ (x, y) takie, »e

f(y)− f(x) = f ′(ξ)(y − x).

Mamy

f ′(ξ) =
2ξ

1 + ξ2
, |f ′(ξ)| =

∣∣∣∣ 2ξ

1 + ξ2

∣∣∣∣ ≤ 1, bo 2ξ ≤ 1 + ξ2, a to wynika z 1 + ξ2 − 2ξ = (1− ξ)2 ≥ 0.

Zatem |f(y)− f(x)| = |f ′(ξ)||y − x| ≤ |y − x|.
Teraz poka»emy, »e

|x · 1{x>0} − y · 1{y>0} | ≤ |x− y|.

Niech x > 0 i y > 0. Wtedy |x · 1{x>0} − y · 1{y>0} | = |x− y|.
Niech x > 0 i y < 0. Wtedy |x · 1{x>0} − y · 1{y>0} | = |x| ≤ |x+ (−y)|.
Niech x < 0 i y > 0. Wtedy |x · 1{x>0} − y · 1{y>0} | = | − y| = |y| ≤ |y + (−x)|.
Niech x < 0 i y < 0. Wtedy |x · 1{x>0} − y · 1{y>0} | = 0 ≤ |x− y|.

Ostatecznie mamy

|µ(t, x)− µ(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| = | ln(1 + x2)− ln(1 + y2)|+ |x · 1{x>0} − y · 1{y>0} | ≤ 2|x− y|.

Ad. 3. Zmienna losowa Z = x0 jest funkcj¡ staª¡, a wi¦c niezale»n¡ od ruchu Browna i E[|x0|2] = x20 <∞.

40. Wyka», »e istnieje dokªadnie jedno rozwi¡zanie nieliniowego równania ró»niczkowego

dXt = arctg(Xt) dt+ sin(Xt) dWt,

X0 = x0 ∈ R .
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. (Generator dyfuzji)
Generator procesu dyfuzji, czyli procesu speªniaj¡cego równanie ró»niczkowe stochastyczne

dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt, (15)

dany jest wzorem

Ltf(t, x) =
1

2
σ2(t, x)

∂2f

∂x2
(t, x) + µ(t, x)

∂f

∂x
(t, x), (16)

gdzie f jest dowoln¡ funkcj¡ klasy C1,2. Generator dyfuzji jest wi¦c operatorem ró»niczkowym drugiego rz¦du
stowarzyszonym z równaniem (15).

Wyznaczymy generator ruchu Browna. Mamy Xt =Wt, zatem dXt = dWt i porównuj¡c z (18), otrzymujemy
µ(t,Xt) = 0, σ(t,Xt) = 1. Wstawiamy do (16)

Ltf(t, x) =
1

2

∂2f

∂x2
(t, x).

41. Wyznacz generator procesu

1. Xt = at+ bWt, a, b ∈ R

2. Xt = e(a−
1
2 b

2)t+bWt , a, b ∈ R

Przykªad. (Martyngaªy)
Co nale»y doda¢ do X2

t , aby otrzyma¢ martyngaª? Podamy wzór ogólny dla procesu dyfuzji, a nast¦pnie dla
Xt =Wt. Skorzystamy z nast¦puj¡cego twierdzenia.

Niech Xt b¦dzie rozwi¡zaniem (15), gdzie µ i σ speªniaj¡ warunek Lipschitza ze wzgl¦du na drug¡ zmienn¡
ze staª¡ niezale»n¡ od czasu, niech |µ(t, x)| + |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|) oraz niech X posiada funkcj¦ tworz¡c¡
momenty. Wtedy martyngaªem jest proces

Mf,t = f(t,Xt)−
∫ t

0

(
Lsf(s,Xs) +

∂f

∂s
(s,Xs)

)
ds. (17)

Mamy

f(t, x) = x2,
∂f

∂t
= 0,

∂f

∂x
= 2x,

∂2f

∂x2
= 2.

Wstawiamy do (16)

Ltf(t, x) =
1

2
σ2(t, x) · 2 + µ(t, x) · 2x = σ2(t, x) + 2xµ(t, x).

Zatem

Mf,t = X2
t −

∫ t

0

(
σ2(s,Xs) + 2Xsµ(s,Xs) + 0

)
ds.

Aby otrzyma¢ martyngaª, do X2
t nale»y doda¢ −

∫ t

0

(
σ2(s,Xs) + 2Xsµ(s,Xs)

)
ds.

Niech teraz Xt =Wt.

Wtedy do W 2
t nale»y doda¢: −

∫ t

0

(
σ2(s,Xs) + 2Xsµ(s,Xs)

)
ds = −

∫ t

0

(1 + 2Ws · 0) ds = −t.

42. Niech Xt b¦dzie procesem Itô. Co nale»y doda¢ do arctgXt, aby otrzyma¢ martyngaª? Podaj wzór ogólny dla
dowolnego procesu Itô, a nast¦pnie dla

1. Xt =Wt,

2. Xt o ró»niczce dXt = 3Xtdt+ tdWt.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. (Wzór Dynkina)

Za pomoc¡ funkcji generuj¡cej momenty i wzoru Dynkina wyka»emy, »e

∫ 1

0

s dWs ma rozkªad N(0, 13 ).

Wzór Dynkina. Niech Xt b¦dzie rozwi¡zaniem SDE: dXt = µ(t,Xt) dt+σ(t,Xt) dWt przy odpowiednich
zaªo»eniach. Wtedy dla ka»dego t ∈ [0, T ] zachodzi

E [f(t,Xt)] = f(0, X0) + E
[∫ t

0

(
Lsf(s,Xs) +

∂f

∂s
(s,Xs)

)
ds

]
.

Oznaczmy Xt =

∫ t

0

s dWs dla t ≤ 1. Wtedy dXt = t dWt, a st¡d µ(t,Xt) = 0, σ(t,Xt) = t.

1. Warto±¢ oczekiwana caªki Itô jest równa 0, zatem E[Xt] = E
[∫ t

0

s dWs

]
= 0 dla t ≤ 1, w szczególno±ci

E[X1] = 0.

2. Poka»emy, »e VarX1 = 1
3 .

Rozpatrujemy funkcje tworz¡ce momenty E
[
euXt

]
zmiennych losowych Xt dla t ≤ 1. Przyjmujemy wi¦c

f(t, x) = f(x) = eux i obliczamy generator

Ltf(x) =
1

2
σ2(t, x)f ′′(x) + µ(t, x)f ′(x) =

1

2
t2u2 eux .

Zauwa»my, »e X0 = 0 oraz f(X0) = f(0) = 1. Podstawiamy do wzoru Dynkina

E [f(Xt)] = E
[
euXt

]
= 1 + E

[∫ t

0

1

2
s2u2 euXs ds

]
= 1 +

1

2
u2
∫ t

0

s2 E
[
euXs

]
ds.

Wprowad¹my oznaczenie h(t) = E
[
euXt

]
. Wtedy

h(t) = 1 +
1

2
u2
∫ t

0

s2h(s) ds.

Ró»niczkujemy

h′(t) =
1

2
u2t2h(t), h(0) = 1.

Rozwi¡zujemy, rozdzielaj¡c zmienne

dh

h
=

1

2
u2t2 dt

ln |h(t)| − ln |h(0)| = 1

2
u2
∫ t

0

s2 ds

h(t) = e
1
2u

2· 13 t
3

.

Przypomnijmy, »e je»eli Y ∼ N(0, s2), to E
[
euY

]
= e

1
2u

2·s2 .

Porównuj¡c ze wzorem funkcji h(t), otrzymujemy, »e dla ustalonego t ≤ 1: Xt ∼ N(0, 13 t
3).

Zatem dla t = 1: X1 ∼ N(0, 13 ).

43. Za pomoc¡ funkcji generuj¡cej momenty i wzoru Dynkina wyka», »e

∫ 1

0

Ws ds ma rozkªad N(0, 13 ).

Wskazówka: Najpierw przeksztaª¢
∫ 1

0
Ws ds na caªk¦ stochastyczn¡, tj.

∫ 1

0
(1 − s) dWs. W tym celu mo»esz u»y¢

wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci.

12



Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. (Wzór Feynmana�Kaca)

Korzystaj¡c ze wzoru Feynmana-Kaca, podamy probabilistyczn¡ reprezentacj¦ rozwi¡zania f(t, x) równania

1

2
σ2x2

∂2f

∂x2
+ µx

∂f

∂x
+
∂f

∂t
= rf, f(T, x) = x2, σ > 0, µ > 0, r > 0. (18)

Wzór Feynmana-Kaca. Niech r(t, x), g(x) b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi, ograniczonymi oraz

C(t, x) := E
[
e−

∫ T
t
r(s,Xs)ds g(XT )

∣∣ Xt = x
]
.

Zaªó»my, »e istnieje rozwi¡zanie RRCz: Ltf(t, x) +
∂f

∂t
(t, x) = r(t, x)f(t, x) z warunkiem f(T, x) = g(x).

Wtedy rozwi¡zanie f(t, x) zagadnienia jest jedyne oraz f(t, x) = C(t, x).

Zauwa»my, »e dwa pierwsze skªadniki lewej strony równania (18) tworz¡ generator pewnego procesu Xt,
takiego »e µ(t, x) = µx, σ(t, x) = σx. St¡d równanie

dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt = µXtdt+ σXtdWt,

którego rozwi¡zaniem jest Xt = X0 e
(µ− 1

2σ
2)t+σWt . Dodatkowo zauwa»my, »e r(t, x) = r. Korzystamy ze

wzoru Feynmana�Kaca

f(t, x) = E
[
e−

∫ T
t
r(s,Xs) ds g(XT )

∣∣ Xt = x
]
= E

[
e−

∫ T
t
r dsX2

T

∣∣ Xt = x
]

= E
[
e−r(T−t)X2

T

∣∣ Xt = x
]
= e−r(T−t) E

[
X2
T

∣∣ Xt = x
]
.

Metod¡ "doda¢�odj¡¢" przeksztaªcamy XT

XT = X0 e
(µ− 1

2σ
2)T+σWT

[
e−(µ−

1
2σ

2)t−σWt e(µ−
1
2σ

2)t+σWt

]
=
(
X0 e

(µ− 1
2σ

2)t+σWt

)
e(µ−

1
2σ

2)T+σWT e−(µ−
1
2σ

2)t−σWt

= Xt e
(µ− 1

2σ
2)(T−t)+σ(WT−Wt) .

Zatem
E
[
X2
T

∣∣ Xt = x
]
= E

[
X2
t e

2(µ− 1
2σ

2)(T−t)+2σ(WT−Wt)
∣∣ Xt = x

]
= E

[
x2 e2(µ−

1
2σ

2)(T−t)+2σ(WT−Wt)
]

= x2 e2(µ−
1
2σ

2)(T−t) E
[
e2σ(WT−Wt)

]
.

Dla ustalonego t ∈ [0, T ] zmienna losowa WT −Wt ma rozkªad N(0, T − t), a jej funkcja generuj¡ca momenty

dana jest wzorem E
[
ea(WT−Wt)

]
= e

1
2a

2(T−t). Przyjmujemy a = 2σ i otrzymujemy

E
[
e2σ(WT−Wt)

]
= e

1
2 ·4σ

2(T−t) = e2σ
2(T−t).

Zatem
E
[
X2
T

∣∣ Xt = x
]
= x2 e2(µ−

1
2σ

2)(T−t) E
[
e2σ(WT−Wt)

]
= x2 e(2µ−σ

2)(T−t) e2σ
2(T−t) = x2 e(2µ+σ

2)(T−t)

oraz

f(t, x) = e−r(T−t) E
[
X2
T

∣∣ Xt = x
]
= e−r(T−t) x2 e(2µ+σ

2)(T−t) = x2 e(2µ+σ
2−r)(T−t) .

44. Korzystaj¡c ze wzoru Feynmana-Kaca, podaj probabilistyczn¡ reprezentacj¦ rozwi¡zania f(t, x) równania

1

2

∂2f

∂x2
+
∂f

∂t
= 0, f(T, x) = x2.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. (Dyfuzja jednorodna w czasie) Niech Xt b¦dzie procesem dyfuzji o wspóªczynnikach µ(x) = cx,
σ(x) = 1, gdzie c jest pewn¡ liczb¡. Wyznaczymy generator L dla Xt i poka»emy, »e proces

X2
t − 2c

∫ t

0

X2
s ds− t (19)

jest martyngaªem.

Proces dyfuzji Xt o wspóªczynnikach µ(x) = cx, σ(x) = 1 speªnia dXt = cXtdt+dWt. Generator tego procesu
dany jest wzorem

Lf(x) =
1

2
σ2(x)f ′′(x) + µ(x)f ′(x) =

1

2
f ′′(x) + cxf ′(x).

Dla dyfuzji jednorodnej (przy odpowiednich zaªo»eniach) martyngaªem jest proces postaci

Mf,t = f(Xt)−
∫ t

0

Lf(Xs)ds. (20)

Porównuj¡c (19) i (20) zauwa»amy, »e nale»y przyj¡¢ f(x) = x2. Wtedy generator przyjmuje posta¢
Lf(x) = 1 + 2cx2 oraz proces

Mf,t = X2
t −

∫ t

0

(
1 + 2cX2

s

)
ds = X2

t − t− 2c

∫ t

0

X2
sds

jest martyngaªem, co nale»aªo wykaza¢.

Przykªad. (Dyfuzja jednorodna w czasie) Znajdziemy funkcj¦ f(x) tak¡, aby proces f(Wt + t) byª mar-
tyngaªem.

Oznaczmy Xt =Wt + t. Wtedy dXt = dWt + dt oraz µ(x) = 1, σ(x) = 1.

Szukamy takiej funkcji f , aby Lf(Xs) = 0, poniewa» wtedy (20) przyjmie posta¢ Mf,t = f(Xt), a to b¦dzie
oznacza¢, »e f jest martyngaªem. Mamy zatem

Lf(x) = 0,

1

2

∂2f

∂x2
(x) +

∂f

∂x
(x) = 0,

1

2
f ′′(x) + f ′(x) = 0.

Jest to równanie jednorodne II-rz¦du. Piszemy dla niego równanie charakterystyczne 1
2λ

2 + λ = 0, sk¡d
otrzymujemy λ1 = 0, λ2 = −2. A zatem rozwi¡zaniem jest rodzina funkcji

f(x) = C1 e
0·x+C2 e

−2·x = C1 + C2 e
−2x, C1, C2 − staªe.

Martyngaªem jest proces C1 + C2 e
−2(Wt+t) dla dowolnych staªych C1, C2.

45. Niech Xt b¦dzie procesem dyfuzji o wspóªczynnikach µ(x) = 2x, σ2(x) = 4x. Wyznacz generator L dla Xt.
Rozwi¡» równanie Lf = 0 i podaj martyngaª Mf,t.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. (Dyfuzja jednorodna w czasie) Korzystaj¡c z

Lf(x) = lim
t→0

E [f(Xt) |X0 = x]− f(x)
t

, (21)

znajdziemy generator ruchu Browna, gdy f(x) = x.

Mamy Xt =Wt oraz

E [f(Xt) |X0 = x] = E [f(Wt) |W0 = x]

= E [Wt |W0 = x]

= E [(Wt −W0) +W0 |W0 = x]

= E [(Wt −W0)|W0 = x] + E [W0 |W0 = x]

= E[Wt −W0] + x

= x,

gdzie równo±¢
E [(Wt −W0)|W0 = x] = E[Wt −W0]

wynika z niezale»no±ci przyrostu Wt −W0 od przeszªo±ci. Wtedy

Lf(x) = lim
t→0

E [f(Xt) |X0 = x]− f(x)
t

,= lim
t→0

x− x
t

= 0.

Sprawdzenie. Wiemy, »e generator ruchu Browna jest postaci Lf(x) = 1
2f
′′(x). Dla funkcji f(x) = x jest on

rzeczywi±cie równy 0.

46. Korzystaj¡c z (21) znajd¹ generator dla ruchu Browna, gdy f(x) = ex.

47. Korzystaj¡c z (21), znajd¹ generator dla geometrycznego ruchu Browna

dXt = µXtdt+ σXtdWt,

gdy f(x) = xn, x > 0, n � staªa.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. Wyrazimy caªk¦ Stratonowicza

∫ t

0

Ws ◦ dWs w terminach caªki Itô, korzystaj¡c ze wzoru

w postaci caªkowej:

∫ t

0

Ys ◦ dXs =

∫ t

0

Ys dXs +
1

2
[X,Y ]t,

w postaci ró»niczkowej: Yt ◦ dXt = Yt dXt +
1

2
d[X,Y ]t.

Mamy ∫ t

0

Ws ◦ dWs =

∫ t

0

Ws dWs +
1

2
[W,W ]t =

∫ t

0

Ws dWs +
1

2
t,

Wt ◦ dWt =Wt dWt +
1

2
dt.

48. Wyra¹ caªk¦ Stratonowicza

∫ t

0

Wt ◦ dXt dla Xt = t2 +

∫ t

0

s dWs w terminach caªki Itô.

49. Poka», »e ∫ T

0

h(Wt) ◦ dWt = H(WT )−H(W0), gdzie H ′(x) = h(x).

Wskazówka: zastosuj wzór Itô do Yt = H(Wt).

Obliczymy ró»niczk¦ stochastyczn¡ w sensie Stratonowicza procesu W 5
t , korzystaj¡c ze wzoru

d(f(Xt)) = f ′(Xt) ◦ dXt.

Mamy d(W 5
t ) = 5W 4

t ◦ dWt.

50. Oblicz ró»niczk¦ stochastyczn¡ w sensie Stratonowicza procesu
1

1 +X2
t

.

Przykªad. Rozwi¡zania stochastycznego równania ró»niczkowego Stratonowicza

dXt = a(Xt) dt+ b(Xt) ◦ dWt

speªniaj¡ stochastyczne równanie ró»niczkowe Itô

dXt =

(
a(Xt) +

1

2
b(Xt)b

′(Xt)

)
dt+ b(Xt) dWt.

W drug¡ stron¦: rozwi¡zania stochastycznego równania ró»niczkowego Itô

dXt = a(Xt) dt+ b(Xt) dWt

speªniaj¡ stochastyczne równanie ró»niczkowe Stratonowicza

dXt =

(
a(Xt)−

1

2
b(Xt)b

′(Xt)

)
dt+ b(Xt) ◦ dWt.

Równanie Stratonowicza dXt = Xt dt+X3
t ◦ dWt jest równowa»ne równaniu Itô postaci

dXt = (Xt +
3
2X

5
t ) dt+X3

t dWt.

51. Wykonaj polecenia.

1. Przeksztaª¢ równanie ró»niczkowe Stratonowicza dXt = Xt dt+ 2e3Xt ◦ dWt na równowa»ne równanie Itô.

2. Równanie Langevina z szumem addytywnym ma posta¢ dXt = −aXt dt + b dWt. Poka», »e równowa»ne
równanie Stratonowicza ma identyczn¡ posta¢.

3. Poka», »e równania dXt = 2Xt ◦ dWt i dXt = 2Xt dt+ 2Xt dWt maj¡ to samo rozwi¡zanie.
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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Przykªad. (Czas wyj±cia z przedziaªu) Obliczymy Px(Tb < Ta) dla ruchu Browna, a = −2, b = 3,
Ta = inf{t > 0 : Xt = a}, Tb = inf{t > 0 : Xt = b}.

Przypomnijmy nast¦puj¡ce twierdzenie. Niech (Xt) b¦dzie procesem dyfuzji dXt = µ(Xt)dt + σ(Xt)dWt,
gdzie σ(x) > 0 jest funkcj¡ ci¡gª¡ na [a, b] oraz X0 = x ∈ (a, b). Wtedy

Px(Tb < Ta) =
S(x)− S(a)
S(b)− S(a)

, S(x) =

∫ x

x0

e
−

∫ ξ
x0

2µ(s)

σ2(s)
ds
d ξ.

Skorzystamy z wniosku z tego twierdzenia. Je»eli (Xt) jest procesem dyfuzji bez dryfu, tzn. dXt = σ(Xt)dWt,
to

Px(Tb < Ta) =
x− a
b− a

.

Mamy Xt =Wt, µ(s) = 0, σ(s) = 1, X0 =W0 = 0 ∈ (−2, 3). Wtedy P0(T3 < T−2) =
2
5 .

52. Oblicz Px(Tb < Ta) dla ruchu Browna z dryfem, gdy µ(x) = µ, σ2(x) = σ2. Nast¦pnie podaj odpowied¹,
przyjmuj¡c a = 1, b = 4, µ = 2, σ = 0.5.

Przykªad. (Równania z wybuchem) Poka»emy, »e rozwi¡zanie równania ró»niczkowego

dXt = 3X2
t dt+ dWt

wybucha w sko«czonym czasie.

Przypomnijmy nast¦puj¡ce twierdzenie. Niech (Xt) b¦dzie procesem dyfuzji dXt = µ(Xt)dt + σ(Xt)dWt,
gdzie funkcje µ(·), σ(·) s¡ lokalnie ograniczone, funkcja σ(·) jest ci¡gªa i dodatnia. Proces dyfuzji wybucha
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje x0, dla którego speªniony jest jeden z warunków∫ x0

−∞

[
e
−

∫ x
x0

2µ(s)

σ2(s)
ds
(∫ x0

x

1

σ2(y)
e
∫ y
x0

2µ(s)

σ2(s)
ds
dy

)]
dx <∞

lub ∫ ∞
x0

[
e
−

∫ x
x0

2µ(s)

σ2(s)
ds
(∫ x

x0

1

σ2(y)
e
∫ y
x0

2µ(s)

σ2(s)
ds
dy

)]
dx <∞

Mamy µ(s) = 3s2, σ(s) = 1 oraz ∫ ∞
x0

∫ x
x0
e2y

3

dy

e2x3 dx

Oznaczmy h(x) =

∫ x
x0
e2y

3
dy

e2x3
i korzystaj¡c z reguªy de l'Hospitala obliczmy granic¦:

lim
x→∞

h(x) = lim
x→∞

∫ x
x0
e2y

3

dy

e2x3 = lim
x→∞

1

6x2
= 0.

Zatem ∫ ∞
x0

∫ x
x0
e2y

3

dy

e2x3 dx ≈
∫ ∞
x0

1

6x2
dx =

1

6x0
<∞.

53. Zbadaj, czy rozwi¡zanie równania ró»niczkowego

dXt = X2
t dt+XtdWt

wybucha w sko«czonym czasie.
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