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Poczatki systematycznych badan nad teoria funkcji rzeczywistych w Gdansku zwiazane
s z przyjazdem nad morze profesora Jana Lipinskiego. Profesor Lipinski kierowal Zakladem
Funkcji Rzeczywistych i Rachunku Prawdopodobienstwa UG oraz prowadzil seminarium z
teorii funkcji rzeczywistych od 1970 roku, poczatkowo w Instytucie Matematycznym PAN,
pozniej w Instytucie Matematyki UG. Pierwsza czes¢ tego opracowania, zawierajaca opis
wynikéw z lat siedemdziesiatych, jest fragmentem wspomnien Profesora o jego uczniach
i seminarium prowadzonym w zakltadzie. Opis wynikéw samego Profesora mozna znalezé
w rozdziale , A modest review of a great deal of work” autorstwa Paula Humke [Hum13|
zamieszczonego w monografii [FW13] wydanej z okazji jubileuszu 90-lecia Profesora.

W 1996 roku, po przejsciu profesora Lipinskiego na emeryture, dzialalno$é seminarium
byla kontynuowana pod kierunkiem Tomasza Natkanca oraz Ireneusza Rectawa. Tomasz
Natkaniec przeniost si¢ na Uniwersytet Gdanski z WSP w Bydgoszczy, w tym samym czasie
Ireneusz Rectaw przeszed! do Zaktadu Funkcji Rzeczywistych z Zakladu Teorii Mnogosci.
Oproécz pracownikéw Zaktadu Funkeji Rzeczywistych w seminarium czesto uczestniczyli pra-
cownicy Zaktadu Teorii Mnogosci, ktérych zainteresowania naukowe byly zbiezne z tematyka
seminarium: Kazimierz Wisniewski, Andrzej Nowik, Krzysztof Plotka, Marcin Szyszkowski
i Marta Frankowska. Tematyka seminarium obejmowala w tym czasie glownie zagadnienia
zwiazane z zastosowaniami teorii mnogosci w analizie rzeczywistej i topologii, takie jak:
teoria ,malych podzbioréw” prostej rzeczywistej (w Gdansku tematyka ta zostala wprowa-
dzona przez Edwarda Grzegorka po jego przeprowadzce z Wroclawia); mierzalnosé odwzoro-
wan wielowarto$ciowych oraz osobliwe wlasnosci funkcji, na przyklad: quasi-ciaglo$é w sen-
sie Kempistego i jej uogdlnienia, wlasnosci typu Darboux, funkcje Sierpinskiego-Zygmunda
czy nieciagte funkcje addytywne. W 2004 roku, po powrocie Ireneusza Rectawa z rocznego
pobytu na Uniwersytecie w Scranton, tematyka seminarium wzbogacita si¢ o problemy zwia-
zane z wlasnodciami idealéw na zbiorze liczb naturalnych i zbieznoscia idealows.

Uzupelnieniem dziatalnosci seminarium byty trzy konferencje pod wspdlna nazwa Work-
shop on Set Theory and Applications to Topology and Real Analysis, zorganizowane w
Wiezycy w latach 1998 i 1999 oraz w Gdansku w roku 2013. Ostatnia konferencja poswie-
cona byta pamigci przedwczesnie zmartego w 2012 roku Ireneusza Reclawa.

1 Lata siedemdziesigte

Seminarium z teorii funkcji rzeczywistych powstalo w Tréjmiescie po przeniesieniu prof. Jana
Lipinskiego z Uniwersytetu Y.6dzkiego w roku 1969 do Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w
Gdansku. Précz zainteresowanych nim mlodych absolwentéw WSP (p6Zniej Uniwersytetu)
uczestniczyli w nim doktoranci z Y.odzi, Czestochowy i Stupska. Poczatkowo na seminarium
kontynuowano badania tédzkiej szkoly funkcji rzeczywistych opisane w obszernym artykule
S. Hartmana ,Osiagniecia naukowe XX-lecia matematyki” [Har65] opracowanym na pod-
stawie materialow dostarczonych przez E. Marczewskiego, J. Oderfelda, T. Wazewskiego i
wielu innych.

W zakresie funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej pracowala gtéwnie
szkola 16dzka (Z. Zahorski, J. Lipinski i ich uczniowie). Tematyka tych prac obej-



mowala mnogosciowa charakteryzacje réznych klas funkcji rzeczywistych zmien-
nej rzeczywistej, charakteryzacje zbioréw, w ktorych funkcje lub ciggi funkcji
okreslonego typu maja okreslong wlasnosé itd.

Charakteryzacja zbioru punktéw, w ktorych funkcja skokéw ma pochodng nieskoriczona
jest tematem pierwszej pracy doktorskiej, promowane]j przez profesora Lipinskiego na Uni-
wersytecie Gdanskim. Jej autorem jest Mieczystaw Gutowski, wowczas asystent Politechniki
Czestochowskiej, pézniej — po emigracji do Standéw Zjednoczonych — wymieniany jako pra-
cownik Michigan State University. Niech f(x) bedzie funkcja niemalejaca na przedziale [a, b].
Skokiem lewostronnym (odpowiednio: prawostronnym) funkcji f w punkcie x nazywamy réz-
nice f(z) — f(x~) (odpowiednio: f(z*) — f(z)), gdzie f(z~) i f(zT) oznaczaja lewostronna
i prawostronng granice funkcji f w punkcie x. Warto$é¢ f(z*) — f(x~) nazywamy skokiem
w punkcie z. Wiadomo, ze zbiér punktéw w ktorych cho¢ jeden z tych jednostronnych
skokéw jest dodatni jest przeliczalny, a suma wszystkich skokéw nie przewyzsza przyrostu
funkcji f na [a,b]. Gdy f jest réwna temu przyrostowi, f nazywamy niemalejaca funkcja
skokéw. Funkcja skokow to roznica dwoch niemalejacych funkeji skokéw. Wielu autorow
zajmowalo sie zbiorami punktéw nieciaglosci i nierézniczkowalnosci tych funkcji. E. Mar-
czewski ([Marbb]) zapytal, czy dla kazdego zbioru miary zero istnieje niemalejaca funkcja
skokéw, ktorej pochodna jest réwna +o0o w kazdym punkcie tego zbioru. Okazalo sie, ze
odpowiedz jest negatywna. Trzeba o danym zbiorze zalozy¢ wiecej. Mianowicie, ze jest pod-
zbiorem zbioru typu F, miary zero, i to juz wystarcza ([Lip57]). Problem charakteryzacji
zbioru punktéw w ktorych pochodna funkcji skokow jest nieskonczona stal sie tematem refe-
rowanym na seminarium. Czesciowe wyniki uzyskal i przedstawil w swojej pracy doktorskiej
M. Gutowski [Gut72].

Tematem badan prowadzonych pod kierunkiem prof. Lipinskiego staly sie tez réwna-
nia funkcyjne. Pierwsza zwiazana z nimi praca wykonana na seminarium to ,,On problems
of B. Choczewski and M. Kuczma concerning an integral equation” ([GGTT7]) autorstwa
A. i L. Gulgowskich. Réwnanie o ktorym mowa w tytule pracy mialo pierwotnie pod zna-
kiem calki zlozenie funkcji niewiadomej z funkcjami, wéréd ktérych byl sinus ograniczony
do przedziatu [0,7/2]. E. J. Mc Shane wykazal ([BF74]), ze w tym przypadku jedynym roz-
wiazaniem tego réwnania jest funkcja stala réwna zero. S. Gotab opublikowal w roku 1948
w pierwszym tomie Collogium Mathematicum pytanie, czy wynik Mc Shane’a utrzyma sie,
gdy sinus zastapimy dowolna funkcja rosnaca ¢ o takiej samej dziedzinie i przeciwdziedzinie
jak sinus u Mc Shane’a. Okazalo sie ([Lip59]), ze tak, gdy ¢ jest analityczna lub wypukla,
ale dla pewnej ¢ ciaglej réwnanie posiada tez rozwigzania inne niz funkcja stala réwna zeru.
Na pytanie J. Lipiniskiego, czy prawostronna rézniczkowalnosé ¢ w punkcie zero zapewnia,
ze jedynym rozwiazaniem réwnania bedzie stala zero odpowiedzieli przeczaco B. Choczew-
ski i M. Kuczma ([CK72]). Skonstruowali oni dla dowolnie zadanego naturalnego r funkcje
¢, taka, ze rownanie catkowe posiada rozwiazanie niezerowe klasy C”. Zadali pytanie, czy
istnieja ¢ o zadanych przez prof. Golaba wtasnosciach, takie, ze wymienione tu réwnanie
calkowe posiada niezerowe rozwiazania klasy C'*° (lub inne wlasnosci, ktérych tu nie wy-
mieniono). Odpowiedz pozytywna uzyskana przez p. Gulgowskich, pokazuje, ze nawet przy
duzej regularnosci funkcji ¢ réwnanie Mc Shane’a posiada rozwiazania niezerowe.

Wazne miejsce w opisie wlasnosci funkcji rzeczywistych zajmuja zbiory punktow, w kto-
rych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie lub — w przypadku, gdy funkcja jest pochodng
okreslong na przedziale otwartym — wartosci wigksze (mniejsze) od dowolnie zadanej liczby.
Zajmowali sie nimi Z. Zahorski ([Zah50]) i inni. Przyjmujac coraz mocniejsze zalozenia o
pochodnych Zahorski znajdowal coraz mocniejsze warunki topologiczne i miarowe konieczne
dla tych zbioréw. Klasy zbioréw posiadajacych te coraz mocniejsze wlasnosci oznaczal sym-
bolami M; (i = 1,2,...,5). Funkcje, dla ktérych wszystkie przeciwobrazy p6lprostych otwar-
tych naleza do zbioru M; tworza klase M; Zahorskiego. Odgrywaja one znaczna role w bada-
niu wlasnosci pochodnych (zob. rozdzial ,The Zahorski Classes” w monografii A. M. Bruck-
nera [Bru94]). Wegierscy matematycy M. Laczkovich i G. Petruska badali transformanty
réznych klas pochodnych (czyli homeomorfizmy), ktérych zlozenia wewnetrzne z elemen-



tami tych klas pozostaja w tej samej klasie ([LP78])). G. Krzykowski w swojej rozprawie
doktorskiej ([Krz85]) zajmowal sig¢ zbiorami transformat dla wszystkich klas Zahorskiego i
relacjami miedzy tymi zbiorami. Miedzy innymi wykazal, ze zbior transformat zbioru po-
chodnych ograniczonych jest podzbiorem wlasciwym zbioru transformat klasy M, Zahor-
skiego.

Granice jednostajnie zbieznych ciagéw funkcji zajmuja wazne miejsce w analizie matema-
tycznej. Tematem wielu prac sa wlasnoéci tych granic, przy réznych zalozeniach o wyrazach
ciagéw. A. Bruckner i M. Rosenfeld ([BR67]) znalezli warunek konieczny i dostateczny, by
funkcja rzeczywista jednej zmiennej rzeczywistej byla taka granica w przypadku, gdy wy-
razy ciagu sa funkcjami otwartymi pierwszej klasy Baire’a. Matematyk t6dzki M. Filipczak
wykryl btad w dowodzie dostatecznosci tego warunku, a dokladniej w dowodzie jednego z
lematéw w wymienionej pracy. S. Wojtan w swojej pracy doktorskiej ([Woj74b]) opubliko-
wal poprawny dowdd dostatecznosci nie korzystajac z wymienionego lematu. Problem, czy
wspomniany lemat jest prawdziwy pozostaje otwarty. W nastepnej publikacji ([Woj74al)
przedstawil uogdlnienia wynikéw Brucknera, Rosenfelda i swoich, zakladajac, ze wyrazy
ciagéw sa funkcjami rzeczywistymi okreslonymi na réznych przestrzeniach o niezbednych
wlasnosciach: zupelnosci, oérodkowosci i innych.

2 ,,Male podzbiory” prostej rzeczywiste]j

Tematyka ,,malych zbiorow” zostala zapoczatkowana w pierwszych latach XX wieku i rozwi-
jala sie zywo do czaséw II wojny $wiatowej. Wazny wklad w jej rozwdj wniedli matematycy
lwowscy i warszawscy, m.in. Stefan Banach, Kazimierz Kuratowski, Wactaw Sierpinski, Sta-
nistaw Ulam i Edward Marczewski. W Gdansku tematyka ta byta rozwijana przez Edwarda
Grzegorka i jego uczniow, w tym Kube Jasinskiego oraz Ireneusza Reclawa. Ten ostatni uzy-
skal wiele wynikéw dotyczacych maltych zbioréw, z ktérych najbardziej znane jest twierdze-
nie z jego doktoratu, ktére mowi, ze przy zalozeniu hipotezy continuum iloczyn kartezjanski
dwbch zbioréw zawsze pierwszej kategorii nie musi mieé tej wlasnoéci'. Wynik ten stanowi
rozwigzanie problemu E. Marczewskiego z 1935 roku. Innym szeroko cytowanym wynikiem
I. Reclawa (zamieszczonym w jego habilitacji) jest twierdzenie, ze kazdy zbiér Luzina jest
niezdeterminowany w grze punktowo-otwartej?. Wynik ten stanowi rozwiazanie problemu
F. Galvina. Wéréd wielu innych wynikéw prof. Rectawa dotyczacych matych zbiorow nalezy
réwniez wspomnieé:

e konstrukcje (przy zalozeniu Aksjomatu Martina) podzbioru prostej mocy continuum,
ktorego kazdy borelowski obraz w prosta jest miary Lebesgue’a zero i pierwszej kate-
gorii (wynik ten stanowi rozwiazanie problemu Grzegorka) [Rec89;

o konstrukcje y-zbioru?, ktéry moze byé¢ odwzorowany na caly odcinek jednostkowy przy
uzyciu funkeji borelowskiej [Rec89;

e sformulowanie (wspdlnie z Andrzejem Nowikiem) nowej charakteryzacji zbioréw silnie
miary zero w jezyku cieé zbioréw [AR93].

17Zbiér jest zawsze pierwszej kategorii, jezeli jego przekréj z dowolnym zbiorem doskonalym P jest zbiorem
pierwszej kategorii w P.

2@Gra punktowo-otwarta G(X) jest rozgrywana w przestrzeni topologicznej X, bierze w niej udzial dwéch
graczy: Czarny i Bialty. W n-tym ruchu gracz Czarny wybiera punkt x,, a nast¢pnie Bialy wybiera otoczenie
otwarte U, punktu z,. Gracz Czarny wygrywa, jezeli suma wszystkich zbioréw U, jest réwna X, w prze-
ciwnym przypadku wygrywa Bialy. Zbior X jest niezdeterminowany w grze punktowo-otwartej, jezeli zaden
z graczy nie posiada strategii wygrywajacej w grze G(X).

3Zbiér X jest v-zbiorem, gdy dla dowolnego ciagu (G )n, gdzie kazdy G, jest przeliczalnym pokryciem
X, istnieje ciag Gn € Gn taki, ze X C |, o ﬂ@k Gn.

4Zbiér A C R jest silnie miary zero, gdy dla dowolnego ciagu ,, € Ry istnieje ciag przedziatéw otwartych
I, C R takich, ze dlugo$é I,, jest mniejsza od ey, i1 A C Un I,.



2.1 Zbieznos¢ punktowa implikujaca QN-zbieznosé ciggéw funkcji

Jednym z przykladow malego zbioru jest QN-przestrzen, czyli taka przestrzen topologiczna
X, dla ktérej zbieznosé quasi-normalna® i zbiezno$é punktowa ciagéw funkcji rzeczywistych
okreslonych na X sa réwnowazne. Wlasnosé ta zostala wprowadzona i byla badana przez
L. Bukovsky’ego, I. Rectawa i M. Repicky’ego ([BRRI1], [BRRO1]) podczas pobytu dru-
giego z wymienionych na stazu na uniwersytecie w Koszycach. W podobny sposéb mozna
zdefiniowaé¢ wlasno$é stabej QN przestrzeni — przestrzen X ma wlasnosé wQN, jezeli kazdy
ciag funkcji rzeczywistych okreslonych na X, zbiezny punktowo do funkcji zerowej zawiera
podciag, ktéry jest quasi-normalnie zbiezny. Kazda QN-przestrzen jest wQN-przestrzenia.
Wiadomo, ze wszystkie przestrzenie przeliczalne sa QN-przestrzeniami. Jak udowodnit I. Re-
claw, istnieja nieprzeliczalne podzbiory prostej, ktére sa wQN-przestrzeniami, ale jest nie-
sprzeczne z powszechnie przyjmowanymi aksjomatami teorii mnogosci, ze kazda metryczna
QN-przestrzen jest przeliczalna ([Rec97]).

2.2 Parametryczny diagram Cichonia

Zaleznosci pomiedzy wspotczynnikami kardynalnymi zwigzanymi z ideatami zbioréw miary
Lebesgue’a zero oraz zbioréw pierwszej kategorii na prostej sa opisane w tzw. diagramie
Cichonia. J. Pawlikowski i I. Reclaw ([PR95]) badali zwiazki pomiedzy niezmiennikami kar-
dynalnymi wystepujacymi w diagramie Cichonia a klasami ,matych” zbioréw na prostej
(definiowanymi w parametryczny sposéb). Tematyka ta byla kontynuowana w pracy H. Ju-
daha, A. Liora i I. Rectawa ([JLR97]).

2.3 Male podzbiory przestrzeni produktowych

Twierdzenie Fubiniego stalo sie punktem wyjscia do wprowadzenia i badania przez I. Re-
ctawa i P. Zakrzewskiego wlasnosci Fubiniego dla o-idealéw podzbioréw R. Przypomnijmy,
ze para o-idealéw (Z,J) ma wlasnosé Fubiniego, jezeli dla dowolnego zbioru borelowskiego
E w R?, z faktu, ze Z-prawie wszystkie ciecia F, naleza do ideatu J wynika, ze J-prawie
wszystkie ciecia EY naleza do Z ([RZ99], [RZ00]).

Twierdzenie Kuratowskiego-Ulama to kategoryjny odpowiednik twierdzenia Fubiniego.
Glosi ono, ze jezeli E jest zbiorem pierwszej kategorii w produkcie dwoch przestrzeni topo-
logicznych X x Y, a X ma m-baze przeliczalna, to prawie wszystkie ciecia F, zbioru F sa
pierwszej kategorii w Y. Twierdzenie to zostalo uogélnione przez D. Fremlina, T. Natkanca
i I. Reclawa z przestrzeni z m-baza przeliczalna na klase przestrzeni diadycznych ([FNROO0]).

3 Funkcje typu Darboux

Funkcje rzeczywiste przyjmujace wartosci posrednie byly przedmiotem zainteresowania ma-
tematykéw w latach 60. ubieglego wieku. Badano zwiazki z rézniczkowalnoseia (kazda funk-
cja pochodna ma wlasnoéé Darboux) oraz hierarchia funkeji borelowskich (kazda funkcja
pochodna jest pierwszej klasy Baire’a, zob. np. monografie ,Differentiation of Real Func-
tion” A. Brucknera [Bru94]). Tematyka ta zyskala ponownie na znaczeniu w latach 90.,
gdy intensywnie zaczeto rozwazaé¢ wlasnosci funkeji implikujace istnienie punktéw statych,
m.in. prawie ciaglo$éS, spéjnosciowosé” czy rozszerzalno$é®. Dla funkeji okreglonych na R

5Ciag funkcji fn: X — R jest zbiezny quasi-normalnie do funkcji f: X — R, jezeli istnieje ciag e, — 0
taki, ze dla dowolnego = € X prawie wszystkie wyrazy ciagu fn(x) spelniaja warunek: |fn(z) — f(z)| < en.

SFunkcja f: X — R jest prawie ciagla (w sensie Stallingsa), jezeli dla dowolnego otwartego otoczenia
A C X x R wykresu funkcji f, istnieje funkcja ciagta f: X — R, ktorej wykres jest réwniez zawarty w A.

"Funkcja f: X — R jest spéjnosciowa, jezeli wykres f po obcieciu do dowolnego zbioru spéjnego w X jest
zbiorem spéjnym w X X R. Jezeli X =R, to definicja ta jest réwnowazna spéjnoséci wykresu f.

8Funkcja f: X — R jest rozszerzalna, jezeli istnieje funkcja spéjnosciowa F:X x [0,1] — R taka, ze
F(z,0) = f(x) dla kazdego =z € X.



prawdziwy jest nastepujacy diagram:
rozszerzalnos¢ = prawie ciaglo$¢ = spdjnosciowos¢ = wlasnos¢ Darboux,

przy czym wiadomo, ze w pierwszej klasie Baire’a wszystkie te wlasnosci sa réwnowazne, a
w wyzszych klasach Baire’a powyzsze implikacje nie odwracaja sie. Jan Jastrzebski podat
przyktad funkcji drugiej klasy Baire’a z R w R, ktéra jest spdjnosciowa ale nie jest prawie
ciagla ([Jas90]). Relacje pomiedzy wlasno$ciami typu Darboux zmieniaja sie, jezeli zamiast
funkcji jednej zmiennej rozpatrujemy funkcje wielu zmiennych [CNWO1]. Pierwszy przy-
ktad rozrézniajacy wlasnosci typu Darboux dla funkeji dwéch zmiennych w klasie By zostal
skonstruowany przez J. Lipinskiego, ktéry tak opisuje to w swoich wspomnieniach [Lip01].

Funkcje nazywamy prawie ciagta, jezeli kazdy zbiér otwarty, zawierajacy jej wy-
kres, zawiera tez wykres jakiej$ funkeji ciaglej. J. B. Brown [Bro74] udowodnit,
ze kazda funkcja jednej zmiennej pierwszej klasy Baire’a o wlasnosci Darboux
jest prawie ciagla. R. G. Gibson i K. R. Kellum w pierwotnej wersji pracy [GK76]
zadali pytanie, czy twierdzenie Browna mozna uogélni¢ na funkcje dwoch zmien-
nych. W pracy [Lip78a] pokazalem, ze nie. Niech g bedzie funkcja rzeczywista
zadana na calej prostej, a § funkcja dwoch zmiennych okreslona na calej plasz-
czyznie wzorem §(z,y) = g(x). Okazalo sie, ze gdy g jest funkcja pierwszej klasy
Baire’a o wlasnosci Darboux (a wiec jest prawie ciagla), to § choé oczywiscie ma
te dwie wlasnosci, moze nie byé prawie ciagta. W kolejnej pracy [Lip93] wyka-
zalem, ze g jest prawie ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagta, co oczywiscie
jest rownowazne ciggloéci funkcji g. Podobnie ¢ | E ma dla kazdego spdjnego
zbioru E wykres spéjny, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest ciagla®.

Badano réwniez wlasnosci typu Darboux w innych klasach funkcji: funkcjach Sierpinskie-
go-Zygmunda, funkcjach addytywnych i funkcjach Hamela (T. Natkaniec, J. Jastrzebski,
K. Ciesielski, H. Rosen, K. Plotka). W ramach tych badan szczegélny nacisk ktadziono
na istotnos$¢ zalozen teoriomnogosciowych w uzyskanych wynikach. Przyktadowo, w pracy
M. Balcerzaka, K. Ciesielskiego i T. Natkanca [BCN97] udowodniono, ze w pewnych mode-
lach teorii mnogoéci nie istnieja funkcje Sierpinskiego-Zygmunda'? z wlasnoscig Darboux —
problem istnienia takich modeli zostal sformulowany przez U. Darjiego (ktéry skonstruowatl
przyklad funkcji Sierpinskiego-Zygmunda z wlasnoscia Darboux przy zalozeniu hipotezy
continuum).

3.1 Struktury algebraiczne w klasie funkcji z wltasnoscig Darboux

Program badania struktur algebraicznych generowanych przez rodziny funkcji rzeczywistych
zostal sformulowany w zespole prof. Z. Grandego w Bydgoszczy (prof. Grande jest doktoran-
tem prof. Lipinskiego). T. Natkaniec udowodnil, ze kazda funkcje rzeczywista ograniczona
mozna przedstawié jako sume trzech funkcji rozszerzalnych ([Nat96]). Wynik ten zostal
wzmocniony przez K. Ciesielskiego i I. Rectawa (J[CR96]) oraz niezaleznie przez H. Rosena.
Udowodnili oni, ze dowolna funkcje rzeczywista mozna przedstawié¢ jako sume dwoch funkcji
rozszerzalnych. W ramach tego nurtu badan T. Natkaniec ([Nat92], [Nat96]) zdefiniowatl
powiazane z operacjami algebraicznymi funkcje kardynalne na rodzinach funkcji rzeczywi-
stych. Przykladem takiej funkcji jest addytywno$é klasy F, czyli moc najmniejszej rodziny
G funkcji, ktorej nie mozna wsunaé przy pomocy wspoélnego skladnika w klase F. Funk-
cje te byly w latach 1997-99 tematem badan polsko-amerykanskiego projektu ,,Problemy
Analizy Teoriomnogoéciowej” !, Okazalo sie, ze addytywno$é rodzin funkcji moze byé rézna

9Wyniki te zostaly pézniej uogdlnione przez A. Maliszewskiego i T. Natkarnca na funkcje okreslone na
produktach przestrzeni topologicznych [MN93].

10Funkcja jest Sierpinskiego-Zygmunda, jezeli jej obciecie do dowolnego zbioru mocy continuum nie jest
ciggle. (Tw. Blumberga méwi, ze dla dowolnej funkcji f: R — R istnieje zbiér A gesty w R taki, ze f obcigta
do zbioru A jest ciagla, zob. tez rozdzial 4.3).

HEfekty projektu badawczego ,Problemy Analizy Teoriomnogosciowej” zostaly opisane w pracy przegla-
dowej K. Ciesielskiego [Cie97].



w réznych modelach teorii mnogoéci. Kombinatoryczng charakteryzacje addytywnosci ro-
dzin funkcji typu Darboux podali K. Ciesielski i A. Miller, analogiczna charakteryzacje
dla rodziny funkcji Sierpinskiego-Zygmunda znalezli K. Ciesielski i T. Natkaniec ([CN97]).
J. Gamez-Merino, A. Munoz-Fernandez i J.B. Seoane-Sepulveda udowodnili w 2010 roku,
ze addytywno$¢ ma bezposredni zwiazek z badaniami nad algebraizowalnoécia rodzin funk-
cji. T. Natkaniec udowodnil ([Nat13]), ze rodziny funkcji typu Darboux sa maksymalnie
algebraizowalne, to znaczy zawierajg algebre wymiaru 2°.

T. Natkaniec i I. Reclaw ([NR98]) badali réwniez istnienie uniwersalnych skladnikéw
sumowania dla rodzin funkcji typu Darboux w klasie funkcji borelowskich. Udowodnili, ze
dla dowolnej liczby porzadkowej « istnieje funkcja borelowska f klasy a4 2 taka, ze suma
dowolnej funkcji « klasy Baire’a i funkcji f jest prawie ciaglta. Nieco pdézniej S. Solecki
wzmocnil to twierdzenie, dowodzac, ze funkcja f moze by¢ wybrana w « + 1 klasie Baire’a,
co jest najlepszym mozliwym wynikiem.

3.2 Zlozenia funkcji typu Darboux

Wiadomo, ze zlozenie funkcji z wlasnoscia Darboux, ktérych dziedzina i zbiér wartosci sa
réwne odcinkowi [0, 1], ma wlasno$é Darboux. Zlozenie funkeji spéjnosciowych (nawet funk-
c¢ji prawie ciaglych) niekoniecznie jest spdjnosciowe; nawet nie musi mieé punktu statego
(chociaz kazda funkcja spéjnosciowa posiada punkt staly). Otwarte jest caly czas pytanie,
czy zlozenie funkcji Darboux pierwszej klasy Baire’a — a nawet mocniej: pochodnych — jest
spéjnoéciowe. Jako latwiejszy wariant tego problemu K. Ciesielski postawil pytanie o istnie-
nie punktu statego ztozenia dwéch funkcji pochodnych. Pozytywnej odpowiedzi dla funkcji
pierwszej klasy Baire’a z wlasnoécia Darboux udzielili niezaleznie w 2001 roku M. Csornyei,
T. O’Neil i D. Preiss [COPO01] oraz M. Elekes, T. Keleti i V. Prokaj [EKP02]. W pierw-
szej z prac postawiono problem istnienia punktéw statych ztozen dowolnej skoniczonej liczby
funkeji pochodnych z odcinka [0, 1] w odcinek [0, 1].

Rozwiazanie powyzszego problemu zawarl w doktoracie P. Szuca ([Szu04]). Pokazal, ze
zlozenie dowolnej skonczonej liczby funkcji spéjnoéciowych, ktérych wykres jest zbiorem
typu Gs na plaszezyznie (kazda funkcja pochodna jest spéjnoéciowa i ma wykres typu Gy)
ma punkt staly. Odpowiedzial tez pozytywnie na pytanie K. Kelluma z konica lat osiem-
dziesiatych ([Kel89]), dowodzac, ze twierdzenie Szarkowskiego o punktach okresowych moze
by¢ uogdlnione na klase funkcji pochodnych. Wyniki te wpisaly sie w schemat badan kom-
binatorycznych uktadéw dynamicznych: dla jakich przestrzeni i dla jakich klas odwzorowan
obowiazuje tzw. porzadek Szarkowskiego punktow okresowych. Czegsé z powyzszych wynikdéw
zostala uogoélniona na odwzorowania wielowarto$ciowe w pracy [ASSO6] napisanej przez An-
dresa, Snyrychova i Szuce. Kolejne uogélnienie tw. Szarkowskiego na przestrzen operatoréw
mierzalnych podal Pawel Barbarski (doktorant P. Szucy) w pracy [Barll].

Tematyka ukladéw dynamicznych generowanych przez funkcje typu Darboux byla konty-
nuowana przez M. Ciklova z Opavy, ktéra uogélnita w [Cik05] charakteryzacje Misiurewicza
funkcji z zerowa entropia — funkcja ma zerowa entropie wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej
punkt okresowy ma okres zasadniczy bedacy potega liczby 2 — z przestrzeni funkcji ciagltych
na przestrzen funkcji spdjnych Gg. Tematyka ta jest obecnie intensywnie rozwijana w zespole
prof. Ryszarda Pawlaka z Lodzi — zapytal sie on m.in. w pracy [Paw09] czy analogiczne
twierdzenie jest prawdziwe w klasie funkcji prawie ciaglych. T. Natkaniec i P. Szuca poka-
zali, ze dowolna funkcja o wtasnosci Darboux i punkcie o okresie zasadniczym réznym od 2"
ma dodatnia entropie. Z drugiej strony, istnieja funkcje prawie ciagle o prawie dowolnym,
arbitralnie zadanym zbiorze okreséw zasadniczych punktéw okresowych ([NS10]).

4 Zbiory punktéw zbieznosci ciggéw funkcyjnych

Temat wtasnoéci zbioréw punktow zbieznosci ciggdéw funkcji rzeczywistych nalezacych do
ustalonej klasy pojawil sie w badaniach profesora Lipinskiego w trakcie jego pracy w Lodzi i



byl kontynuowany przez matematykow w Gdansku. Profesor Lipinski tak opisywal poczatek
swoich zainteresowan tym zagadnieniem ([Lip01]):

Ro6zne zbiory wystepujace w analizie matematycznej, lub ich zestawy, sa tema-
tem kilku prac. Do ciekawszych nalezy para (A, B), gdzie A to zbiér punktéw
prostej, w ktorych ciag funkcji cigglych jest rozbiezny do 4oc0, a B, w ktorych
ten ciag jest rozbiezny do —oco. Gdy w roku 1960 bytem po habilitacji na potrocz-
nym stazu na Uniwersytecie Moskiewskim, P. .. Ulianow powiedzial mi, ze do
tego czasu pary tej nie udalo sie scharakteryzowaé. Wiadomo bylo, ze na mocy
twierdzenia Hahna-Sierpinskiego A i B musza by¢ zbiorami Fys. 1. P. Kornfeld
[Kor63] zauwazyl, ze A 1 B musza by¢ rozdzielone zbiorami Fy,. Problem, czy te
wszystkie warunki konieczne tworza tacznie warunek wystarczajacy, pozostawal
otwarty. Kornfeld znalazl warunki wystarczajace, ale znacznie mocniejsze. Praca
[Lip61] zawiera streszczenie mojej pozytywnej odpowiedzi, a praca [Lip63] jej
pelny tekst.

Problem charakteryzacji zbioru punktéw zbieznosci ciagu funkcji rozwazany byt w dwdch
wymiarach: dla réznych rodzajéw zbieznosci (punktowej, dyskretnej, pozaskoniczonej i ide-
atowej); oraz dla réznych klas funkcji (ciaglych, klasy B,, quasi-ciagtych'?, klikowych'3,
aproksymatywnie ciagtych'4, itp.)

Zbiory punktow zbieznosci punktowej i dyskretnej dla wielu klas funkcji, w tym typu
Darboux, klasy B, pochodnych, quasi-ciagtych i klikowych zostaly scharakteryzowane przez
Jolante Wesotowska w rozprawie doktorskiej ([Wes01]). Analogiczne wyniki dla zbieznosci
pozaskonczonej uzyskali T. Natkaniec i J. Wesotowska ([NWO01]).

Uktady 7-Funiny, czyli uktady siedmiu typéw zbieznosci badz rozbieznosci ciagu funkcji
z danej klasy zostaly scharakteryzowane przez M. A. Lunine w 1975 dla funkcji ciagtych
([Lun75)), a dla klasy funkeji quasi-ciaglych przez T. Natkanca i J. Wesolowska ([NW15]).
Wersje twierdzenia Luniny dla zbieznosci idealowej ciagéw funkeji ciagltych wzgledem ide-
aléow typu F,, podali D. Borzestowski i I. Rectaw ([BR10]), a dla ciagéw funkceji quasi-ciagtych
T. Natkaniec i J. Wesolowska [NW15]. Pewien szczegdlny wariant twierdzenia Luniny dla
idealéw borelowskich (odpowiednik wspomnianego powyzej twierdzenia Lipinskiego) zostal
podany przez I. Reclawa w jego ostatniej pracy [Recl2].

4.1 Zbiory punktéw cigglosci funkcji rzeczywistych

Od dawna wiadomo, ze zbioér punktéw ciagtosci funkcji rzeczywistej jest zbiorem typu F,
i na odwrét, kazdy zbiér typu F, na prostej jest zbiorem punktéw ciaglosci pewnej funkcji
f R — R. Fakt ten byl uogdlniany przez Z. Grande, ktéry scharakteryzowal pary zbio-
réw: punktéw ciaglosei i punktéw pdleiaglosdei z géry funkeji rzeczywistych [Gra85]. Wynik
prof. Grande zostal nastepnie rozszerzony w doktoracie (napisanym pod jego opieka) przez
T. Natkanca na uklady tréjek zbiorow punktow ciaglosci, pédlciaglosci z géry oraz poédlcia-
glosci z dotu [Nat84].

Prof. Lipinski wspélnie z T. Salatem scharakteryzowali zbiory punktéw quasi-ciaglosci
oraz (oddzielnie) zbiory punktéw klikowosci funkeji pomiedzy przestrzeniami metrycznymi
[LSalat71]. Nastepnie, J. Lipinski wspélnie z J. Ewert scharakteryzowali tréjki zbioréw
(C,Q, K), dla ktérych istnieje funkcja rzeczywista okreslona na zbiorze R¥ taka, ze zbiory
C,Q, K sa odpowiednio zbiorami jej punktéw ciaglosci, quasi-ciaglosci i klikowosci [EL83].

2Funkcja f: R — R jest quasi-ciagta (w sensie Kempistego), jesli dla kazdego € > 0, kazdej liczby rzeczywi-
stej z 1 jej otwartego otoczenia U istnieje taki otwarty i niepusty podzbiér V zbioru U, ze | f(z)— f(y)| < € dla
wszystkich y nalezacych do V. Wszystkie funkcje ciagle, jak réwniez wszystkie funkcje lewo- i prawostronnie
ciagle sa quasi-ciagle.

13Funkcja f:R — R jest klikowa, jesli dla kazdego € > 0, kazdej liczby rzeczywistej = i jej otwartego
otoczenia U istnieje taki otwarty i niepusty podzbiér V zbioru U, ze |f(y1) — f(y2)| < € dla wszystkich y1, y2
nalezacych do V. Wszystkie funkcje quasi-ciagle sa klikowe.

MPFunkcja jest aproksymatywnie ciagla, jezeli przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego wzgledem tej
funkcji jest zbiorem otwartym w topologii gestosci.



W kolejnych pracach [EL85] i [EL88] rozwiazuja analogiczny problem przy stabszych zalo-
zeniach o dziedzinie i przeciwdziedzinie funkcji.

Prof. Lipinski badal réwniez pary zbioréw punktéw ciagtosci i punktéw Darboux funkcji.
Tak opisuje swoje wyniki w [Lip01]:

Para (Cy, Dy), gdzie Cy jest zbiorem punktéw ciaglosci, a Dy zbiorem punktéw
Darboux funkcji rzeczywistej jednej zmiennej f, jest opisana w pracy [Lip78b].
Punkt Darboux okreslit A. Csédszar [Csd52] i pokazal, ze f ma wlasno$é Darboux
wtedy i tylko wtedy gdy Dy = R. Oczywiscie zbior C jest Gs. Procz tego Cy
jest zawarty w Dy, ktéry, jak wykazal H. Rosen [Ros75], tez jest G5. J. C. Ce-
der [Ced80] pytal, czy te konieczne warunki sa tez wystarczajace. Przy zadanej
parze zbioréw G, spelniajacej te i dodatkowo inne warunki, potrafit dobra¢ do
nich funkcje f drugiej klasy Baire’a, taka, ze para ta stawala si¢ para (Cy, Dy).
Pokazalem w odpowiedzi, ze jego dodatkowe warunki sg zbyteczne.

4.2 Zbiory liczb granicznych

J. Jastrzebski w swojej rozprawie doktorskiej, napisanej pod kierunkiem prof. Wilczynskiego
z Uniwersytetu Lédzkiego, rozwazal zbiory liczb granicznych dla specjalnych klas funkcji
okreslonych na gérnej péiplaszezyznie ([Jas83], [Jas88]). Badano réwniez zbiory liczb gra-
nicznych funkcji wzgledem kategoryjnej topologii gestoéci wprowadzonej przez W. Wilczyn-
skiego. M. Strze$niewski w swoim doktoracie (napisanym pod opieka prof. Wilczyniskiego)
badal zbiory punktéw kategoryjnej asymetrii funkcji rzeczywistych, to znaczy zbiory takich
punktéw x, w ktorych ktorych zbiory lewo- i prawostronnych kategoryjnie aproksymatyw-
nych liczb granicznych sa rézne. W szczegélnosci udowodniono, ze dla dowolnej funkcji f
takie zbiory sa o-porowate typu F,s,, a wiec male [Str89]. Z drugiej strony, M. Strzesniewski
skonstruowal przyklad funkeji, dla ktdrej taki zbiér ma moc continuum [Str01].

4.3 Uogoblnienia klasycznych twierdzen

W 1922 roku H. Blumberg udowodnit, ze dla dowolnej funkcji f: R — R istnieje zbiér A gesty
w R i taki, ze obciecie f do A jest funkcja ciagla. Sierpinski i Zygmund udowodnili w 1923
roku, ze istniejg funkcje, dla ktérych kazde obciecie do zbioru mocy continuum jest nieciagte.
J. Brown udowodnil, ze dla dowolnej funkcji f: R — R istnieje zbidér A mocy continuum, taki,
ze obciecie f do A jest funkcja punktowo nieciagla!®. A. Katafiasz i T. Natkaniec w pracy
o wariantach twierdzenia Blumberga [KN97] wzmocnili twierdzenie Browna, zastepujac w
tezie punktowa nieciaglosé przez quasi-ciagtosé. W tym samym czasie J. Jasinski i I. Reclaw
rozwazali twierdzenia typu Blumberga i Browna w klasie funkcji mierzalnych wzgledem
ustalonego o-ciata zbioréw ([JRIS]).

5 Funkcje addytywne

Jak wiadomo, kazda ciggla funkcja addytywna jest liniowa. Istnieja funkcje addytywne,
ktore nie sa liniowe, ale kazda taka funkcja jest niemierzalna w sensie Lebesgue’a i nie ma
wlasnosci Baire’a.

W pracy [DFN13] F. G. Dorais, R. Filip6w i T. Natkaniec udowodnili, Ze jest niesprzeczne
z powszechnie przyjmowanymi aksjomatami teorii mnogoéci, ze istnieje nieciggla — a zatem
nieliniowa — funkcja addytywna, ktéra jest (s)-mierzalnal®l? (a nawet istnieje nieciagly, ale

15Funkcja jest punktowo nieciagta jezeli ma gesty zbiér punktéw cigglosci.

6Funkcja f:R — R jest (s)-mierzalna, jezeli dla dowolnego zbioru doskonalego P C R istnieje taki zbiér
doskonaly @ C P, ze obciecie f do zbioru @ jest funkcja ciagla.

17Pierwsze rozdzialy tej pracy powstaly w trakcie pobytu R. Filipowa w The Fields Institute for Research
in Mathematical Sciences w Toronto, gdzie odbywat si¢ w 2002 roku Thematic Program on Set Theory and
Analysis.



(s)-mierzalny izomorfizm liniowy miedzy przestrzeniami R™ i R* nad ciatem liczb wymier-
nych). Funkcje takie zostaly skonstruowane przy dwéch réznych zalozeniach teoriomnogo-
$ciowych. W pierwszej konstrukeji autorzy uzywaja zalozenia, ze cov(M) = ¢, a w drugiej
wykorzystuja aksjomat CPA (Covering Property Axiom) wprowadzony przez K. Ciesiel-
skiego i J. Pawlikowskiego. W obu konstrukcjach najistotniejszym sktadnikiem jest istnienie
pewnej ,tadnej” bazy Hamela!®. Istotnym sktadnikiem konstrukcji ,tadnych” baz Hamela
jest udowodnione przez autoréw uogdlnienie twierdzenia J. Mycielskiego o zbiorach nieza-
leznych w systemach relacyjnych.

5.1 Funkcje Hamela

Zwiazki funkcji addytywnych z bazami Hamela staty sie motywacja do wprowadzenia przez
K. Plotke!? definicji funkcji Hamela. Funkcje nazywamy funkcja Hamela, gdy jej wykres jest
baza Hamela w przestrzeni R? (tj. wykres funkcji jest baza przestrzeni R? nad ciatem liczb
wymiernych).

K. Plotka pokazal, ze kazda funkcja, ktérej wykres jest podzbiorem R? jest suma dwdch
funkcji Hamela, a co za tym idzie istniejg funkcje Hamela, ktore sa niemierzalne w sensie
Lebesgue’a, nie maja wlasnosci Baire’a, nie sa (s)-mierzalne. Pojawia sie jednak pytanie,
jak bardzo regularne moga by¢ funkcje Hamela. Sierpinski udowodnit, ze baza Hamela nie
moze by¢ zbiorem borelowskim, a zatem nie istnieje borelowska funkcja Hamela. W pracy
[FNS11] R. Filipéw, A. Nowik i P. Szuca udowodnili, Ze istnieja funkcje Hamela, ktére
sa mierzalne w sensie Lebesgue’a, maja wlasno$¢ Baire’a, sa (s)-mierzalne, a T. Natkaniec
udowodnil, ze funkcje Hamela moga byé quasi-ciagle [Nat11]. K. Plotka i I. Rectaw udowod-
nili, ze istnieja funkcje Hamela, ktére mozna pokry¢ skonczona liczba czeéciowych funkcji
cigglych. Struktury algebraiczne generowane przez rodzine funkcji Hamela zostaly opisane
przez T. Natkanca i jego doktoranta Grzegorza Matusika ([MN10]).

5.2 Wilasno$¢ réznicy w sensie de Bruijna

Rodzina funkcji rzeczywistych F okreslonych na R ma wtasnoéé réznicy w sensie de Bruijna
(w skrécie: wlasnosei réznicy), gdy dla dowolnej funkcji f takiej, ze A, f € F dla kazdego
h € R (gdzie Apf(z) = f(z + h) — f(x)) istnieje funkcja g € F oraz funkcja addytywna
A:R — R takie, ze f = g + A. Pojecie to zostalo wprowadzone w 1951 roku przez N. G. de
Bruijna, ktory zauwazyl, ze funkcje ciagle maja wlasno$¢ réznicy.

Na seminarium w Gdansku tematyka ta pojawila sie po studenckim pobycie R. Filipowa
na zajeciach Szkoly z Analizy Rzeczywistej i Widmowej we Wroclawiu w 1999 roku, gdzie
odby? sie cykl wyktadéw M. Laczkovicha [Lac02]. Rozwazania o wlasnodci réznicy funkeji
borelowskich i mierzalnych w sensie Baire’a stanowily tre$¢ pracy doktorskiej R. Filipowa,
napisanej pod kierunkiem prof. I. Rectawa [Fil04].

P. Erdos, zakladajac hipoteze continuum, udowodnil, ze zaréwno rodzina funkcji mie-
rzalnych w sensie Lebesgue’a, jak i rodzina funkcji z wlasnoscia Baire’a nie maja wlasnosci
roznicy. Z drugiej strony, M. Laczkovich pokazal, ze jest niesprzeczne z powszechnie akcep-
towanymi aksjomatami teorii mnogosci, ze rodzina funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a
ma wilasnosé roznicy i postawil problem, czy jest niesprzeczne z ZFC, ze rodzina funkcji z
wlasnoscia Baire’a ma wlasno$¢ réznicy. W pracy [Fil03] R. Filipéw udowodnil, ze odpo-
wiedz na to pytanie jest pozytywna?’. W pracy [Lac80] M. Laczkovich sformutowat problem,
czy z zalozenia, ze wszystkie funkcje Ay f sa borelowskie wynika, ze sa one ograniczonej
klasy borelowskiej. R. Filipéw i I. Rectaw udowodnili, ze przy zalozeniu hipotezy continuum
odpowiedZ na to pytanie jest negatywna ([FR02]). Badania te byly kontynuowane przez

18Baza Hamela nazywamy baze przestrzeni wektorowej R™ nad cialem liczb wymiernych.

19K. Plotka prace magisterska napisat na Uniwersytecie Gdaniskim pod kierunkiem E. Grzegorka, obecnie
pracuje na uniwerytecie w Scranton. Definicje funkcji Hamela wprowadzil w doktoracie [Pto01] napisanym
pod kierunkiem K. Ciesielskiego na West Virginia University.

20Problem ten zostal niezaleznie rozwigzany inna metodg przez matematyka wegierskiego T. Matraia.



K. Ciesielskiego i J. Pawlikowskiego, ktérzy uzyskali taka sama odpowiedZ przy zalozeniu
aksjomatu CPA.

6 Mierzalnosé¢ ,,po wspétrzednych”

Méwimy, ze funkcja F: X x Y — R jest produktowo mierzalna, jezeli przeciwobrazy zbiorow
otwartych wzgledem F' s zbiorami mierzalnymi w X x Y. Funkcja F' jest zlozeniowo mie-
rzalna, jezeli dla dowolnej funkcji mierzalnej g: X — Y odwzorowanie f: X — R okreslone
wzorem f(x) = F(x,g(x)) jest funkcja mierzalna — wlasnos$é ta jest nazywana réwniez
sup-mierzalnodcia lub mierzalnoscig w sensie Carathéodory’ego.

Wiadomo, ze jezeli funkcja jest produktowo mierzalna, to jej prawie wszystkie ciecia po-
ziome i prawie wszystkie cigcia pionowe sa funkcjami mierzalnymi. Natomiast mierzalnosé
wszystkich cie¢ nie zapewnia mierzalnosci produktowej. Podobnie, produktowa mierzalno$é
nie zapewnia zlozeniowe]j mierzalnosci funkeji (ani na odwrét). Powstaje wiec problem sfor-
mulowania warunkéw na ciecia, ktére implikuja produktowa (zlozeniowa) mierzalnosé funk-
cji. W Polsce badania nad takimi problemami byly prowadzone m.in. przez K. Kuratow-
skiego, E. Marczewskiego i Cz. Rylla-Nardzewskiego. W Gdansku tematyka ta byla rozwi-
jana przez J. Lipinskiego, przez jego doktorantéw i przez doktorantéw jego doktorantow:
7. Grande i G. Kwiecinska. Ponizsze dwa akapity zostaly wybrane ze wspomnien profesora
Lipinskiego [Lip01].

W roku 1970 przebywalem na zaproszenie Stowackiej Akademii Nauk na zamku
w Smolenicach. W czasie tej wizyty L. Misik zadal mi dwa pytania: Niech f
bedzie funkcja okreslona na R?. Oznaczmy f.(y) = f(z,y) a fy(x) = f(z,y).
Czy z zalozenia, ze wszystkie funkcje f, i fy, sa pierwszej klasy Baire’a i maja
wlasnos$¢ Darboux wynika mierzalnosé funkeji f?7 Czy wynika ona z mocniejszego
zalozenia, ze funkcje te sa aproksymatywnie ciaglte? Na pierwsze z tych pytan od-
powiedzialem po chwili namystu negatywnie. Odpowiedz opublikowalem w pracy
[Lip72] wraz z drugim, wtedy jeszcze otwartym pytaniem. Odpowiedzial na nie
pozytywnie R. O. Davies [Dav73]. W tej sytuacji pozostawal otwarty problem
mierzalnosci funkeji f przy poérednim zalozeniu, ze f, i f, sa pochodnymi ogra-
niczonymi. Zostal on rozstrzygniety pozytywnie przez M. Laczkovicha [Lac81].

Funkcja f(z,y) nazywa sie sup-mierzalna (superpozycyjnie mierzalna), jezeli dla
kazdej funkcji mierzalnej g(x) superpozycja f(x,g(x)) jest funkcja mierzalna.
Pojecie to pochodzi od C. Carathéodory [Car27], ktéry pokazal, ze wéréd mie-
rzalnych funkcji f istnieja funkcje nie sup-mierzalne. W pracy [GLT78], wspélnej
z Z. Grande, pokazalem, ze z hipotezy continuum wynika istnienie niemierzalnej
funkcji f, ktéra jest sup-mierzalna. Pytanie, czy takie funkcje istnieja pocho-
dzito od wymienionego wspoétautora z jego — wtedy jeszcze nieopublikowanej
— rozprawy habilitacyjnej. Znaleziona przeze mnie funkcja f jest w literaturze
cytowana jako ,,polish monster”. Pochodzi to stad, ze ztozona z dowolng funkcja
mierzalng g, ,unicestwia” ja, dajac w wyniku funkcje h prawie wszedzie réwna
zeru?!,

G. Kwiecinska rozwazala w swoim doktoracie (ktérego promotorem byl prof. Grande)
funkcje okreslone na produkcie przestrzeni metrycznych z wyrézniona baza rézniczkowania
i udowodnila, ze aproksymatywna poétciagloéé z dotu cieé jednego rodzaju oraz poélciaglosé
z gory cie¢ drugiego rodzaju implikuja produktows mierzalno$é¢, a produktowa mierzalnosé
wraz z aproksymatywna mierzalnoscia cieé¢ jednego rodzaju gwarantuja ztozeniowa mierzal-
nosé funkeji.

21Njezaleznie ten sam wynik uzyskal A. Kharazishvili w ksiazce [Kha83]. Problem, czy funkcja o takich
wtlasnosciach moze byé skonstruowana bez dodatkowych zalozen teoriomnogo$ciowych pozostawal otwarty
przez blisko trzydziesci lat i zostal roztrzygniety (negatywnie) przez A. Rostanowskiego i S. Shelaha w pracy
[RS06].
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6.1 Odwzorowania wielowartosciowe

Problematyka mierzalnosci funkcji w przestrzeniach produktowych zostala przeniesiona przez
G. Kwiecinska na grunt odwzorowan wielowartosciowych. Odwzorowania wielowartosciowe
(tzw. multifunkcje) sg narzedziem stosowanym miedzy innymi w teorii inkluzji rézniczko-
wych, analizie nieliniowej czy teorii sterowania. W pracy habilitacyjnej [Kwi08] G. Kwie-
cinska uzyskala szereg wynikéw dotyczacych zwiazkéw pomiedzy réznymi rodzajami mie-
rzalnoéci multifunkcji. W wiekszosci z nich zaklada sie mierzalno$é cie¢ pionowych oraz
pewien rodzaj regularnosci cie¢ poziomych. Wykorzystujac idee Hukuhary dotyczace poje¢
pochodnej i caltki multifunkcji okreslonych na przedziale, wprowadzila pojecie pochodnej
multifunkcji. Zastosowala swoje wyniki dotyczace multifunkcji sub-mierzalnych w dowodzie
istnienia rozwiazan inkluzji rézniczkowych.

G. Kwiecinska wraz z J. Czarnowska wprowadzily nowa definicje wlasnoéci przyjmowania
wartosci posrednich dla multifunkeji okreslonych na przedziale o wartosciach bedacych pod-
zbiorami prostej rzeczywistej ([CK92]). W odréznieniu od poprzednio zdefiniowanej przez
J. Ewert i J. S. Lipinskiego wtasnosci Darboux multifunkcji, wlasno$¢ przyjmowania war-
tosci posrednich posiadaja wszystkie multifunkcje ciagle (J. Czarnowska i G. Kwiecifiska,
[CK92]), a nawet ogdlniej, wszystkie multifunkcje pochodne (G. Kwiecinska, [Kwi01]).

Joanna Czarnowska badala tez zaleznosci miedzy lokalnie zdefiniowanymi wlasnosciami
odwzorowan wielowartosciowych (jak wlasno§é Darboux w punkcie), a ich globalnymi de-
finicjami. Poprzez wprowadzenie pojecia F-spdjnosci dla odwzorowan wielowarto$ciowych
uzyskala ogélng charakteryzacje takich zaleznosci dla odwzorowan, a wiele znanych wynikow
dla funkcji rzeczywistych uzyskano jako szczegdlne przypadki tej charakteryzacji [Cza01].

7 Zbieznosé idealowa

Ideatem na zbiorze liczb naturalnych nazywamy dowolna rodzing podzbioréw N zamknigta
ze wzgledu na operacje wykonywania skoficzonych sum i brania podzbioréw; w tym kon-
tekscie stowo ,ideal” mozna rozumieé¢ jako ,rodzina matych podzbioréw N” — przyktadem
ideatu jest rodzina wszystkich skonczonych podzbioréw N. Zwykle zakladamy, ze do idealu
naleza wszystkie skonczone podzbiory liczb naturalnych, ale nie nalezy zbioér wszystkich liczb
naturalnych. Ponizsze pojecie zbieznosci ideatowej zostalo wprowadzone przez H. Cartana
w 1937 roku. Jesli 7 jest idealem na N, to méwimy, ze ciag liczb rzeczywistych (x,) jest
Z-zbiezny do liczby rzeczywistej x, gdy zbiér wszystkich n spelniajacych |z, — 2| < € nalezy
do 7 dla dowolnego € > 0.

Moéwimy, ze ciag (f,,) funkeji rzeczywistych zdefiniowanych na zbiorze X jest Z-punktowo
zbiezny do f, jezeli (f,(x)) jest Z-zbiezny do f(x) dla wszystkich x nalezacych do X. Dla
ideatu sktadajacego sie z wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych otrzy-
mujemy zwykla zbieznosé ciggéw liczbowych oraz punktows zbieznoéé ciggéw funkeyjnych.

Zbieznosé idealowa zaczela pojawiaé sie wérdd tematéw seminarium z teorii funkcji rze-
czywistych po powrocie prof. I. Reclawa z rocznego pobytu na uniwersytecie w Scranton,
gdzie powstaly wspodlne prace 1. Rectawa i J. Jasinskiego dotyczace tego rodzaju zbiezno-
Sci. Wprowadzili oni pojecie IC-przestrzeni, czyli takiej przestrzeni X, dla ktérej zbieznosé
ideatowa ciggu funkcji ciaglych do funkcji cigglej implikuje istnienie zbioru A C N z fil-
tra dualnego takiego, ze cigg funkcyjny jest zbiezny punktowo na zbiorze indeksow z A.
IC-przestrzen jest przykladem ,malego zbioru”, np. dla ideatu zbioréw asymptotycznej ge-
stosci zero kazda IC-przestrzen jest w o-ideale zbioréw typu (sg) (zob. tez rozdzial 2.1).

W pierwszej pracy z tej tematyki, ktora powstala w ramach seminarium R. Filipéw,
N. Mrozek, I. Rectaw i P. Szuca ([FMRS07]) rozwazali pytanie o Z-zbiezno$é¢ Z-podciagdéw
ciagu liczb rzeczywistych — gdzie Z-podciag ciagu (z,,) oznacza obciecie ciagu (z,,) do zbioru
indekséw spoza ideatu Z. Wprowadzili pojecie ideatu Bolzano-Weierstrassa, tj. takiego idealu
7, ze dla dowolnego ciagu ograniczonego istnieje jego Z-podciag Z-zbiezny oraz pokazali, ze
nie wszystkie idealy sa Bolzano-Weierstrassa. Scharakteryzowali te wlasnos¢ przy pomocy
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klasycznych poje¢ teoriomnogosciowych: w jezyku rodzin rozcinajacych, a — dla podklasy P-
ideatéw analitycznych — w jezyku rozszerzen do idealéw typu F,. Przy zalozeniu hipotezy
continuum, w drugiej z przedstawionych powyzej charakteryzacji warunek rozszerzalnosci
do idealu wlasciwego typu F, moze zostal zastapiony przez rozszerzalno$¢ do P-idealu
maksymalnego??.

Ci sami autorzy w [FMRS12] rozwazali zbiezno$¢ idealowa ciagéw funkceji ciagltych cha-
rakteryzujac, lub czesciowo charakteryzujac, idealy dla ktérych zachodza funkcyjne odpo-
wiedniki twierdzenia Bolzano-Weierstrassa: tw. Arzeli-Ascoliego, tw. Helly’ego i tw. Mazur-
kiewicza. Te i inne uogdlnienia twierdzen o klasycznej zbieznosci ciagéw funkcji na zbiez-
no$¢ idealowa byly tematem pracy doktorskiej N. Mrozka [Mrol0] napisanej pod opieka
prof. I. Rectawa. Twierdzenie Jegorowa moéwi, ze jezeli ciag funkcji mierzalnych jest punk-
towo zbiezny na zbiorze mierzalnym X, to jest tez zbiezny jednostajnie na zbiorze X \ A dla
pewnego A C X dowolnie malej miary. Naturalne uogélnienie na zbieznos¢ ideatowa poprzez
zamiane zbieznosci punktowej i jednostajnej odpowiednio na idealowa punktowsq i ideatowa
jednostajna nie dziala dla wiekszosci rozpatrywanych w literaturze ideatéw. N. Mrozek po-
kazal, ze jezeli zbiezno$é¢ jednostajng zamienié¢ na réwno-idealowa zbieznosé (zdefiniowana
dla P-idealéw analitycznych), to tak sformulowane slabe tw. Jegorowa jest prawdziwe dla
wszystkich analitycznych P-ideatéw ([Mro09]).

7.1 Rodziny granic idealowo zbieznych ciggéw funkcji

Dla dowolnej rodziny funkcji rzeczywistych mozna rozpatrywaé¢ rodzine wszystkich granic
punktowo zbieznych ciagdéw funkcji z takiej rodziny. Dla funkcji ciagltych rodzine taka stano-
wig funkcje pierwszej klasy Baire’a. Analogiczne pytanie mozna postawi¢ dla Z-zbieznosci,
zaréwno dla réznych idealéw 7, jak i dla réznych klas funkeji. Najbardziej naturalne jest py-
tanie o granice idealowo zbieznych punktowo ciagéw funkcji ciaglych okreslonych na R. Dla
idealu zbioréw asymptotycznej gestosci zero P. Kostyrko, T. Salat i W. Wilczyhski pokazali
W pracy [KSWOIL ze klasa granic idealowo zbieznych ciagéw funkcji ciaglych jest tozsama
z rodzing funkcji pierwszej klasy Baire’a. M. Laczkovich z I. Rectawem w nieopublikowanej
notatce uogélnili ten dowdd na wszystkie P-idealy analityczne, a w pracy [LR09] podali
charakteryzacje idealéw borelowskich (uzywajac pewnej wlasnosci rozdzielania idealu od
filtra dualnego), dla ktérych granice zbieznych idealowo ciagéw funkcji ciagtych pokrywaja
sie z pierwsza klasa Baire’a. Niezaleznie ta sama charakteryzacja zostata udowodniona dla
idealéw analitycznych przez G. Debsa i J. Saint Raymonda [DSR09], a potem zostala ona
uogdlniona na wszystkie idealy przez A. Bouziada [Boul2].

W pracy [LR09] znajdowal sie tez wynik méwiacy, ze charakteryzacja podana dla pierw-
szej klasy Baire’a obowiazuje dla funkcji skoniczonych klas borelowskich, tj. rodzina wszyst-
kich punktowych granic idealowych funkcji z klasy borelowskiej a@ < w tworzy borelowska
klase o + 1. Powyzszy wynik zostal przeniesiony przez R. Filipowa i P. Szuca ([FS12]) na
pozostate klasy borelowskie, a takze na inne rodzaje zbieznosci — ideatowa dyskretna i
ideatowa quasi-normalna. Badania idealowej zbieznosci quasi-normalnej kontynuowane byty
przez doktoranta M. Staniszewskiego ([FS14], [FS15]).

Dla punktowych granic idealowych ciggéw funkcji quasi-cigglych charakteryzacja podana
w pracach [LR09], [DSR09] i [Boul2] nie obowiazuje. T. Natkaniec i P. Szuca w pracy
[NS16] podali kombinatoryczna charakteryzacje idealéw borelowskich, dla ktérych rodzina
Z-granic ciagéw quasi-ciaglych funkcji rzeczywistych okreslonych na X jest rowna rodzinie
klasycznych granic takich ciagéw (dla dowolnej przestrzeni metrycznej Baire’a X). A. Kwela
skonstruowat ideal WR, ktéry jest idealem krytycznym dla zbieznosci ideatowej ciagow
funkcji quasi-ciaglych: udowodnil, ze ideal na N ma powyzsza wlasno$é¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy nie zawiera kopii izomorficznej idealu WR [Kwel5].

22W literaturze w tym kontekscie czesciej uzywa si¢ dualnego pojecia ultrafiltru. Zbiér wszystkich ultrafil-
tréw okreslonych na zbiorze N z odpowiednio zdefiniowans topologia stanowi uzwarcenie Cecha-Stone’a
zbioru liczb naturalnych. Pojecie P-idealu maksymalnego jest pojeciem dualnym do pojecia P-punktu
w uzwarceniu Cecha-Stone’a zbioru liczb naturalnych.
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We wspomnianej juz pracy [DSR09] G. Debs i J. Saint Raymond wprowadzili tez po-
jecie rangi idealu: ideal analityczny 7 ma range a < wi, jesli dla kazdej zerowymiarowej
przestrzeni polskiej rodzina Z-granic ciggéw ciaglych funkcji rzeczywistych jest réwna ro-
dzinie wszystkich funkcji rzeczywistych borelowskiej klasy a. A. Kwela z I. Rectawem w
pracy [KR13] pokazali, ze przekrdj idealéw moze mieé¢ range 1 nawet wtedy, gdy wyjsciowe
ideaty maja dowolnie duza range. Obliczyli oni réwniez range produktu dwoch idealéw w
przypadku, gdy pierwszy z nich jest idealem koanalitycznym rangi 1. Wezeéniej G. Debs i
J. Saint Raymond udowodnili podobne twierdzenie jedynie dla ideatu wszystkich skonczo-
nych podzbioréw zbioru liczb naturalnych.

7.2 Kombinatoryczne i topologiczne wtasnosci idealéw

Méwimy, ze ideal 7 na N jest reprezentowany topologicznie, jesli istnieja przestrzen metry-
zowalna o$rodkowa X, o-ideal J na X i bijekcja f:N — D (gdzie D jest o$rodkiem X)
takie, ze Z sklada si¢ doktadnie z tych podzbioréw A zbioru liczb naturalnych, dla ktérych
domkniecie zbioru f[A] nalezy do J. Powyzsze pojecie zostalo wprowadzone przez M. Sa-
boka i J. Zapletala w 2011 roku. Postawili oni pytanie o warunek konieczny i dostateczny
na to, aby ideal byl reprezentowany topologicznie. A. Kweli wspdlnie z M. Sabokiem udalto
sie scharakteryzowaé te idealy przy uzyciu wylacznie poje¢ kombinatorycznych ([KS15]).

Opracowali: Joanna Czarnowska, Rafal Filipow, Adam Kwela, Grazyna Kwieciniska, Jan
Lipinski, Tomasz Natkaniec i Piotr Szuca.
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