O pracach matematycznych Profesora Wactawa Pawelskiego

Wactaw Pawelski nalezal do Krakowskiej Szkolty Réwnan Roézniczkowych. W jej
kregu tematycznym miedci sie cata tworczos¢ naukowa Profesora. Szczegdlny wplyw
na zainteresowania matematyczne W. Pawelskiego wywarta dziatalno$¢ naukowa Tade-
usza Wazewskiego oraz Jacka Szarskiego. Wactaw Pawelski byt profesorem Politechniki
Gdanskiej, przez wiele lat kierowal Pierwsza Katedra Matematyki. Byt takze profeso-
rem Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Gdansku.

Dorobek naukowy Wactawa Pawelskiego obejmuje ponad dwadziescia prac opu-
blikowanych w latach 1955 - 1977 w Annales Polonici Mathematici, Commentationes
Mathematicae, Zeszytach Naukowych Politechniki Gdanskiej, Zeszytach Naukowych
Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Gdansku. Problematyka tych prac jest nastepujaca:

istnienie i oszacowanie obszaru istnienia rozwiazan zagadnien poczatkowych dla
rownan rozniczkowych czastkowych pierwszego rzedu,

- istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazan zagadnien roézniczkowych hiperbolicznych,
- asymptotyczna stabilno$¢ rozwiazan rownan rozniczkowych zwyczajnych,

- nieréwnosci mieszane miedzy rozwiazaniami réwnan rézniczkowych czastkowych
pierwszego rzedu,

- geometryczna teoria uktadéw réwnan czastkowych stabo sprzezonych.
Przyblizymy teraz niektére rezultaty z poszczegdlnych grup tematycznych.

Istnienie i oszacowanie obszaru istnienia rozwiazan zagadnien
poczatkowych dla réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu

Prace [1], [3] dotycza nastepujacego zagadnienia Cauchy’ego:

Oyzi(t,x) + Hy(t,x, 2(t,x), 0pz(t,x)) =0, i =1,...,m, (1)

z(t,2) = w(z), x € R", (2)
gdzie t = (t1,...,tm), * = (x1,...,2,) Oraz 0pz = (Oy 2, ..., 0., 2). Rozwaza sig¢ wigc
nadokreslony uktad réwnan czastkowych pierwszego rzedu. W [1] wykazano, ze jesli
H = (Hy,...,H,) iw sa funkcjami klasy C? i maja ograniczone pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu oraz speliony jest warunek zgodnosci, to zagadnienie
poczatkowe (1), (2) ma doktadnie jedno rozwiagzanie. Podane jest takze oszacowanie
dziedziny rozwiazania w zaleznosci od statych ograniczajacych pochodne czastkowe
funkcji danych.



W pracy (3| rozwaza si¢ przypadek, gdy (t,z) oraz z(t,z) sa zepolone i H =
(Hy, ..., Hp,) oraz w sa funkcjami analitycznymi. Wykazano, ze problem (1), (2) ma
analityczne rozwiazanie. Podano oszacowanie dziedziny rozwiazania.

Praca [2] dotyczy réwnan o zmiennych zespolonych. Rozwazane jest zagadnienie
Cauchy’ego

Oz(t,x) = f(t,x, 2(t, ), 0p2(t, x)), z(to,x) = w(z),

gdzie © = (x1,...,x,), Wykazano, ze jeSli f i w sa funkcjami analitycznymi, to ist-
nieje doktadnie jedno rozwiazanie tego problemu. Podano oszacowanie dziedziny roz-
wigzania.

Prace [1] - [3] sa rozwinieciem wezeéniejszych prac i metod T. Wazewskiego.

Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan réwnan rézniczkowych
hiperbolicznych

Rozwazane jest nastepujace zagadnienie Darboux dla quasiliniowego réwnania hiper-
bolicznego

axyu(xay) = F(I’,y,U(l’,y)), (3)
u(z,0) =o(x) dlaz € [0,a], u(0,y) = u(y)dlay € [0,b]. (4)
W [6] udowodniono nastepujace kryterium jednoznacznosci rozwigzania problemu (3),
(4).
Twierdzenie 1. Jesli F' : [0,a] x [0,b] x R — R jest funkcjg ciggle i istniejg stale
K, C>0,0<a<1 takie, ze
_ K _
]F(:c,y,u) - F(m,y,u)| < 7|u - u‘v
Y
|F(ZE,y7U) - F(xvyaﬂ” < C|U - a|0¢
i K(1—a)? <1, to zagadnienie (3), (4) ma co najwyzej jedno klasyczne rozwigzanie.
Twierdzenie to jest uogélnieniem kryterium Krasnosielskiego - Kreina dotyczacego
jednoznacznosci rozwiazan zagadnien poczatkowych dla rownan roézniczkowych zwy-
czajnych i tatwo przenosi si¢ na réwnania wyzszych rzedéw oraz na uktady réwnan
rozniczkowych.

Praca [4] dotyczy istnienia i jednoznacznosci rozwiazan zagadnienia Darboux z
funkcja niewiadoma u zmiennych (x,y, 2):

Opy-tt = F(2,y, 2, u, Oyu, Oyu, 0,u, Opyu, Opyut, Oypt),
U(O, Y, Z) - ¢1(y7 Z)7 U(J], 07 Z) = 77Z)2(x7 2)7
u(x, Y, 0) = ¢3($, y)7

gdzie x € [0,a], y € [0,b], z € [0,¢]. Jest to rozwinigcie wezesniejszych rezultatow Z.
Szmydt, J. Kisynskiego i R. Conti.



Asymptotyczna stabilno$é rozwiazan réwnan rézniczkowych zwyczajnych

W latach 1969 - 1977 ukazato se kilka prac W. Pawelskiego dotyczacych stabilnosci
rozwigzan réownan rézniczkowych zwyczajnych. Zapoczatkowaly je prace [11], [16], gdzie
badane byty zagadnienia stabilnosci rozwiazan typu y = at réwnania

oy - (Y@
v =F(=7). (5)
Przypusémy, ze F' : (a — up,a + ug) — R jest ciagta, F(a) = a oraz F(u) < a dla
u € (a,a+up), F(u) > a dlau € (a — up,a). Wowczas rozwiazania réwnania (5)
potozone w zbiorze

D, ={(t,z) : t € (0,400), (a —up)t < x < (a+ up)t}

zblizaja sie do rozwiazania y = at przy t — 400 w sensie stabilnosci Lapunowa.
Wyrdznia sie przy tym dwa sposoby zblizania sie krzywych catkowych réwnania (5) do
prostej y = at:

(i) wszystkie krzywe catkowe réwnania (5) potozone w D, daza asymptotycznie przy
t — 400 do prostej y = at,

(ii) kazda krzywa catkowa zbliza sie do prostej y = at przy t — +o00 i ma asymptote
y=at+b, b# 0, przy czym rozne krzywe maja rézne asymptoty.

Jesli, précz zatozen wyzej wymienionych, funkcja F' spetnia warunek: dla kazdego b # 0
istnieje granica

a t1

lim |F (L) —a
t——+o00 1— ayt_l
y—b

i dla pewnego b jest ona rézna od zera, to prosta y = at jest asymptota (przy t — +00)
dla wszystkich rozwiazan réwnania (5) potozonych w D,.

Nastepne prace z tego zakresu dotycza badania stabilnosci asymptotycznej jedno-
stajnej wzgledem warunkéw poczatkowych. Rozwiagzanie y(t) = 0, t > a, r6wnania
rozniczkowego

y'(t) = F(t,y(t)) (6)
jest asymptotycznie stabilne jednostajnie wzgledem warunkéw poczatkowych na zbio-
rze D = [a,+00) X [—b,b] C R? jesli

1) rozwigzanie to jest stabilne,

2) dla kazdego £ > 0 istnieje A > 0 zalezne tylko od ¢ i takie, ze jesli ¢ jest
rozwigzaniem (6) wychodzacym z odcinka

K ={(t,x); t =tg, x € [—x0, 0]}

gdzie ty > a, z9 < b, to |p(t)] < e dlat >ty + A.
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W pracy [16] wykazano, ze przy poprzednio wymienionych zalozeniach, asympto-
tyczna stabilno$¢ rozwiazan réwnania (5) nie jest jednostajna wzgledem warunkow
poczatkowych.

W [13] i [22] podane sa warunki wystarczajace na to, by rozwiazanie zerowe réwna-
nia (6) bylo stabilne asymptotycznie jednostajnie wzgledem warunkéw poczatkowych.
Niektére z tych wynikéw sa uogélnione w [23] na uktady réwnan rézniczkowych typu
(6). Przypusémy, ze w (6) mamy y = (y1,-..,Yn), ' = (Fi,..., F,) oraz

a) F jest ciaglta na A, x D, gdzie A, = [a,4+00), Dy ={z € R": ||z]| <a}i] - ||
jest norma w R",

b) F(t,O[n}) = Oy dla t € Ag, Oy = 0,...,0) € R", oraz (x, F(t,x)) < 0 na
A, x D, gdzie (, ) jest iloczynem skalarnym w R",

c) dla kazdego = € D,, T # Of,), mamy

lim sup (z, F(t,x)) = 0(z), 6(z) <0,
t——+o00

d) speiona jes nieréwnosé

(x, F(t+ h,z)) < (z,F(t,x)), (t,x) € Ay X Dy, h > 0.

Woéwezas rozwiazanie zerowe ukltadu (6) jest asymptotycznie stabilne jedostajnie wzgledem
warunkow poczatkowych.

Do badania stabilnosci rozwiazan stosuje sie w tych pracach metody nieréwnosci
rozniczkowych. Rozszerzenie niektorych z powyzszych rezultatéw na rownania réznicz-
kowo funkcyjne znajduje sie w pracach S. Zacharka.

Roéwnania i nier6wnosci o pochodnych czastkowych pierwszego rzedu

Glownym kierunkiem badan prowadzonych przez Wactawa Pawelskiego w latach
1962 - 1973 byty nieréwnosci mieszane dla réwnan czastkowych pierwszego rzedu

Oz(t,x) = F(t,x, 2(t,x), 0 2(t, x)), (7)

gdzie © = (x1,...,2), 0pz = (0,2, - - -, Op, 2).

Zapoczatkowana przez A. Haara i M. Nagumo teoria nieréwnosci rézniczkowych o
pochodnych czastkowych pierwszego rzedu zostata w istotny sposéb rozwinieta w dru-
giej potowie lat czterdziestych i w latach pieé¢dziesiatych. Obok prac J. Sawarienskiego i
G. Zdanowa dotyczacych metod Chaplygina, wymieni¢ tu nalezy niezwykle wazne wy-
niki J. Szarskiego zawarte w pracach opublikowanych w Annales Polonici Mathematici
oraz w znanej monografii Differential Inequalities.

Jednym z istotnych rezultatow tej teorii jest nastepujacy wynik.
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Twierdzenie 2. Zalozmy, ze

1) funkcja rzeczywista F zmiennych (t,z,p,q), v = (x1,...,2,), ¢ = (q1,---,qn),
jest ciggla dla (t,x) € E, p € R, ¢ € R", gdzie

E={(t,x): t € [to,to+a), b+ M(t—to) < — w0 <b— Mt —to)}

oraz b = (by,...,b,) € R", M = (M,,...M,) € R}, Ry = [0,+00), Ma < b
1 nierownosci dla wektorow oznaczajg analogiczne nieréwnosci dla odpowiednich
wspotrzednych,

2) istnieje funkcja o : [0,a) x Ry — R, taka, Ze spelnione jest oszacowanie
IF(t.2..0) = F{t.2.5.0) < o(t = 1o, lp = 1) + 3 Mo,
oraz
(1) o jest ciggla i o(t,0) =0 dlat € [0,a),
(i1) jedynym rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego
W'(t) =o(t,w(t)), w(0)=0,
jest o(t) =0 dla t € [0, a),

3) u, v: E — R majg pochodne czgstkowe na E i sq¢ rézniczkowalne na OEN((t, to+
a) X R™), gdzie OF jest brzegiem zbioru E,

4) spetnione sqg nierdwnosci rézniczkowe

Owu(t,z) < F(t, z,u(t,x), Oyu(t,x))

oraz
Ow(t,x) = F(t,z,v(t,x), 0,v(t, z))

gdzie tg <t <ty +a, (t,z) € E, oraz prawdziwa jest nieréwnos¢ poczgtkowa

u(to, z) < v(to, ), x € [xg — b, zo + b].

Przy tych zalozZeniach mamy

u(t,z) <wo(t,z) dla (t,x) € E. (8)



Zbior E nazywamy piramida Haara. Jest to naturalna dziedzina rozwiazan nielinio-
wych rownan czastkowych pierwszego rzedu z warunkiem poczatkowym podanym na
[ZL’O — b, To + b]

Twierdzenie to zastosowane do rozwigzan u i v réwnania rézniczkowego (7) orzeka,
ze rozwiazania sa monotoniczne wzgledem warunkéw poczatkowych.

Interesujacy i wazny przypadek monotonicznosci rozwigzan réwnania (7) wzgledem
warunkéw poczatkowych badany byt przez J. Szarskiego. Rozwazane byto nastepujace
zadanie: nalezy poda¢ warunki wystarczajace na to, by nieréwnos¢ poczatkowa

u(to, x) < v(to,z) gdzie —b<xz—x9<b (9)
dla rozwigzan u i v réwnanie (7) implikowata nieréwnosé
u(z,y) <v(z,y) da (z,y) € E, (10)

gdzie E jest piramida Haara. OdpowiedZ na to pytanie jest podana w nastepujacym
twierdzeniu.

Twierdzenie 3. Zalozmy, Ze

1) funkcja F: E X R x R" — R zmiennych (t,x,p,q) jest ciggla i istniejg pochodne
O F = (0, F,...,0,,F), OpF, O,F = (0, F,...,0,F),
i 0. F, 0, € C(ExRxR"R"), 9, € C(E xR xR"R),

2) pochodne 0,F, 0,F, 0,F spetniajg na E x R x R™ warunek Lipschitza wzgledem

(z,p,q) oraz
M

N

(10, F(P)]..... 05, F(P)])
gdzie P = (t,7,p,q) € E xR xR,

3) wiv sq klasycznymi rozwigzaniami na E réwnania rézniczkowego (7) i sq one
rozniczkowalne na OFE N ((to, to + a) x R™),

4) rozwigzania u i v sg utworzone przez charakterystyki i spetniona jest nieréwno$é
poczgtkowa (9).

Przy tych zalozeniach prawdziwa jest nieréwnosé (10).

Teoria charakterystyk odgrywa wazna role w dowodzie tego twierdzenia. Istotne
uogdblnienie tego wyniku podal w latach siedemdziesiatych P. Besala. Dotyczy ono
zmniejszenia wymagan o regularnosci funkeji F' i regularnodci rozwiazan u, v réwnania
(7). Wykorzystuje sie wtedy dos$¢ specjalne twierdzenie o nieréwnosciach rézniczko-
wych.



Rozwazmy teraz sytuacje bardziej ztozona niz w twierdzeniu 3. Przypusémy, ze
rozwigzania u i v réwnania (7) spelniaja na zbiorze poczatkowym nastepujace warunki:

u(to, ) = v(tp,x) dla = € A, (11)

u(ty, z) < v(ty,r) dla z € Ey\ A (12)

gdzie Ey = [1g — b, 2o + b], A C Ej jest obszarem i A jest domknigciem zbioru A.

Prace W. Pawelskiego [5], [8], [9] dotycza badania wzajemnego potozenia rozwiazan
w1 v spelniajacych warunki poczatkowe (11), (12). W [5] rozwaza sie réwnanie réznicz-
kwe liniowe z funkcja niewiadoma dwu zmiennych

P(t,x)0z(t,x) + Q(t, x)0p2(t, ) =0

oraz rownanie z funkcja niewiadoma zalezng od (¢, x), gdzie © = (z1,...,2,):
n

Py(t,2)0z(t, x) + Y Pi(t, x) 0,,2(t, x) = R(t, z, 2(t, x)).

i=1

Prace [8], [9] dotycza réwnai nieliniowych. O rozwiazaniach u i v zaktada si¢ miedzy
innymi, ze sa utworzone przez charakterystyki. Podane sa tam warunki wystarczajace
na to, by istnial zbior A C FE taki, ze

u(t,x) =v(t,z) dla (t,x) € A

oraz

u(t,z) <w(t,z) dla (t,z) € E'\ A.

Zbiér A jest utworzony przez rzuty na przestrzen (t,z) charakterystyk potozonych
na rozwiazaniach v i v i przechodzacych przez punkty (to, z,u(tg, 7)), x € A.

Przypus$émy, ze rozwiazania u i v réwnania (7) sa okreslone na piramidzie Haara F
i spetniaja na zbiorze poczatkowym Fj, nastepujace nieréwnosci mieszane

u(to, z) < v(ty,x) dlaz € B, (13)
u(ty, ) = v(tyg,xz) dlaz € A\ B, (14)
u(ty, z) > v(to,x) dlax € Ey \ A, (15)
gdzie A i B sa obszarami zawartymi w Ey i B C A.
W pracach [5], [8] - [10] badane sa wzajemne zwigzki miedzy rozwiazaniami u i

v réwnania (7) spelniajacymi powyzsze relacje poczatkowe. Podane sa tam warunki
wystarczajace na to, by istniaty zbiory A i Ay, Ag C A, otworzone przez rzuty na
przestrzen (¢, x) charakterystyk polozonych na rozwigzaniach u i v i takie, ze

u(t,z) < wv(t,z) dla (t,z) € Ay,
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u(t,r) =v(t,z) dla (t,z) € A\ Ay,
u(t,z) > v(t,z) dla (t,z) € E'\ A.

Szczegolnie interesujacy przypadek otrzymuje sie wtedy, gdy w (13) - (15) zaktadamy,
ze B = A. Prace [9], [10] dotycza takiej sytuacji.
W [7] rozwaza si¢ nadokreslony uktad dwu réwnan rézniczkowych

O z(t,x) = Fi(t,x, 2(t, x), 0,2(t, x)),

O z(t,x) = Fy(t,x, 2(t, x), 0,2(t, x)),

gdzie t = (t1,t3) 1 = jest zmienna jednowymiarowa. Bada sie¢ nieréwnosci miedzy roz-
wiazaniami u i v tego uktadu zaktadajac, ze

u(to, x) > v(ty, z) dla x € [xg — b, x1),
y(to, x) = v(to, x) dla x € [x1, x4],
u(to, x) < v(to,z) dla z € (zq, 29 + 0],
gdzie xg — b < 1 < x5 < xg + b. Istnieje wowczas powierzchnia S C D, gdzie
D={(t,x) eR*: t € (tx —a,ty+a), |x — o] <b— M|t —to}

gdzie a,b, M > 0, 2Ma < b, i taka, ze u(t,x) = v(t,z) dla (t,z) € S i nieréwnosci
poczatkowe przenosza sie na nieréwnosci miedzy rozwiazaniami na D \ S. Badane sa
wtasnoéci krzywych, wzdtuz ktorych powierzchnia S przecina sie z brzegiem 9D zbioru
D.

Prace W. Pawelskiego [5], [7] - [10] naleza do klasycznej teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych pierwszego rzedu. Byly one inspiracja do podjecia badan dotyczacych
nieré6wnosci miedzy rowiazaniami rownan rézniczkowo funkcyjnych typu Volterry

Oz(t,x) = F(t,z,2(t,x), z( - ), 0.2(t, x)).

Roéwnania rézniczkowe z odchylonym argumentem oraz réwnania rézniczkowo catkowe
sa tu podstawowymi przyktadami.

Geometryczna teoria uktadéw stabo sprzezonych

Problematyka nieréwnosci mieszanych zostata w istotny sposob rozwinieta w latach
siedemdziesiatych. Zostata rozszerzona na uktady rownan rézniczkowych typu

Opzi(t,x) = Fi(t,x, 2(t, x), 0 2i(t, ), i=1,...,m, (16)
z warunkami poczatkowymi

z(tg, ) = w(x), v € R™, (17)
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gdzie v = (x1,...,2,), 2 = (21, 2m) 1 Ouzi = (02,2iy- -, 0, 2:), 1 < 1 < m. Jest
to uktad stabo sprzezony w tym sensie, ze rOwnanie rézniczkowe o numerze ¢ zawiera
wektorowg funkcje niewiadoma (21, . .., z,) i pochodne czastkowe tylko jednej funkeji
skalarnej: 0;z;, 0,2;.

Podstawowa role w twierdzeniach o nieréwnosciach mieszanych dla rozwiazan ukta-
du (16) odgrywaja charakterystyki. W pracy [20] podana jest konstrukcja charaktery-
styk dla pewnej klasy uktadéw typu (16).

Konstrukeja charakterystyki dla uktadu (16) przechodzacej przez punkt (¢g, n, 9, 6),
gdzie n € R", ¥ € R™ oraz

0= [9‘7}' 1

_ i—1 Y
=1,...,m,3=1,...n

O = (0i, .., 0m) €R", 1 <i <,

jest oparta na nastepujacej idei. Przypusémy, ze w = (wi,...,wp) @ R — R™ jest
funkcja zmiennych (zy,...,2,) = . Zaktadamy, ze w klasy C? na R" i ¥ = w(n),
O = Oxwi(n), 1 < i < m. Przypusémy, ze

F:<F1,...,Fm) . [to,to—i-@) x R" x R™ x R" — R™
jest funkcja klasy C2. Okreslamy nieskonczony ciag funkcji {2z}, 20 = (17, .. . 2
w nastepujacy sposob:
(1) 2O, 2) = w(z) dla (t,z) € [to, to + a) x R,
(k)

(ii) jesli znamy funkcje 2=V, to 2" jest rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego

duu(t,z) = Fy(t,x, 2¥~V(t, x), Opul(t, x)),

U('[;O,J,‘) = wi(x)v VIS Rn?
gdzie 1 <1 < m.

Zauwazmy, ze w tym uktadzie rownan mamy niezalezne réwnania rézniczkowe. Istnieje
b > 0, takie, ze funkcje z¥), k > 0, istnieja i sa klasy C? na [to, 1o + b) x R" oraz

klim 2Bt x) =3t x), 2= (51,...,%m),

klim 8z (t,x) = 0izi(t, ), klim 8xz§k)(t,x) = 0,2(t,x),

gdzie 1 < @ < m 1 zbiezno$é jest jednostajna na [tg,to + b) x R™. Funkcja Z jest
rozwigzaniem ukladu (16) spelniajacym warunek poczatkowy (17). Dla kazdego 1 <
1 < m rozwazamy uktad charakterystyczny dla réwnania o numerze i. Niech £ =
(&1, ,&n), ¢, A= (A1, ..., \,) beda funkcjami niewiadomymi w tym uktadzie. Ma on
postac

g(t) = —9,F;(S™),
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¢'(t) = Fi(S™) = At) o 9,F5(S™),

N(t) = 0. F(SW) + 0, F,((S™W) 0,2 D(1,€(1)),
gdzie S®) = (¢, &(¢ ) ZE=D (¢t €(#),A(t) 17 o 7 jest iloczynem skalarnym w R™. Niech
Ctk0) = ({ (ki) (ki) )\(k'i)) bedzie charakterystyka przechodzaca przez punkt (Zo, 7, 9;, 0p)).
Otrzymaliémy nieskoficzony ciag charakterystyk {C*}, 1 < ¢ < m. Dla kazdego
1 <7 < m istnieja granice
§0(t) = lim €59(r), ¢V(t) = lim ¢*9(t), AD() = lim AE0 ()
i zbiezno$¢ jest jednostajna na [tg,to + a). Funkcje (§<i>,§<i>,%i>)) spetniaja uklad
rownan rozniczkowych

§'(t) = =0,Fi(),

¢'(t) = Fi(S) = A(t) 0 0,Fi(S)
N(t) = 0. F3(S) + 0, Fi(S) 022(t, £(1))
gdzic S = (t,&(t), 2(t, (1)), A(t)). Tak skonstruowany uklad funkeji (£7,@, X)),
1 <1 < m, zalezy jednak od wyboru funkcji w. Ponadto, funkcje te nie moga by¢ wy-
znaczone z powyzszego ukltadu réwnan rozniczkowych, jesli nie jest znane rozwiazanie
Z wyjsciowego zagadnienia. Potrzebne sa tu dodatkowe ograniczenia dotyczace uktadu
rownan rézniczkowych czastkowych i jego rozwiazan. Sa one nastepujace. Przypusémy,
ze dla rozwiazania Z uktadu stabo sprzezonego spetniony jest warunek

O F1(t,x, 2(t,x), 0,21 (¢, x)) = O, Fs(t, x, Z(t, x), 0. 22(t, x)) =

= aqu(tv z, g(tv CL’), aﬁvgm(t’ [E)),

gdzie (t,x) € [to,to + b) X R™. Oznaczmy przez & = (&1,...,&,) ¢ = (Ciy -5 Gm),
A= [AU} ) ) ;A = (N1, -+, Ai), 1 <@ < m, funkcje niewiadome w ukta-
i=1,..., m,j=1,...,

dzie charakterystycznym dla (16). Otrzymujemy dla nich nastepujacy uklad réwnan
rozniczkowych zwyczajnych:

€ (t) = —0,Fy(P(t))
Gi(t) = F(PY(t)) = Xy (t) 0 9, F,(PY (1)),

(1) = 0. F(PO(1) + 9, F(PU (1)) A(2),

gdzie 1 <i < moraz PO(t) = (t,£(t), (1), A\jy()). Rozwiazania tego uktadu nazywamy
charakterystykaml. Maja one zastosowania w teorii klasycznych rozwiazan dla (16),
(17). Teoria ta ma nastepujace ograniczenia. Oznaczmy przez

f('an)a 5('777)7 :\<'a77>v (18)
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oraz

5‘[2}(7”) = <)\11<7n)775\1n)(777)7 1 <Z<m7

rozwiazanie uktadu charakterystycznego wyznaczone przez warunek poczatkowy

§(to) = n,((to) = w(n), Alto) = Ozw(n), n € R™. (19)
Zaktadamy, ze

OuF (1, €(8,m), C(t,m), Ay (1, m) = D, Fa(8,€(8,m), C(tm), Ay (1))

= 0y P (£, €(t, ), C(t, ), Ay (1))

Ten warunek wystepuje w twierdzeniach o zagadnieniu poczatkowym (16), (17) wyko-
rzystujacych charakterystki.

Na zakonczenie odnotujmy niektére wtasnosci i zastosowania charakterystyk

1. Jesli Z = (Zy, ... Z) jest rozwiazaniem uktadu (16), Z jet klasy C! na piramidzie

Haara E i pochodne 0,z = [8%%. z} spetniaja warunek Lipschitza na E

i=1,..m, j=1,....,n
wzgledem zmiennych przestrzennych, to rozwigzanie Z jest generowane przez charakte-
rystyki w tym sensie, ze dla kazdego punktu (¢, ) istnieje rozwigzanie (, ¢, A) uktadu

charakterystycznego takie, ze £(t) = T oraz
2(t,E(t)) = C(t), D.2(t,£(t)) = A(t) w pewnym otoczeniu £.

2. Zalézmy, ze rozwigzania Z i Z uktadu (16) sa utworzone przez charakterystyki
i rozwiazania ukladu charakterystycznego sa wyznaczone jednoznacznie przez waru-
nek poczatkowy. Jedli istnieje punkt (¢,z) € E taki, ze 2(t,7) = z(¢,7) 1 0,2(¢, %) =
0,Z(t, T), to rozwiazania Z i & maja wspolna charakterystyke przechodzaca przez punkt
(t,7,z(t,x),0,2(t,%)). Na tej wlasnosci charakterystyk opieraja sie twierdzenia o nie-
réwnosciach mieszanych dla uktadéw typu (16).

3. Rozwazmy zagadnienie Cauchyego (16), (17) i rodzine charakterystyk (18) wy-
znaczong przez warunek poczatkowy (19).

Woéwezas, przy naturalnych zalozeniach o danych funkcjach, réwnanie z = £(t,7)
mozna rozwiaza¢ jednoznacznie wzgledem 7. Jesli n = x(¢, x) jest tym rozwiazaniem, to
x jest klasy C i funkcja Z dana wzorem 2(t, z) = ((t, x(t, x)) jest rozwiazaniem zagad-
nienia (16), (17). Ponadto 8,2(t,z) = A(t, x(t,z)). Jest to wiec naturalne rozszerzenie
geometrycznej teorii zaproponowanej przez A. Plisia dla jednego rownania.

Konstrukeja ta upraszcza sie znacznie, gdy rozwazany uktad (16) jest quasiliniowy.
Jest ona opisana w pracy [18].

4. Teoria charakterystyk dla uktadéw réwnan pozwala na dowodzenie twierdzen o
nieréwno$ciach mieszanych miedzy rozwiazaniami tych uktadéw. Zagadnieniom tym sa
poswigcone prace [19], [21].

Aktywnosé naukowa Profesora Wactawa Pawelskiego trwalta ponad trzydziesci lat.
Byt moim nauczycielem od 1965 roku. Profesor zmart w 1980 roku.
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