
O pracach matematycznych Profesora Wacława Pawelskiego

Wacław Pawelski należał do Krakowskiej Szkoły Równań Różniczkowych. W jej
krȩgu tematycznym mieści siȩ cała twórczość naukowa Profesora. Szczególny wpływ
na zainteresowania matematyczne W. Pawelskiego wywarła działalność naukowa Tade-
usza Ważewskiego oraz Jacka Szarskiego. Wacław Pawelski był profesorem Politechniki
Gdańskiej, przez wiele lat kierował Pierwsza̧ Katedra̧ Matematyki. Był także profeso-
rem Wyższej Szkoły Pedagogicznej w Gdańsku.
Dorobek naukowy Wacława Pawelskiego obejmuje ponad dwadzieścia prac opu-

blikowanych w latach 1955 - 1977 w Annales Polonici Mathematici, Commentationes
Mathematicae, Zeszytach Naukowych Politechniki Gdańskiej, Zeszytach Naukowych
Wyższej Szkoły Pedagogicznej w Gdańsku. Problematyka tych prac jest nastȩpuja̧ca:

- istnienie i oszacowanie obszaru istnienia rozwia̧zań zagadnień pocza̧tkowych dla
równań różniczkowych cza̧stkowych pierwszego rzȩdu,

- istnienie i jednoznaczność rozwia̧zań zagadnień różniczkowych hiperbolicznych,

- asymptotyczna stabilność rozwia̧zań równań różniczkowych zwyczajnych,

- nierówności mieszane miȩdzy rozwia̧zaniami równań różniczkowych cza̧stkowych
pierwszego rzȩdu,

- geometryczna teoria układów równań cza̧stkowych słabo sprzȩżonych.

Przybliżymy teraz niektóre rezultaty z poszczególnych grup tematycznych.

Istnienie i oszacowanie obszaru istnienia rozwia̧zań zagadnień
pocza̧tkowych dla równań różniczkowych cza̧stkowych pierwszego rzȩdu

Prace [1], [3] dotycza̧ nastȩpuja̧cego zagadnienia Cauchy’ego:

∂tzi(t, x) +Hi(t, x, z(t, x), ∂xz(t, x)) = 0, i = 1, . . . ,m, (1)

z(t̃, x) = ω(x), x ∈ Rn, (2)

gdzie t = (t1, . . . , tm), x = (x1, . . . , xn) oraz ∂xz = (∂x1z, . . . , ∂xnz). Rozważa siȩ wiȩc
nadokreślony układ równań cza̧stkowych pierwszego rzȩdu. W [1] wykazano, że jeśli
H = (H1, . . . , Hm) i ω sa̧ funkcjami klasy C2 i maja̧ ograniczone pochodne cza̧stkowe
pierwszego i drugiego rzȩdu oraz spełniony jest warunek zgodności, to zagadnienie
pocza̧tkowe (1), (2) ma dokładnie jedno rozwia̧zanie. Podane jest także oszacowanie
dziedziny rozwia̧zania w zależności od stałych ograniczaja̧cych pochodne cza̧stkowe
funkcji danych.
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W pracy [3] rozważa siȩ przypadek, gdy (t, x) oraz z(t, x) sa̧ zepolone i H =
(H1, . . . , Hm) oraz ω sa̧ funkcjami analitycznymi. Wykazano, że problem (1), (2) ma
analityczne rozwia̧zanie. Podano oszacowanie dziedziny rozwia̧zania.
Praca [2] dotyczy równań o zmiennych zespolonych. Rozważane jest zagadnienie

Cauchy’ego
∂tz(t, x) = f(t, x, z(t, x), ∂xz(t, x)), z(t0, x) = ω(x),

gdzie x = (x1, . . . , xn), Wykazano, że jeśli f i ω sa̧ funkcjami analitycznymi, to ist-
nieje dokładnie jedno rozwia̧zanie tego problemu. Podano oszacowanie dziedziny roz-
wia̧zania.
Prace [1] - [3] sa̧ rozwiniȩciem wcześniejszych prac i metod T. Ważewskiego.

Istnienie i jednoznaczność rozwia̧zań równań różniczkowych
hiperbolicznych

Rozważane jest nastȩpuja̧ce zagadnienie Darboux dla quasiliniowego równania hiper-
bolicznego

∂xyu(x, y) = F (x, y, u(x, y)), (3)

u(x, 0) = σ(x) dla x ∈ [0, a], u(0, y) = µ(y) dla y ∈ [0, b]. (4)

W [6] udowodniono nastȩpuja̧ce kryterium jednoznaczności rozwia̧zania problemu (3),
(4).

Twierdzenie 1. Jeśli F : [0, a] × [0, b] × R → R jest funkcja̧ cia̧gła̧ i istnieja̧ stałe
K, C ­ 0, 0 < α < 1 takie, że

|F (x, y, u)− F (x, y, ū)| ¬ K

xy
|u− ū|,

|F (x, y, u)− F (x, y, ū)| ¬ C|u− ū|α

i K(1− α)2 < 1, to zagadnienie (3), (4) ma co najwyżej jedno klasyczne rozwia̧zanie.

Twierdzenie to jest uogólnieniem kryterium Krasnosielskiego - Kreina dotycza̧cego
jednoznaczności rozwia̧zań zagadnień pocza̧tkowych dla równań różniczkowych zwy-
czajnych i łatwo przenosi siȩ na równania wyższych rzȩdów oraz na układy równań
różniczkowych.
Praca [4] dotyczy istnienia i jednoznaczności rozwia̧zań zagadnienia Darboux z

funkcja̧ niewiadoma̧ u zmiennych (x, y, z):

∂xyzu = F (x, y, z, u, ∂xu, ∂yu, ∂zu, ∂xyu, ∂xzu, ∂yzu),

u(0, y, z) = ψ1(y, z), u(x, 0, z) = ψ2(x, z),

u(x, y, 0) = ψ3(x, y),

gdzie x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]. Jest to rozwiniȩcie wcześniejszych rezultatów Z.
Szmydt, J. Kisyńskiego i R. Conti.
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Asymptotyczna stabilność rozwia̧zań równań różniczkowych zwyczajnych

W latach 1969 - 1977 ukazało sȩ kilka prac W. Pawelskiego dotycza̧cych stabilności
rozwia̧zań równań różniczkowych zwyczajnych. Zapocza̧tkowały je prace [11], [16], gdzie
badane były zagadnienia stabilności rozwia̧zań typu y = at równania

y′(t) = F
(y(t)
t

)
. (5)

Przypuśćmy, że F : (a − u0, a + u0) → R jest cia̧gła, F (a) = a oraz F (u) < a dla
u ∈ (a, a + u0), F (u) > a dla u ∈ (a − u0, a). Wówczas rozwia̧zania równania (5)
położone w zbiorze

Da = {(t, x) : t ∈ (0,+∞), (a− u0)t < x < (a+ u0)t}

zbliżaja̧ siȩ do rozwia̧zania y = at przy t → +∞ w sensie stabilności Lapunowa.
Wyróżnia siȩ przy tym dwa sposoby zbliżania siȩ krzywych całkowych równania (5) do
prostej y = at:

(i) wszystkie krzywe całkowe równania (5) położone w Da da̧ża̧ asymptotycznie przy
t→ +∞ do prostej y = at,

(ii) każda krzywa całkowa zbliża siȩ do prostej y = at przy t→ +∞ i ma asymptotȩ
y = at+ b, b 6= 0, przy czym różne krzywe maja̧ różne asymptoty.

Jeśli, prócz założeń wyżej wymienionych, funkcja F spełnia warunek: dla każdego b 6= 0
istnieje granica

lim
t→+∞
y→b

[
F
( a+ yt−1
1− ayt−1

)
− a
]

i dla pewnego b jest ona różna od zera, to prosta y = at jest asymptota̧ (przy t→ +∞)
dla wszystkich rozwia̧zań równania (5) położonych w Da.
Nastȩpne prace z tego zakresu dotycza̧ badania stabilności asymptotycznej jedno-

stajnej wzglȩdem warunków pocza̧tkowych. Rozwia̧zanie y(t) = 0, t ­ a, równania
różniczkowego

y′(t) = F (t, y(t)) (6)

jest asymptotycznie stabilne jednostajnie wzglȩdem warunków pocza̧tkowych na zbio-
rze D = [a,+∞)× [−b, b] ⊂ R2 jeśli

1) rozwia̧zanie to jest stabilne,

2) dla każdego ε > 0 istnieje A > 0 zależne tylko od ε i takie, że jeśli ϕ jest
rozwia̧zaniem (6) wychodza̧cym z odcinka

K = {(t, x); t = t0, x ∈ [−x0, x0]}

gdzie t0 ­ a, x0 < b, to |ϕ(t)| < ε dla t > t0 + A.
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W pracy [16] wykazano, że przy poprzednio wymienionych założeniach, asympto-
tyczna stabilność rozwia̧zań równania (5) nie jest jednostajna wzglȩdem warunków
pocza̧tkowych.
W [13] i [22] podane sa̧ warunki wystarczaja̧ce na to, by rozwia̧zanie zerowe równa-

nia (6) było stabilne asymptotycznie jednostajnie wzglȩdem warunków pocza̧tkowych.
Niektóre z tych wyników sa̧ uogólnione w [23] na układy równań różniczkowych typu
(6). Przypuśćmy, że w (6) mamy y = (y1, . . . , yn), F = (F1, . . . , Fn) oraz

a) F jest cia̧gła na ∆a×Dα, gdzie ∆a = [a,+∞), Dα = {x ∈ Rn : ‖x‖ < α} i ‖ · ‖
jest norma̧ w Rn,

b) F (t, 0[n]) = 0[n] dla t ∈ ∆a, 0[n] = (0, . . . , 0) ∈ Rn, oraz 〈x, F (t, x)〉 ¬ 0 na
∆a ×Dα gdzie 〈 , 〉 jest iloczynem skalarnym w Rn,

c) dla każdego x̄ ∈ Dα, x̄ 6= 0[n], mamy

lim sup
t→+∞
x→x̄

〈x, F (t, x)〉 = δ(x̄), δ(x̄) < 0,

d) spełniona jes nierówność

〈x, F (t+ h, x)〉 ¬ 〈x, F (t, x)〉, (t, x) ∈ ∆a ×Dα, h > 0.

Wówczas rozwia̧zanie zerowe układu (6) jest asymptotycznie stabilne jedostajnie wzglȩdem
warunków pocza̧tkowych.
Do badania stabilności rozwia̧zań stosuje siȩ w tych pracach metody nierówności

różniczkowych. Rozszerzenie niektórych z powyższych rezultatów na równania różnicz-
kowo funkcyjne znajduje siȩ w pracach S. Zacharka.

Równania i nierówności o pochodnych cza̧stkowych pierwszego rzȩdu

Głównym kierunkiem badań prowadzonych przez Wacława Pawelskiego w latach
1962 - 1973 były nierówności mieszane dla równań cza̧stkowych pierwszego rzȩdu

∂tz(t, x) = F (t, x, z(t, x), ∂xz(t, x)), (7)

gdzie x = (x1, . . . , xn), ∂xz = (∂x1z, . . . , ∂xnz).
Zapocza̧tkowana przez A. Haara i M. Nagumo teoria nierówności różniczkowych o

pochodnych cza̧stkowych pierwszego rzȩdu została w istotny sposób rozwiniȩta w dru-
giej połowie lat czterdziestych i w latach piȩćdziesia̧tych. Obok prac J. Sawarienskiego i
G. Żdanowa dotycza̧cych metod Chaplygina, wymienić tu należy niezwykle ważne wy-
niki J. Szarskiego zawarte w pracach opublikowanych w Annales Polonici Mathematici
oraz w znanej monografii Differential Inequalities.
Jednym z istotnych rezultatów tej teorii jest nastȩpuja̧cy wynik.
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Twierdzenie 2. Załóżmy, że

1) funkcja rzeczywista F zmiennych (t, x, p, q), x = (x1, . . . , xn), q = (q1, . . . , qn),
jest cia̧gła dla (t, x) ∈ E, p ∈ R, q ∈ Rn, gdzie

E = {(t, x) : t ∈ [t0, t0 + a), −b+M(t− t0) ¬ x− x0 ¬ b−M(t− t0)}

oraz b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, M = (M1, . . .Mn) ∈ Rn+, R+ = [0,+∞), Ma < b
i nierówności dla wektorów oznaczaja̧ analogiczne nierówności dla odpowiednich
współrzȩdnych,

2) istnieje funkcja σ : [0, a)× R+ → R+ taka, że spełnione jest oszacowanie

|F (t, x, p, q)− F (t, x, p̃, q̃)| ¬ σ(t− t0, |p− p̃|) +
n∑
i=1

Mi|qi − q̃i|

oraz

(i) σ jest cia̧gła i σ(t, 0) = 0 dla t ∈ [0, a),
(ii) jedynym rozwia̧zaniem zagadnienia Cauchy’ego

ω′(t) = σ(t, ω(t)), ω(0) = 0,

jest ω̃(t) = 0 dla t ∈ [0, a),

3) u, v : E → R maja̧ pochodne cza̧stkowe na E i sa̧ różniczkowalne na ∂E∩((t0, t0+
a)× Rn), gdzie ∂E jest brzegiem zbioru E,

4) spełnione sa̧ nierówności różniczkowe

∂tu(t, x) ¬ F (t, x, u(t, x), ∂xu(t, x))

oraz
∂tv(t, x) ­ F (t, x, v(t, x), ∂xv(t, x))

gdzie t0 < t < t0 + a, (t, x) ∈ E, oraz prawdziwa jest nierówność pocza̧tkowa

u(t0, x) ¬ v(t0, x), x ∈ [x0 − b, x0 + b].

Przy tych założeniach mamy

u(t, x) ¬ v(t, x) dla (t, x) ∈ E. (8)
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Zbiór E nazywamy piramida̧ Haara. Jest to naturalna dziedzina rozwia̧zań nielinio-
wych równań cza̧stkowych pierwszego rzȩdu z warunkiem pocza̧tkowym podanym na
[x0 − b, x0 + b].
Twierdzenie to zastosowane do rozwia̧zań u i v równania różniczkowego (7) orzeka,

że rozwia̧zania sa̧ monotoniczne wzglȩdem warunków pocza̧tkowych.
Interesuja̧cy i ważny przypadek monotoniczności rozwia̧zań równania (7) wzglȩdem

warunków pocza̧tkowych badany był przez J. Szarskiego. Rozważane było nastȩpuja̧ce
zadanie: należy podać warunki wystarczaja̧ce na to, by nierówność pocza̧tkowa

u(t0, x) < v(t0, x) gdzie − b ¬ x− x0 ¬ b (9)

dla rozwia̧zań u i v równanie (7) implikowała nierówność

u(x, y) < v(x, y) dla (x, y) ∈ E, (10)

gdzie E jest piramida̧ Haara. Odpowiedź na to pytanie jest podana w nastȩpuja̧cym
twierdzeniu.

Twierdzenie 3. Załóżmy, że

1) funkcja F : E ×R×Rn → R zmiennych (t, x, p, q) jest cia̧gła i istnieja̧ pochodne

∂xF = (∂x1F, . . . , ∂xnF ), ∂pF, ∂qF = (∂q1F, . . . , ∂qnF ),

i ∂xF, ∂q ∈ C(E × R× Rn,Rn), ∂p ∈ C(E × R× Rn,R),

2) pochodne ∂xF , ∂pF , ∂qF spełniaja̧ na E ×R×Rn warunek Lipschitza wzglȩdem
(x, p, q) oraz (

|∂q1F (P )|, . . . , ∂qnF (P )|
)
¬M

gdzie P = (t, x, p, q) ∈ E × R× Rn,

3) u i v sa̧ klasycznymi rozwia̧zaniami na E równania różniczkowego (7) i sa̧ one
różniczkowalne na ∂E ∩ ((t0, t0 + a)× Rn),

4) rozwia̧zania u i v sa̧ utworzone przez charakterystyki i spełniona jest nierówność
pocza̧tkowa (9).

Przy tych założeniach prawdziwa jest nierówność (10).

Teoria charakterystyk odgrywa ważna̧ rolȩ w dowodzie tego twierdzenia. Istotne
uogólnienie tego wyniku podał w latach siedemdziesia̧tych P. Besala. Dotyczy ono
zmniejszenia wymagań o regularności funkcji F i regularności rozwia̧zań u, v równania
(7). Wykorzystuje siȩ wtedy dość specjalne twierdzenie o nierównościach różniczko-
wych.
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Rozważmy teraz sytuacjȩ bardziej złożona̧ niż w twierdzeniu 3. Przypuśćmy, że
rozwia̧zania u i v równania (7) spełniaja̧ na zbiorze pocza̧tkowym nastȩpuja̧ce warunki:

u(t0, x) = v(t0, x) dla x ∈ A, (11)

u(t0, x) < v(t0, x) dla x ∈ E0 \ A (12)

gdzie E0 = [x0 − b, x0 + b], A ⊂ E0 jest obszarem i A jest domkniȩciem zbioru A.
Prace W. Pawelskiego [5], [8], [9] dotycza̧ badania wzajemnego położenia rozwia̧zań

u i v spełniaja̧cych warunki pocza̧tkowe (11), (12). W [5] rozważa siȩ równanie różnicz-
kwe liniowe z funkcja̧ niewiadoma̧ dwu zmiennych

P (t, x)∂tz(t, x) +Q(t, x)∂xz(t, x) = 0

oraz równanie z funkcja̧ niewiadoma̧ zależna̧ od (t, x), gdzie x = (x1, . . . , xn):

P0(t, x)∂tz(t, x) +
n∑
i=1

Pi(t, x) ∂xiz(t, x) = R(t, x, z(t, x)).

Prace [8], [9] dotycza̧ równań nieliniowych. O rozwia̧zaniach u i v zakłada siȩ miȩdzy
innymi, że sa̧ utworzone przez charakterystyki. Podane sa̧ tam warunki wystarczaja̧ce
na to, by istniał zbiór ∆ ⊂ E taki, że

u(t, x) = v(t, x) dla (t, x) ∈ ∆

oraz
u(t, x) < v(t, x) dla (t, x) ∈ E \∆.

Zbiór ∆ jest utworzony przez rzuty na przestrzeń (t, x) charakterystyk położonych
na rozwia̧zaniach u i v i przechodza̧cych przez punkty (t0, x, u(t0, x)), x ∈ A.
Przypuśćmy, że rozwia̧zania u i v równania (7) sa̧ określone na piramidzie Haara E

i spełniaja̧ na zbiorze pocza̧tkowym E0 nastȩpuja̧ce nierówności mieszane

u(t0, x) < v(t0, x) dla x ∈ B, (13)

u(t0, x) = v(t0, x) dla x ∈ A \B, (14)

u(t0, x) > v(t0, x) dla x ∈ E0 \ A, (15)

gdzie A i B sa̧ obszarami zawartymi w E0 i B ⊂ A.
W pracach [5], [8] - [10] badane sa̧ wzajemne zwia̧zki miȩdzy rozwia̧zaniami u i

v równania (7) spełniaja̧cymi powyższe relacje pocza̧tkowe. Podane sa̧ tam warunki
wystarczaja̧ce na to, by istniały zbiory ∆ i ∆0, ∆0 ⊂ ∆, otworzone przez rzuty na
przestrzeń (t, x) charakterystyk położonych na rozwia̧zaniach u i v i takie, że

u(t, x) < v(t, x) dla (t, x) ∈ ∆0,
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u(t, x) = v(t, x) dla (t, x) ∈ ∆ \∆0,
u(t, x) > v(t, x) dla (t, x) ∈ E \∆.

Szczególnie interesuja̧cy przypadek otrzymuje siȩ wtedy, gdy w (13) - (15) zakładamy,
że B = A. Prace [9], [10] dotycza̧ takiej sytuacji.
W [7] rozważa siȩ nadokreślony układ dwu równań różniczkowych

∂t1z(t, x) = F1(t, x, z(t, x), ∂xz(t, x)),

∂t2z(t, x) = F2(t, x, z(t, x), ∂xz(t, x)),

gdzie t = (t1, t2) i x jest zmienna̧ jednowymiarowa̧. Bada siȩ nierówności miȩdzy roz-
wia̧zaniami u i v tego układu zakładaja̧c, że

u(t0, x) > v(t0, x) dla x ∈ [x0 − b, x1),

y(t0, x) = v(t0, x) dla x ∈ [x1, x2],
u(t0, x) < v(t0, x) dla x ∈ (x2, x0 + b],

gdzie x0 − b < x1 ¬ x2 < x0 + b. Istnieje wówczas powierzchnia S ⊂ D, gdzie

D = {(t, x) ∈ R3 : t ∈ (t0 − a, t0 + a), |x− x0| ¬ b−M‖t− t0‖}

gdzie a, b,M > 0, 2Ma < b, i taka, że u(t, x) = v(t, x) dla (t, x) ∈ S i nierówności
pocza̧tkowe przenosza̧ siȩ na nierówności miȩdzy rozwia̧zaniami na D \ S. Badane sa̧
własności krzywych, wzdłuż których powierzchnia S przecina siȩ z brzegiem ∂D zbioru
D.
Prace W. Pawelskiego [5], [7] - [10] należa̧ do klasycznej teorii równań różniczkowych

cza̧stkowych pierwszego rzȩdu. Byly one inspiracja̧ do podjȩcia badań dotycza̧cych
nierówności miȩdzy rowia̧zaniami równań różniczkowo funkcyjnych typu Volterry

∂tz(t, x) = F (t, x, z(t, x), z( · ), ∂xz(t, x)).

Równania różniczkowe z odchylonym argumentem oraz równania różniczkowo całkowe
sa̧ tu podstawowymi przykładami.

Geometryczna teoria układów słabo sprzȩżonych

Problematyka nierówności mieszanych została w istotny sposób rozwiniȩta w latach
siedemdziesia̧tych. Została rozszerzona na układy równań różniczkowych typu

∂tzi(t, x) = Fi(t, x, z(t, x), ∂xzi(t, x)), i = 1, . . . ,m, (16)

z warunkami pocza̧tkowymi

z(t0, x) = ω(x), x ∈ Rn, (17)
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gdzie x = (x1, . . . , xn), z = (z1, . . . , zm) i ∂xzi = (∂x1zi, . . . , ∂xnzi), 1 ¬ i ¬ m. Jest
to układ słabo sprzȩżony w tym sensie, że równanie różniczkowe o numerze i zawiera
wektorowa̧ funkcjȩ niewiadoma̧ (z1, . . . , zm) i pochodne cza̧stkowe tylko jednej funkcji
skalarnej: ∂tzi, ∂xzi.
Podstawowa̧ rolȩ w twierdzeniach o nierównościach mieszanych dla rozwia̧zań ukła-

du (16) odgrywaja̧ charakterystyki. W pracy [20] podana jest konstrukcja charaktery-
styk dla pewnej klasy układów typu (16).
Konstrukcja charakterystyki dla układu (16) przechodza̧cej przez punkt (t0, η, ϑ, θ),

gdzie η ∈ Rn, ϑ ∈ Rm oraz

θ =
[
θij
]
i=1,...,m,j=1,...n

, θ[i] = (θi1, . . . , θin) ∈ Rn, 1 ¬ i ¬ m,

jest oparta na nastȩpuja̧cej idei. Przypuśćmy, że ω = (ω1, . . . , ωm) : Rn → Rm jest
funkcja̧ zmiennych (x1, . . . , xn) = x. Zakładamy, że ω klasy C2 na Rn i ϑ = ω(η),
θ[i] = ∂xωi(η), 1 ¬ i ¬ m. Przypuśćmy, że

F = (F1, . . . , Fm) : [t0, t0 + a)× Rn × Rm × Rn → Rm

jest funkcja̧ klasy C2. Określamy nieskończony cia̧g funkcji {z(k)}, z(k) = (z(k)1 , . . . , z(k)m ),
w nastȩpuja̧cy sposób:

(i) z(0)(t, x) = ω(x) dla (t, x) ∈ [t0, t0 + a)× Rn,

(ii) jeśli znamy funkcjȩ z(k−1), to z(k)i jest rozwia̧zaniem zagadnienia Cauchy’ego

∂tu(t, x) = Fi(t, x, z(k−1)(t, x), ∂xu(t, x)),

u(t0, x) = ωi(x), x ∈ Rn,

gdzie 1 ¬ i ¬ m.

Zauważmy, że w tym układzie równań mamy niezależne równania różniczkowe. Istnieje
b > 0, takie, że funkcje z(k), k ­ 0, istnieja̧ i sa̧ klasy C2 na [t0, t0 + b)× Rn oraz

lim
k→∞

z(k)(t, x) = z̃(t, x), z̃ = (z̃1, . . . , z̃m),

lim
k→∞

∂tz
(k)
i (t, x) = ∂tz̃i(t, x), lim

k→∞
∂xz
(k)
i (t, x) = ∂xz̃(t, x),

gdzie 1 ¬ i ¬ m i zbieżność jest jednostajna na [t0, t0 + b) × Rn. Funkcja z̃ jest
rozwia̧zaniem układu (16) spełniaja̧cym warunek pocza̧tkowy (17). Dla każdego 1 ¬
i ¬ m rozważamy układ charakterystyczny dla równania o numerze i. Niech ξ =
(ξ1, . . . , ξn), ζ, λ = (λ1, . . . , λn) bȩda̧ funkcjami niewiadomymi w tym układzie. Ma on
postać

ξ′(t) = −∂qFi(S(k)),
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ζ ′(t) = Fi(S(k))− λ(t) ◦ ∂qFi(S(k)),

λ′(t) = ∂xFi(S(k)) + ∂pFi((S(k)) ∂xz(k−1)(t, ξ(t)),

gdzie S(k) = (t, ξ(t), z(k−1)(t, ξ(t)), λ(t)) i ” ◦ ” jest iloczynem skalarnym w Rn. Niech
C(k.i) =

(
ξ̃(k.i), ζ̃(k.i), λ̃(k.i)

)
bȩdzie charakterystyka̧ przechodza̧ca̧ przez punkt (t0, η, ϑi, θ[i]).

Otrzymaliśmy nieskończony cia̧g charakterystyk {Ck.i}, 1 ¬ i ¬ m. Dla każdego
1 ¬ i ¬ m istnieja̧ granice

ξ̃(i)(t) = lim
k→∞

ξ̃(k.i)(t), ζ̃(i)(t) = lim
k→∞

ζ̃(k.i)(t), λ̃(i)(t) = lim
k→∞

λ̃(k.i)(t)

i zbieżność jest jednostajna na [t0, t0 + a). Funkcje
(
ξ̃(i), ζ̃(i), λ̃(i))

)
spełniaja̧ układ

równań różniczkowych
ξ′(t) = −∂qFi(S),

ζ ′(t) = Fi(S)− λ(t) ◦ ∂qFi(S)

λ′(t) = ∂xFi(S) + ∂pFi(S) ∂xz̃(t, ξ(t))

gdzie S = (t, ξ(t), z̃(t, ξ(t)), λ(t)). Tak skonstruowany układ funkcji
(
ξ̃(i), ζ̃(i), λ̃(i))

)
,

1 ¬ i ¬ m, zależy jednak od wyboru funkcji ω. Ponadto, funkcje te nie moga̧ być wy-
znaczone z powyższego układu równań różniczkowych, jeśli nie jest znane rozwia̧zanie
z̃ wyjściowego zagadnienia. Potrzebne sa̧ tu dodatkowe ograniczenia dotycza̧ce układu
równań różniczkowych cza̧stkowych i jego rozwia̧zań. Sa̧ one nastȩpuja̧ce. Przypuśćmy,
że dla rozwia̧zania z̃ układu słabo sprzȩżonego spełniony jest warunek

∂qF1(t, x, z̃(t, x), ∂xz̃1(t, x)) = ∂qF2(t, x, z̃(t, x), ∂xz̃2(t, x)) = . . .

= ∂qFm(t, x, z̃(t, x), ∂xz̃m(t, x)),

gdzie (t, x) ∈ [t0, t0 + b) × Rn. Oznaczmy przez ξ = (ξ1, . . . , ξn) ζ = (ζ1, . . . , ζm),
λ =

[
λij
]
i=1,...,m, j=1,...,n

, λ[i] = (λi1, . . . , λin), 1 ¬ i ¬ m, funkcje niewiadome w ukła-

dzie charakterystycznym dla (16). Otrzymujemy dla nich nastȩpuja̧cy układ równań
różniczkowych zwyczajnych:

ξ′(t) = −∂qFi(P (i)(t))

ζ ′i(t) = Fi(P
(i)(t))− λ[i](t) ◦ ∂qFi(P (i)(t)),

λ′[i](t) = ∂xFi(P
(i)(t)) + ∂pFi(P (i)(t))λ(t),

gdzie 1 ¬ i ¬ m oraz P (i)(t) = (t, ξ(t), ζ(t), λ[i](t)). Rozwia̧zania tego układu nazywamy
charakterystykami. Maja̧ one zastosowania w teorii klasycznych rozwia̧zań dla (16),
(17). Teoria ta ma nastȩpuja̧ce ograniczenia. Oznaczmy przez

ξ̃( · , η), ζ̃( · , η), λ̃( · , η), (18)
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oraz
λ̃[i]( · , η) = (λ̃i1( · , η), . . . , λ̃in)( · , η), 1 ¬ i ¬ m,

rozwia̧zanie układu charakterystycznego wyznaczone przez warunek pocza̧tkowy

ξ(t0) = η, ζ(t0) = ω(η), λ(t0) = ∂xω(η), η ∈ Rn. (19)

Zakładamy, że

∂qF1
(
t, ξ̃(t, η), ζ̃(t, η), λ̃[1](t, η)

)
= ∂qF2

(
t, ξ̃(t, η), ζ̃(t, η), λ̃[2](t, η)

)
= ∂qFm

(
t, ξ̃(t, η), ζ̃(t, η), λ̃[m](t, η)

)
.

Ten warunek wystȩpuje w twierdzeniach o zagadnieniu pocza̧tkowym (16), (17) wyko-
rzystuja̧cych charakterystki.
Na zakończenie odnotujmy niektóre własności i zastosowania charakterystyk
1. Jeśli z̃ = (z̃1, . . . z̃m) jest rozwia̧zaniem układu (16), z̃ jet klasy C1 na piramidzie

Haara E i pochodne ∂xz̃ =
[
∂xixj z̃

]
i=1,...m, j=1,...,n

spełniaja̧ warunek Lipschitza na E
wzglȩdem zmiennych przestrzennych, to rozwia̧zanie z̃ jest generowane przez charakte-
rystyki w tym sensie, że dla każdego punktu (t̃, x̃) istnieje rozwia̧zanie (ξ̄, ζ̄, λ̄) układu
charakterystycznego takie, że ξ̄(t̃) = x̃ oraz

z̃(t, ξ̃(t)) = ζ̃(t), ∂xz̃(t, ξ̃(t)) = λ̃(t) w pewnym otoczeniu t̄.

2. Załóżmy, że rozwia̧zania z̃ i z̄ układu (16) sa̧ utworzone przez charakterystyki
i rozwia̧zania układu charakterystycznego sa̧ wyznaczone jednoznacznie przez waru-
nek pocza̧tkowy. Jeśli istnieje punkt (t̄, x̄) ∈ E taki, że z̃(t̄, x̄) = z̄(t̄, x̄) i ∂xz̃(t̄, x̄) =
∂xz̄(t̄, x̄), to rozwia̧zania z̃ i ũ maja̧ wspólna̧ charakterystykȩ przechodza̧ca̧ przez punkt
(t̄, x̄, z̄(t̄, x̄), ∂xz̄(t̄, x̄)). Na tej własności charakterystyk opieraja̧ siȩ twierdzenia o nie-
równościach mieszanych dla układów typu (16).
3. Rozważmy zagadnienie Cauchyego (16), (17) i rodzinȩ charakterystyk (18) wy-

znaczona̧ przez warunek pocza̧tkowy (19).
Wówczas, przy naturalnych założeniach o danych funkcjach, równanie x = ξ̃(t, η)

można rozwia̧zać jednoznacznie wzglȩdem η. Jeśli η = χ(t, x) jest tym rozwia̧zaniem, to
χ jest klasy C1 i funkcja z̃ dana wzorem z̃(t, x) = ζ̃(t, χ(t, x)) jest rozwia̧zaniem zagad-
nienia (16), (17). Ponadto ∂xz̃(t, x) = λ̃(t, χ(t, x)). Jest to wiȩc naturalne rozszerzenie
geometrycznej teorii zaproponowanej przez A. Plisia dla jednego równania.
Konstrukcja ta upraszcza siȩ znacznie, gdy rozważany układ (16) jest quasiliniowy.

Jest ona opisana w pracy [18].
4. Teoria charakterystyk dla układów równań pozwala na dowodzenie twierdzeń o

nierównościach mieszanych miȩdzy rozwia̧zaniami tych układów. Zagadnieniom tym sa̧
poświȩcone prace [19], [21].

Aktywność naukowa Profesora Wacława Pawelskiego trwała ponad trzydzieści lat.
Był moim nauczycielem od 1965 roku. Profesor zmarł w 1980 roku.
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lit. Gd., Matematyka IX, 1974, 31 - 44, współautor Z. Kamont.
[20] On the characteristics for a system of partial differential equations of the first

order in a special case, Ann. Polon. Math. 29, 1974, 215 - 228, współautor Z. Kamont.
[21] O nierównościach mieszanych zachodza̧cych miȩdzy rozwia̧zaniami układu quasi
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Matematyka X, 1976, 19 - 46.
[22] On a special case of asymptotic stability in a uniform manner with respect to

initial conditions, Comm. Math. 19, 1976, 81 - 84, współautor Z. Kamont.
[23] On a certain case of asymptotic stability of the solution y = 0 of a system of

ordinary differential equations y′ = F (x, y), Comm. Math. 20, 1977, 87 - 97, współau-
torzy: Z. Kamont, S. Zacharek.

Spis nie obejmuje wydawnictw o charakterze dydaktycznym.

Zdzisław Kamont

Gdańsk, 1 lutego 2012 r.

13


