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Wykfad 1.

Definicja 1.1

Dziatanie dwuargumentowe d : X x X — X nazywamy tacznym, o ile:

Vabecex d(a,d(b,c)) = d(d(a, b), c).

Przyktad 1.2

Niech X = N, d— dowolne +,

Viruuen v+ (u2 + uz) = (u1 + w2) + us.

Definicja 1.3

(G, e, 0) nazywamy grupa, o ile:

® Vopceg (a0b)oc=ao(boc) - tacznosé
@ decg Vacg €0 a = aoe = a- element neutralny

@ Yicc dpeg a0 b= boa= e - element odwrotny

™7 mid — = Ep—
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Przyktad 1.4

Liczby rzeczywiste R i wymierne QQ s przyktadami grup
(R7 07 +)’ (Q? 07 +)'

Definicja 1.5
(G, 0) jest pétgrupa, o ile dziatanie o jest taczne.
(Jest pétgrupa z jedynka, o ile istnieje element e € G taki, ze

goe=eog=g).
Np. N ze wzgledu na mnozenie (N, 1,-).

Definicja 1.6

Grupa (G, e, o) jest abelowa (przemienna), o ile:

VabeG a0ob=boa.
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Definicja 1.7
Pierécieniem (R, +, -, 0, €) nazywamy zbiér R z elementami neutralnymi
0, e € R oraz z dziataniami:

e +:RxR—R

e :RxR—R

spetniajacy warunki:

e (R,0,+) jest grupa abelowa

e (R,e,-) jest pétgrupa.
Ponadto V,pccr a-(b+c)=a-b+a-c
oraz (b+c)-a=b-a+c-a.
Jezeli mnozenie jest przemienne tzn. a- b= b - a, to pierScien R nazywamy
przemiennym.
Pierscien nazywamy pierscieniem z jedynka, jezeli istnieje element
neutralny mnozenia, tzn. 31cgVocp a-1=1-a= a.
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Przyktad 1.8

e (Z,1,0,-,4)

e C[0,1] - pierscien funkcji ciagtych na odcinku [0, 1].
Vrgecpa (F +8)(x) = f(x) + &(x), (f - g)(x) = f(x) - g(x)
Vi f(x) =1, Vi f(x)=0
Cl[0,1] ={f :[0,1] = R | f ciagta}

Definicja 1.9

Ciatem nazywamy pierscien przemienny z jedynka, gdzie 0 # 1
i taki, ze V,cp (o} istnieje x ! € R\ {0}.
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Przyktad

o R, Q,
e {0,1}
4+ 101 01
0101 0[0]|O0 } tabelka modulo
1/1]0 10
e Z3=1{0,1,2}
+10(1]2 *10([1]2
0|0|1]|2 0[0|0]|O
1(1(2|0 1/0|1(2
212|101 21021
Jest to ciato.
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Przyktad c.d.

o Z4={0,1,2,3}
+(0|1]|2]3 *10|11(2]3
0/0|1]2]|3 0/0|0|0]O
171(2(3]|0 1101123
212|301 2101202
313[{0(1]|2 3/0(3|2]1
To nie jest ciato, a tylko pierscien (dla elementu 2 nie istnieje element
odwrotny).
e Z,=140,1,--- ,n— 1} z dziataniami: dodawanie i mnozenie modulu
n.

Jezeli n-pierwsze, to Z, ciato.
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Definicja 1.10
Struktura algebraiczng nazywamy zbiér X z dziataniami:

kit XM — X, i=1,2,...,1.

Podstruktura algebraiczna struktury (X, ki, ka, - - - , k;) nazywamy podzbiér
Y C X taki, ze:

V,‘ k/iyni—> Y.

Przyktad 1.11

Z= {Z7 1707 ) +}
27, nie jest podpierécieniem, ale jest podgrupa ze wzgledu na dodawanie.

Strukture algebraiczna z dziataniem + nazywamy strukturg addytywna,
natomiast strukture z dziataniem - nazywamy strukturg multiplikatywna.
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Wykfad 2.

Uwagi wstepne

NczZcQcRcC

C=RxR T In(2)
x>2+1=0
x? = -1 @ (@)
i=v-1=
2
=it=-1 a Refz)
1
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Definicja 2.1
Zbiér C = R x R wraz z dziataniami:

e (a,b)®(c,d)=(a+c,b+d)

e (a,b) ®(c,d) = (ac — bd, ad + bc)
nazywamy zbiorem liczb zespolonych. W tym zbiorze réwnanie x> +1 =10
ma rozwiazanie.

Definicja 2.2

Dowolna liczbe zespolong z € C zapisujemy w postaci

z=a-+ bi,

gdzie a,b € R,
a - czg$¢ rzeczywista liczby zespolonej z - R(z) (lub Re(z))
b - cze$¢ urojona liczby zespolonej z - 3(z) (lub Im(z))
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Stwierdzenie 2.3
Zbiér liczb zespolonych z dziataniami @, ® jest ciatem.

Zauwazmy, ze:

(a,b) +(0,0) = (a, b) = O—( ,0)

(a,0)-(1,0) = (a,b) = 1= (1,0)

Poza tym:

(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —(1,0),

czyli (0,1)? = —1. Zauwazmy ponadto, ze dziatania w C s3 zwyktymi
dziataniami na wielomianach stopnia jeden ze zmienng i, gdzie i> = —1.
Zatem wszystkie aksjomaty ciata, poza istnieniem elementu odwrotnego,
wynikaja wprost z definicji oraz z wiasnosci dodawania i mnozenia
wielomiandw.

Sprawdzmy zatem, czy ajb,. e C?

1 _ _a—bi__ a-bi _ 2
Tak, oip = wopp = 7407 = 74w + a2+b2’ €C, a®+b*#0.
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Definicja 2.4

Sprzezeniem liczby zespolonej nazywamy funkcje C — C zdefiniowana
wzorem a + bi = a — bi.

Whtasnosci sprzezenia
o VI’ER r=r
QO Vinccznt=71+2

QO VineccZizz=z1 22
0 VZE(C ; =Z
o vzE(C zz = |Z|2

Definicja 2.5
Modutem liczby zespolonej z = a + bi nazywamy liczbe rzeczywista

|z| = Va2 + b2
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Definicja 2.6

Zapis liczby zespolonej z # 0 w postaci z = |z|(cosa + isinat) nazywamy
postacig trygonometryczng liczby liczby z. Kat a (kat miedzy osig Ox, a
prosta taczaca 0 z liczbg z w kierunku przeciwnym do wskazéwek zegara)
nazywamy argumentem liczby z.

Uwaga
Im z
N 0
QW= = z=a+ bi
a=|z|cosa
- b
S|noz:H:> ]z\

b= |z|sin«a

Re z

______________________________________/
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Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych

@ z12p = |z1](cos aq + isinai)|z|(cosan + isinay) =
|z1||z2|(cos g cos ap + i cos ag sin aip+
isinaj cosap — sinag sinap) =
|z1]| 22| ((cos a cos ap — sin @y sin ap) + i(cos oy sin ap +

sina cos ap)) = |z1]|z2|( cos(an + a2) + isin(aq + a2))
°o 1= |17|(cos(—a) + isin(—a)) = ﬁ(cosa —isina),
Rzeczywiscie tak jest, bo:

z-1=|z|[(cosa +isin a)ﬁ(cos(—a) + isin(—a)) =
]z|é(cos(a —a)+isin(a —a)) =cos0+ isin0 =1

° L=12z- 2—12 = |z1|(cos g + isin al)z%(cos(—ag) + isin(—a)) =
%(cos(al — ag) +isin(a; — az))
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Przyktady

° i—cos%+isin%
H—l
2—-_1
:(_1)2:

:(cos%+isin%)4:cos47”+isin47”:cos27r+isin27rzl

@ i=coss +ising
11

B —l(cos2—lsm2) —i

1_ i i

H A

@ i=cosZ +ising

1_ T _ s

7_(-:0512 isin %

1= 7:(cosz—|—15| (cos§ —isinf) =

2)
cos 5 +isin 5 )(cos(—5)+isin(—5)) = cos(5 —F)+isin(5—5) =
cosO—l—sm0—1—|—0:1
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Wzér de Moivre'a

Niech z = |z|(cos @ + i sin ). Wtedy:
Voen 2" = |z|"(cos na + isin na)
Dowdd indukeyjny.

Dla n = 1 oczywiste.
Krok indukcyjny n — (n+ 1).

(|z|(cos a4 isin a)n+1 = (Jz|(cosa + isin))” - |z|(cos a + isina) =

= |z|"(cos nav + isin nay) - |z|(cos a + isin @) =
= |z|™(cos(n + 1)a + isin(n + 1)a)
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Uwaga

Wzér de Moivre'a prawdziwy jest takze dla n € Z.

Uwaga
Sl={zeC||z|=1}
(S',-) jest grupa

e'“ =cosa +isinw

Dowdd: Niech f : R — C i f(«) = cosa + isina, f'(«) = if (). Podobnie
niech g(a) = e~ "*f(a). Wtedy g’(a) = 0 i g jest stata. Poniewaz
g(0) = 1, wiec f(a) = eg(a) = €'

Stwierdzenie 2.7

Ciafo liczb zespolonych jest algebraicznie domkniete, tzn. dowolny
wielomian o wspofczynnikach w liczbach zespolonych ma pierwiastek.
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Przyktad

e ax’+ bx + c, gdzie a,b,c € R
A = b% — 4ac
Jezeli A > 0, to istnieje pierwiastek rzeczywisty.
Jezeli A < 0, to rozwigzanie jest zespolone.
ax> + bx+c= a(x — _bga‘/z) (x — %)

Gdy A <0, to VA = \/(~1)- A = iVA,

gdzie A > 0. Zatem:

a(x = —b—i\/Z) (X = M)

2a 2a

o x2+1=(x—i)(x+1)
e x> —1=(x—1)(x+1)
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Wykfad 3.

Definicja 3.1

Przestrzen liniowa to struktura (V, K, +,-), w ktérej (V,+,0)— grupa
abelowa, K— ciato i, na ktérej okreslone jest:
+:VxV->V

® Vypcev (@+b)+c=a+ (b+ c) (facznosc)

@ JocvVacv a+ 0 =0+ a = a (element neutralny)

e V.3, a+ b= b+ a=0 (element odwrotny)

® Vapev a+ b= b+ a (przemiennoéé) - : K x V — V

® VoekVapev - (a+ b) =a-a+ a- b (rozdzielnos¢)
0 Vo gekVacv (@ +B)-a=a-a+ - a (rozdzielnos¢)
® VaserWaey a-(8-2) = (a-f)-a

@ Vv l-a=a
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)
(x1,y1) = (x +x1,¥ + 1)
(0,0) = (x,y)

Q@ (K,K,+,") - przestrzen liniowa nad ciatem K
© X - przestrzen (R, R?)

C(X)={f: X =R | f- funkcja ciagla}

(i + R)(x) = A(x) + fa(x)

(af(x)) = af(x)

VXGX Of(X) =0
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Definicja 3.2

Niech (V,K, +,-) bedzie przestrzenia liniowg nad ciatem K

i niech Vj C V. Wéwczas Vi nazywamy podprzestrzenia liniowa,
oile (Vi,K+y,, v, ) jest przestrzenia liniowa.
+V13V1><V1—>V1

Vabev, a+beVq

Vot K x V1 — V1

VaekVacy, a-a €Wy

Powyzsze dwa warunki mozna zastapi¢ jednym:

VaﬂgKVa, beViaa+ pBbe Vg

R C R?
R - podprzestrzen liniowa
(0,x) +(0,y) = (0,x +y)
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Kontrprzyktad

R?O CR

R>0 nie jest podprzestrzenia liniowa, bo nie jest grupa ze wzgledu na
dodawanie.

Definicja 3.3

© Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech
Vi,Vo,...,vp € V. Méwimy, ze v1,vp, ..., Vv, s3 liniowo niezalezne,
kiedy kombinacja liniowa ajv; + apvs + ... + apv, = 0 jest mozliwa
jedynie, gdy a1 = ap = ... = a, = 0.

@ Mowimy, ze v1, v, ..., Vv, s3 liniowo zalezne, o ile istniejg skalary
a1, Q2, .. .,a, nie wszystkie réwne 0, ze ajvy +apvo + ...+ apv, =0

22/278

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa



o Ukfad vi, v, ..., vy, taki, ze Ji<i<p vi = 0 jest zawsze liniowo
zalezny.
e {(1,0),(0,1)} C R? jest liniowo niezalezny.
041(1, 0) + ag(O, 1) = (al, 0) = (0, Oéz) = (011, 012) =
:(0,0) <~— a;=oa» =0
e {(1,0),(5,0)} C R2 jest liniowo zalezny
Niech ay = =5,ap =1 —5(1,0) + 1(5,0) = (—5,0) + (5,0) = (0, 0)

Definicja 3.4

Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem K. Uktad wektoréw
Vi, Va,...,V, € V stanowi zbiér generatoréw, o ile:
VvevIdar,ap,..anek V = Q1V1 + @aVvo + ...+ apVvy

Definicja 3.5
Liniowo niezalezny zbiér generatoréw przestrzeni liniowej V' nazywamy
baza.

— — = — S Re
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Stwierdzenie 3.6
Zapis dowolnego elementu v € V' jako kombinacji liniowej wektoréw
bazowych jest jednoznaczny.

Niech vi, vo,..., Vv, - baza = Jg, ay,...anek V = 01Vi + Q2Vvo + ... + qpVp.
Jednoznaczno$¢ oznacza, ze istnieje tylko jeden wybér aq, ap, . .., ap.
Przypusémy, ze istnieja B, B2, . . ., B,, takie ze

v=_p01vi+ Bava+ ...+ Bovy.

Ale

v=aivi+avo+ ...+ apv, = Bivi + Govo + ... + Bavp.

Stad: 0 = (Oq — ﬂl)vl TF (042 = ﬂz)Vz FocoaF (an = B,,)v,,.

Poniewaz vi, v, ..., v, sa liniowo niezalezne, zatem powyzsze rownanie
jest mozliwe tylko gdy a; = B1, a0 = Bo,...,an = Bp.
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Stwierdzenie 3.7

Nastepujace warunki sa réwnowazne:

Q@ Zbiér vi,va, ..., v, jest baza przestrzeni liniowej V nad ciatem K.
@ Zbiér vi,va, ..., v, jest maksymalnym zbiorem wektoréw liniowo
niezaleznych (tzn., ze jesli do wektoréw vy, va, ..., v, dodamy inny

wektor, to ukfad ten jest wtedy liniowo zalezny).

(1) = (2) Przypusémy, ze istnieje v # 0, gdzie v # vi, va, ..., Vp,
taki, ze uktad vi, vo, ..., vy, v jest liniowo niezalezny.
Ale:
Jor,00,an V= 01Vi + 2V + ..+ QpV,
=0=—-1-v+aivy +asvo +...apV,,
co jest sprzeczne z zatozeniem, ze ukfad vi, vo, ..., v,, v jest liniowo

niezalezny.
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(2) = (1) Musimy udowodnié, ze vq, va, ..., v, jest zbiorem generatoréw
takim, ze:
vaV#O, VAV ey Y1, V2,005 Vi, V

jest liniowo zalezny.
Stad:

Jot,00,.samansy 01V1 + 02va + ...+ apVp + apr1v =0

i nie wszystkie s3 réwne zero.

Jezeli app1 = 0, to z liniowej niezaleznosci vi, vo, ..., v, mamy, ze
a1 =ap =...=a,=0.Stad: a,y1 # 0. Zatem:
a1 o (7
Vv = — Vi — Vo — ... — Vp.
Ont1 pt1 Ont1

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa 26 /278



Uwaga

Niech V' — przestrzen liniowa nad ciatem K (u nas to Q, R, C)
i niech vi, v, ..., v, € V baza. Wéwczas:

aivy +asvo + ...+ apv, €V

i wszystkie tego typu kombinacje liniowe wektoréw bazowych rozpinaja
przestrzen liniowa generowana przez vy, vo, ..., V.

Przyktad

e v € R3 dowolny,
Podprzestrzen rozpieta na v to av,a € K, czyli prosta.

o R3
a1vy + apvy - ptaszczyzna przechodzaca przez 0 rozpieta na trzech
punktach 0, vi, v»
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Wykfad 4.

Twierdzenie 4.1

Dowolne dwie bazy przestrzeni liniowej V' nad ciatem K sa réwnoliczne.

Zacznijmy od sformutowania lematu:

Niech wektory a1, ap, . .., an tworza baze przestrzeni V' i niech
a=aia1 + azax + ...+ apapn, przy czym o # 0. Wéwczas wektory
ai,az,...,aj_1,a,aj41,...,an tez tworzg baze przestrzeni V.
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Dowéd lematu

n
Wiemy, ze a = ) «;a;.

Poniewaz o # IO,lwie;c:

aj (*:) a%_a— %al = %}2_82 = 000 = aéglaj_]_ = aglajﬂ — 500 %an
Widzimy, ze a; jest kombinacja liniowg wektoréw
ai,a,...,aj-1,a,4dj41,...,an. Kazdy wektor z V' jest kombinacja liniowa
wektoréw ay, ap,...,aj-1,a,dj41,...,dan, bo kazdy wektor z V' jest
kombinacja liniowg ag, a2, ..., aj,...,a, (to jest baza),

czyli rbwno$¢ opisana (*) pozwala nam zastgpi¢ a; i w konsekwencji
zapisa¢ kazdy wektor jako kombinacje liniowa wektoréw
d1,d2,...,dj-1,4d,dj41,---,4dn-

Innymi stowy, wektory ai, a»,...,aj—1,4a,aj+1,...,an rowniez generujg V.
Pozostato pokaza¢, ze te wektory s3 liniowo niezalezne. Niech:

Ba+ pray + Beaz + ... + Bj—13j—1 + Bjy13j+1+ ... + Bran =0, Bi €K
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Dowéd lematu c.d.

|

Podstawiajac za a sume: Y «ja; mamy:

i=1

n
B(Y aiai) + Brar + feaz + - + Bj—13j—1 + Bjr1aj41 + ... + Bran =0

=
5(04131 +...+oj19j-1 +oja +ajr18i41 + ..+ ana,,) + fra1 + Goas +
oot Bj—1a-1 + Biy1aj41 + Bran =0

Poniewaz (a1, a, ..., an)— baza, wiec faj =0,

i wiemy z zafozenia, ze aj # 0, zatem 3 =0= 1 =B = ... = 3, = 0.

Twierdzenie 4.3 (Steinitza o wymianie)

Jesli wektory a1, as, ..., an tworza baze przestrzeni V', a wektory
b1, by, ..., bs sa liniowo niezalezne, to:
Q@ s<n

@ istnieje (n — s) wektoréw a;, ktére facznie z wektorami bj tworza baze
przestrzeni V.
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Dowdd (indukeyjny)

Dla s = 0 oczywiste, bo 0 < n.

Zatézmy, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla liczb mniejszych od s

i dowodzimy wzgledem s.

Rozpatrzmy s wektoréw liniowo niezaleznych by, by, .. ., bs.

Wektory by, by, ..., bs_1 s3 liniowo niezalezne.

Oznacza to, ze s — 1 < n oraz istnieje n — s + 1 wektoréw sposrod
wektoréw a;, ktére tacznie z wektorami by, by, ..., bs_1 tworzg baze V.
Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy, ze tymi wektorami s3

a1, az,...,an—st+1. Wykazemy najpierw, ze s — 1 < n. Gdyby byto inaczej,
oznaczatoby to, ze s — 1 = n (bo s — 1 < n). A zatem juz wektory

b1, bo, ..., bs_1 tworzytyby baze przestrzeni V. Stad bs bytby liniowo
zalezny od by, by, ..., bs_1, co daje sprzecznos$¢. Zatem:

s—1<n=s<n,

co dowodzi czesci pierwszej.
Z zatozenia wektory by, ..., bs_1,a1,...,an—s+1 S3 baza V. )
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Stad bs jako wektor z V jest ich kombinacj3 liniowa:
bs =vib1 + ... +vs—1bs—1 +vsa1 + ... + Vnan—st1-

Poniewaz by, - - -, bs_1, bs liniowo niezalezne, to co najmniej jeden ze
wspotczynnikéw przy ai, ap, ..., ap—s+1 musi byé rézny od zera.
Przyjmujemy, ze jest to np. v, tzn. # 0.

Z lematu mozemy utworzy¢ nowa baze pomijajac wektor ap_si1

i wstawiajac w jego miejsce bs. Stad by, ..., bs,a1,...,an_s jest szukana
baza spetniajaca twierdzenie Steinitza.

Definicja 4.4

Liczbe elementéw dowolnej skonczonej bazy przestrzeni liniowej V' nad
ciatem K nazywamy wymiarem przestrzeni V' i oznaczamy przez dimg V.
Jezeli V' nie ma skonczonej bazy, to méwimy, ze dimy V = co.

Jezeli V = {0} to méwimy, ze dim, V = 0.
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Przyktad

e ¢ =(1,0),ep = (0,1)— baza
dimg R? =2
o dmrC =2
Liczba zespolona jest tu kombinacja liniowa 1 oraz i nad R.
e dimcC=1
Liczba zespolona jest tu kombinacja liniowa 1 nad C.
o dimgR3=3
o dimg K" =n
o dmrR =1
dimg K =1 - baze K nad K tworzy dowolny # 0 element z K.
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Przyktady

e, =(0,0,0,---,1)
Jest to baza standardowa, dimgp R” = n.
Analogicznie taka sama baze mamy nad ciatem K na K”. Stad
dimg K" = n.
o C(X)={f: X =R | f—funkcja ciggla}
(f 0 H)(x) = fi(x) o h(x),x € X
(af)(x) = af(x),x € X
Przestrzen liniowa nad R
dimg C(X) = o0

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa 34 /278



Wykfad 5.

Stwierdzenie 5.1

dimgR = o0

Przypus¢my, ze dimg R = n. Wéwczas istniataby taka baza

Vi, Vo,...,Vy € R, ze kazda liczba z R jest zapisywalna w postaci

ai1vi + aovo + ...+ vy, gdzie ag,an, ..., a, € Q. A to z definicji liczb
rzeczywistych jest niemozliwe.
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Przyktady
o dimrC =2, baza: 1 =¢ = (1,0),i = e = (0,1)
o dimgR? =2
Kazda liczba zespolona jest kombinacja liniowa nad R dwéch liczb

zespolonych. Poniewaz dimg R? = 2, wiec dowolne dwa liniowo
niezalezne wektory stanowia baze R? nad R.

@ dimgC = o0

Definicja 5.2

Niech Vi, V, przestrzenie liniowe nad ciatem R. Funkcja f : V3 — V5 jest
homomorfizmem liniowym, o ile spetnia warunki:

o v><17X2€V1 f(Xl + X2) = f(Xl) + f(X2)
(2] VXE\/lVOéeR f(ax) = af(x)
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Przyktady

f:Vi— VW
@ Vycy, f(x) =0 - jest odwzorowaniem liniowym

o Vi=\W
f(x) = x - jest odwzorowaniem liniowym

Definicja 5.3

Niech Vi, V, przestrzenie liniowe nad R. Produktem kartezjanskim
przestrzeni Vi, V5 nazywamy przestrzen

Vix Vo ={(v1,w) | i € Vi,v» € Vo} z dziataniami:

df
° vX1,X2€V1vy1,y2€V2 (X17X2) =+ (y17y2) = (Xl + y1,x2 + y2)

df
@ Vaer axi, x2) = (ax, axp)
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Przyktad

RZ=R xR
R3I=R?x R

R"=R""! xR
|_|1:\/1>< V2—>V1

(x,y) — x— homomorfizm liniowy - rzutowanie na pierwsza sktadowa

|_|2:V1><V2—>V2

(x,y) — y— homomorfizm liniowy - rzutowanie na druga sktadowa.
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Stwierdzenie 5.4

Nastepujace warunki sa réwnowazne:
Q f: Vi — V, jest liniowe
Q Vo peRVx 0w flaxi + Bx) = af (x1) + Bf(x2)

Dowdd
(1) =(2)
Flaxi + Bx2) 2 Flaxy) + F(Bx) 2 af () + BF (%)
(2) = (1)
Q@ a=0p=1,
Q@ 3=0

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa



Obserwacja

f: Vi — V5 homomorfizm liniowy
f(x—x)=1f(x)—f(x)=f(0)=0

Definicja 5.5

Izomorfizmem liniowym przestrzeni Vi, Vo nad ciatem R nazywamy
homomorfizm liniowy, ktéry jest réznowartos$ciowy i "na”.

Definicja 5.6

Niech f : Vi — V5, homomorfizm liniowy. Wtedy:
o kerf ={x € Vi | f(x) =0} nazywamy jadrem f;
o im f ={y € Vo | 3xey, f(x) =y} nazywamy obrazem f.
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Stwierdzenie 5.7
ker f i im f sa podprzestrzeniami liniowymi odpowiednio V1, V5.

Korzystamy z def. 3.2 podprzestrzeni liniowej:
V1 podprzestrzen liniowa przestrzeni liniowej V
= ViyewVagek ax + By € Vi
kerf C V4
0 € ker f
voz,,B\v/x,yEkerf ax + fBy € ker f
f(ax + By) = af(x) 4+ Bf(y) = a0+ B0 =0+0 = 0.
imf C V»
voz,ﬂvx,yeimf ox + ﬁy € imf
x €imf <= 3y ey, f(x1) =x
y €imf < J,cy, f(1) =y
= af(x1) + 6f(y1) = f(ax1 + By1) = ax + By € imf

= ax+ [y =
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Zawierania ker f C V7 i im C V5, sa homomorfizmami przestrzeni
liniowych.

Definicja 5.8

Bycie podprzestrzenia jest tym samym co stwierdzenie, ze inkluzja V C W
jest homomorfizmem liniowym.
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Stwierdzenie 5.9
f: Vi — V5, jest homomorfizmem liniowym réznowartosciowym
<= kerf =0.

Dowdéd.

"= ”vx,yEV1 f(X) = f(y) = X=Yy

0#x € kerf

0=1f(x)=f(0)=x=0.

" <" Niech ker f = 0. Mamy udowodni¢, ze

Veyew f(x) =f(y) = x=y

Istotnie, z definicji f(x —y) = f(x) — f(y) = 0. Stad (x — y) € ker f i
x —y=0.Zatem x = y..

| N\
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Wykfad 6.

Definicja 6.1

Macierza (prostokatng) wymiaru n x m nazywamy tablice elementéw ciata
K o n— wierszach i m— kolumnach. Zapisujemy jg jako: [ajj]i<i<n,i1<j<m
dla kazdego o € K.

Przyktady

[s][r2]]3 78

()]

O
1
SO N Ol
c1 o1 N
o N ©o
w o
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Definicja 6.2
Niech: V — przestrzen liniowa wymiaru m, W — przestrzen liniowa wymiaru
n, e1,e,...,en— baza przestrzeni V, fi,f, ..., f,— baza przestrzeni W
Niech h: V — W homomorfizm przestrzeni liniowych.

h(e1) = annfi+anh + ...+ amf,

h(e2) = qiofi + ambh + ...+ apfy

h(em) = almfl =+ aszg + ...+ Olnmfn

x11 ©&12 ... O1m
Woéwczas macierz [h(e1), h(e2), ..., h(em)] = K
Qp1 Qp2 ... Opm

nazywamy macierzag homomorfizmu h.
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Przyktady

o [a],a € R (1 wiersz, 1 kolumna), n=1,m=1
f:R—R,1€R— baza R nad R
Vier f(x) = ax
f(l)=a
f(x)=1f(x-1)=xf(1) = xa = ax
o[1111ewh:V—W

——
1 wiersz, 4 kolumny), n=1,m=14
y

dmV =4« (e1,e,€3,€), dmW =1+« (f)
h(e1) = f, h(e2) = f1, h(e3) = f, h(es) = f1

Viev X = aey + Bes + ves + dey

h(x) = h(cer + Bex + yes3 + des) =

= ah(er) + Bh(ez) + vh(e3) + dh(es) =

=afi + fH + A + 0f :(a+ﬁ+7+5)f1
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Przyktady c.d.

1 2 3
[0 5 6]<~w~>h.V—>W

dimV =3 «— (e1, &2, €3)
dimW =2« (fi, )
h(e1) =11 +0h =f
h(e2) = 2f + 51,

h(e3) = 3f1 + 6f

Uwaga

Homomorfizm przestrzeni liniowych zapisany w postaci macierzy to
homomorfizm "zakodowany” w postaci macierzy. Bez znajomosci baz, w
ktérych jest on zakodowany, nie jesteSmy w stanie go "odkodowac” .
Zatem odpowiednio$¢:

{Macierze} «~ {homomorfizmy}

jest zwiagzana z odpowiednimi bazami.
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Mnozenie macierzy «~» superpozycja (sktadanie) homomorfizméw

Niech g : V. — W, h: W — U. Bazami przestrzeni V, W, U niech beda
(e1,-..,em),(fi,...,fn),(u1,...,ux) odpowiednio. Macierza
il 012 ... OIm
. . . Q21 Q2 ... O2m )
homomorfizmu g niech bedzie: A = ] ] ] , za$
Gp1 Qp2 ... Opm
Bii B2 ... Bin
Bor P2 ... B
macierzag homomorfizmu h macierz: B = ] ] _n
Brki Br2 -+ Bkn
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Mnozenie macierzy «~» superpozycja (sktadanie) homomorfizméw

vEw- Ly

Zatem:

h(g(ei)) = h(aaifi + azifa + ... + anify) =

= alih(fl) -+ Ot2,'h(f2) +

= aqi(friur + Porun + . ..
+ﬂkzuk)+...+
+ani(ﬁlnu1 = ,62,,U2 AF oo
= (a1if11 + ifr2+ ...

+agi(fraur + Pooun + ...

..t a,,,-h(f,,) =

+ Briuk)+

+ 5knuk) =

+ apifBin)un+

+(a1j021 + @2if2 + ... + pifan)uz + ...+

+(1iBk1 + a2ifBk2 + - -

[ En: ajifj = f: Bijai
E 041152] Z 521041:

Z a_/lﬂkj Z 5kjaﬂ

L j=1 _
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Mnozenie macierzy «~» superpozycja (sktadanie) homomorfizméw
Z drugiej strony:

B11 B2 ... Pin a1l o2 ... Oam

Bo1 B2 ... [o azr axp ...
BxA=| . . 7| x . "=

5k1 ﬁk2 ce e ﬂkn ap1 Gp2 Onm

S5 & n n
> Byajr Y B .. Y Bii%m
= = =i
n n
'21 Bajoi ). Pojoyja ... Zl Baj0tjm
j= j=

]
=
&
8
o8
=
&
L
N
M

Brjtjm
J =
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Mnozenie macierzy «~» superpozycja (sktadanie) homomorfizméw

Czyli i— ty wiersz [ Bi1, Bi2y - -+, Bin ] macierzy B mnozymy przez k— ta

A1k

a2k . . . - .
kolumne . macierzy A i dostajemy element na miejscu (i, k)

/Bnk
n
macierzy BA, czyli ) Bjjoj.
j=1

Uwaga

@ Macierze B i A mozna mnozy¢ <= ilo$¢ kolumn macierzy B jest
réwna ilosci wierszy macierzy A.

© Macierze kwadratowe tego samego wymiaru zawsze mozna mnozyc.
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Definicja 6.3

Niech V, W, U— przestrzenie liniowe, za$
A={e,e....,em},B={f,fo,....f,},C={g1,8,...,8¢} bazy
przestrzeni V, W, U odpowiednio. Okredlmy: V —2- W %, U. Niech
o(ej) = a1jfi + azifr + - - - + apifn, natomiast

EIRE aij o am
a Y a I- PO a m
Mg(p) = ?l 2 2 ~ @ ~ (n x m). Podobnie:
dnl " dni " dnm
Y(f;) = biig1 + baigo + - - - + brigk
byy --- by - by,
_ byy -+ by - by
i ME(Y)=| : |~ 9~ (kxn).
bei - bx -+ b

Wtedy ¢ 0 p ~ MEME ~ (k x m)
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Wykfad 7.

Uwaga
Niech A, B, C bed3a macierzami kwadratowymi n x n. Mozemy wtedy
wykonywaé nastepujace dziatania:
O A+ B =B+ A przemienno$¢ dodawania
Q@ (A+B)+ C=A+ (B + C) tacznos¢ dodawania
Q@ (A-B)-C=A-(B- () taczno$¢ mnozenia
QO A(B+ C)=AB+ AC
(B + C)A = BA + CA rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia (i
odwrotnie)
Q@ a(B + C) = aB + aC mnozenie przez skalary
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B EBEE
13- s

nozenie maC|erzy nie JeSt przemlenne|

|
L

Definicja 7.1
Macierza jednostkowg En(ln) [ajjli<ij<n wymiaru n nazywamy macierz
[0 gdyi#)
prayimujaca: ¢ oq ;L5
1 0 0 O
o 1 0 o0
0o 0 0 1
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Stwierdzenie 7.2
Dla kazdej macierzy kwadratowej A(,x )

A,=1bA=A

Stwierdzenie 7.3

Niech ¢ : V. — W By = (vi,...,vp), Bw = (w1, ..., wm) bazy V, W
odpowiednio, M\, (¢) macierz odwzorowania. Jesli x = (x1,...,xn)B,, to
wspétrzedne o(x) w bazie By sa réwne:

X1

[‘P(X)]BW = M|\/\//(80) S x = M\\/\//(SO) | X

Xn
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n n m n m m n
o(x) = (X xivi) = Y xi - ajiwj = Y > ajixiwj = Y < > ajiXi)Wj =
i=1 i=1 j=1 i=1j=1 Jj=1 \i=1
n n n V
( > 31iXi) wy + ( > 32iXi> wo + ...+ ( > amixi) Wm = My, (©) - x,
i=1 i=1 i=1
tzn.
- n -
> Xjaij
a1 ... 4dij ... din X1 J=n1
a ... dazj ... anp X2 Z Xjaj
dml .- dmi --- Admn Xn n
. Xjamj
L j=1 J
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Definicja 7.4

Przeksztatceniem identyczno$ciowym nazywamy
id:V—VVeyid(v)=v

Definicja 7.5

Niech A i A’ bazy przestrzeni V. Wtedy macierz M4, (id) nazywamy
macierza przejécia od bazy A do bazy A’ lub macierza zmiany bazy z A do
A’ i oznaczamy przez Pl’f‘\,.

Kolejne kolumny tej macierzy to wspétrzedne kolejnych wektoréw bazy A
w bazie A'.

A= e, e,....em}, A ={el, €, ..., e}

w=id

©(e;) = id(e;) = priey + ... + Pmiep,
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Definicja 7.5 c.d.
P11 ... Pin

Py =
Pn1 --- Pnn

Macierz przejécia z bazy A do bazy A’ jest zatem macierza przeksztatcenia

identyczno$ciowego id(x) = x w bazach Ai A’

Uwaga

Niech PAf‘/ macierz przejécia od bazy A do bazy A’. Wtedy P%, jest
odwracalna i macierz (Pﬁ,)_1 = Pj‘/ jest macierza przejscia od bazy A’ do
bazy A.
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Definicja 7.6

Niech MZ () bedzie macierza przeksztatcenia liniowego ¢ : V — W w
bazach A, B przestrzeni V, W odpowiednio. Macierz przeksztatcenia
liniowego ¢ w bazie A’, B’ ma posta¢:

Mg (¢) = PEMA(2)PA

Q: R2—>R3
p(x,y) = (x,y,x+y) A={(1,0),(0,1)}
A’— (1,1),(1,0)}
={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

M5 (p) = PAME (p)PE’
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Przyktad

(1,1) = 1(1,0) + 1(0,1)
(1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)

Pz%:(PA’)‘l:“ é]_ =[§’ _11]

(1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1)
(1,1,0) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 0(0, 0, 1)
(1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1)

o0 171" [111

PE =(PE)t=|0 1 -1 =110

1 -1 0 100
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A/
B
ple1) = ¢(1,1) = (1,1,2) = 2(1,1,1) + (-1)(1,1,0) + 0(1,0,0)
p(e3) = »(1,0) = (1,0,1) = 1(1,1,1) + (-1)(1,1,0) + 1(1,0,0)
Stad:
(80) PB/Mé((P)PA =
0 0 1 1 0 11 2 1
=10 1 -1 0 1 10——1—1
1 1 O 11 0 1

Analogicznie:
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Wykfad 8.

Uwagi wstepne

@ V — przestrzen liniowa

e f:V — W - odwzorowanie przestrzeni liniowych

@ By— baza przestrzeni liniowych, liniowo niezalezny zbiér wektoréw
@ macierze sg zdefiniowane w odpowiednich bazach

® M) — zbiér macierzy kwadratowych o wspétczynnikach w ciele K o n
wierszach i n kolumnach

® My = M - suma wszystkich macierzy kwadratowych
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Definicja 8.1

Wyznacznikiem nazywamy funkcje dziatajaca ze zbioru My do zbioru K.
Oznaczamy j3 przez det.

det: Mg — K
Definicja 8.2
Dowolnga funkcje réznowartosciowa o : {1,2,--- ,n} — {1,2,--- ' n}
nazywamy permutacja zbioru {1,2,--- ,n}. Oznaczamy ja:
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@ Zbiér wszystkich permutacji jest grupa oznaczana przez S,.
@ mnozenie w S, - sktadanie funkgji
@ jedynka (permutacja jednostkowa) to permutacja postaci:

1 23 ... n

id=\41 5,3 . 4
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Przyktad 1

|

Kazda permutacjg mozna zapisa¢ w postaci roztacznych cykli.

0:(1,0(1),0%(1),...,0%(1) =1)
Elementy 1,0(1), 2(1), ...,0%71(1) tworza tak zwany cykl.
Np.:

o(1) =

o%(1) =1

0(2) = 2 - cykl dtugosci 1
o(4)=5

o’(4) =4

65 /278
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(710 8)

c=(13694)(25)(71038)
Kazda permutacja jest iloczynem cykli.
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Definicja 8.3
Transpozycja nazywamy cykl dtugosci 2.
Kazdy cykl jest iloczynem transpozycji.

Cykl (12 -~ n)=(12)(13)(14)---(1n) €S,
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Definicja 8.4

Permutacje nazywamy:

@ parzysta, gdy jest identycznosciowa id lub jest iloczynem parzystej
liczby transpozycji
@ nieparzysta, gdy jest iloczynem nieparzystej liczby transpozycji
Znak permutacji to:
o — parzyste

R R nieparzyste

Uwaga

Dla kazdego n > 2 mamy %n! permutacji parzystych i %n! permutacji
nieparzystych.
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Definicja 8.5
Niech A € M], A = [ajjli<ij<n- Wyznacznik macierzy A definiujemy jako:

det A = Z% Sgn(a) 310(1)320(2) - - - no(n)
[gAShT)

Definicja 8.6 (Indukcyjna definicja wyznacznika)
Niech A € M.
Dlan=1 detla]=a
n .
Dla ustalonego n det A = Y (—1)"""a;,det A;,
i=1

(rozwiniecie Laplace’'a macierzy A wzgledem ostatniej kolumny)

a1 ...  adij-1 alj+1  --- din-1
A — ai-11 --.- 4dj-1i—-1 &j-1j+1 --- &i—1n-1
m — 9
dj+11 --- 4di+li—-1 4di+1i+1 --- 4dj+1ln-1
anl ... dni-1 apji+1  --- Adnn—1

gdzie Ain to A po wykresleniu i— tego wiersza i n— téj kolumny.
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n=2
1 2 1 2
52_{<2 1)’(1 2>}
o1 o2

sgn(o1) = —1
sgn(oz) =1
det A = ZS sgn(o)ajo(1)axo(2) = sgn(o2)aiiax + sgn(oi)aigaz =

oeS)
a11d22 — d12d21
det A =det | 711 912 | =

a1 ax

(*1)(1+2)312 det[azl] + (*1)(2—"_2)322 det[all] = ai1d2 — ai2ari
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Cwiczenie
ajl a2 az
A= axn ax» ax
a31 432 ass

det A = ay3(—1)IHdet | 2L 922 | | 5 (_1)(243) det | 912 12
d31  a32 as as

ail  4a12
333(— 1)(3+3) det S

a13321a32 — 313322331 — a23311332 + a23312331 + 333311322 — 333312321
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Cwiczenie c.d.

Metoda Sarussa:
411 412 413 a11 412
a1 a2 a3 a1 a2
a31 d32 4as3 da31  d32

+1 -1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
321 )°\231)'\3 12
-1 +1 +1
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ag; - 0

0 e ann
det A = aj1a2 - - - anpn

Stwierdzenie 8.7

Niech n € N, i - ustalona liczba naturalna mniejsza-réwna od n,

1,9, -+, apn, oi— ukfad wektoréw przestrzeni K", a, a’ € K. Wéwczas:
det[ar, a2, ..., aj—1,a0; + d'a), ajrq, ..., ap) =

adet[al, 0,y 01, Oy Qi1 ,Oén] +

a det[al, ,...,00_1, Oz:-, g1y, a,,]
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@ Gdy n=1, to i =1, i teze otrzymujemy natychmiast:
det[aa1; + @'al;] = aa11 + d'a}; = adet[a11] + &’ det[a],]
@ Zatdézmy, ze nasz wzér jest prawdziwy dlan=m—-12>1
i rozpatrzmy przypadek n = m > 2.
Jesli i < m—1, to wzdr wynika wprost z definicji wyznacznika
i Z powyzszego zatozenia.
Jesli i = m to:

det A = det[ag, an, -+ ,am_1,30m, + d'al,] =
m )
— Zl(—l)’*m(aa,-m +d'a), ) det Aip, =
=

m i m )
=a Z (_1)I+maim det Aim + a E (—1)’+’"a§m det A,‘m,
i=1 i=1

. . e . T
gdzie przyjelismy, ze am = [aam, -« -y &mm] ',
!/ / / T _ /!
A =y Vool A= 01, ..., am—1, a0, + 3 ).
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Macierz A, dla i =1,..., m mozemy réwniez otrzymaé wykreslajac i— ty
wiersz i ostatnia m— tg kolumne macierzy [a1, ..., an] i macierzy

/ A o
[oa, ..., am_1,a),], wiec:

S (—1)* My, det Ajy = detfaa, .. ., am)

i=1
m .
_Zl(—l)””"a:-m det Ajy = det[ay, ..., am_1, )]
=
Zatem:
det A = adet[as, ..., an] + a detlag, ..., am_1, 0]

Na mocy zasady indukgcji wynika stad prawdziwos¢ twierdzenia dla
wszystkich liczb naturalnych.
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Wykfad 9.

Twierdzenie 9.1

Niech n bedzie liczba naturalna, wigksza od 1. Zatézmy, ze i, k sa réznymi
liczbami naturalnymi spetniajacymi nieréwnosc:

1<i<k<n

Niech tez a1, a,- -+ ,on € R"(K").

Woéwczas:
Q Jesli aj = ay, to det[aq, an, ..., a,] = 0.
Q det[al,ag, O, Oy QT e ey O], Oy Oy T e 704,,] =
—det[ag, ag, ..., ap]
Q det[ag, ap, -+ ,ap] =
(—l)kfi det[al, Oy ooy Oy gl e ey Oy Oy Qg Ty e e ey 04,,]

Jesli przesuniemy i— ta kolumne o k miejsc to wyznacznik zmienia si¢ o
EhS
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Jeslin=2,toi=1k=2ipunkty 1.,2.,3. wynikaja wprost ze wzoru na
wyznacznik stopnia 2. Zatézmy, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla
n=m—1 > 2 i rozpatrzmy przypadek n = m > 3.

Jesli k < m, to twierdzenie wynika fatwo z definicji wyznacznika oraz z
zatozenia. Niech wiec k = m.

Zajmiemy sie najpierw dowodem punktu 1. Poniewaz wiemy juz, ze:

det[ag, ..., an] = —detlar, ..., i 1,am1,Qit1, ..., Om—2, i, ),

wiec mozemy przyja¢ i =m—1, k= m, tj. am_1 = apm. Macierz
[oa,...,am] oznaczmy symbolem M i niech Ms ¢.m m—1 0znacza macierz
powstata z M przez skreslenie dwdch ostatnich kolumn oraz wierszy

o wskaznikach s, t.
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Witedy:
det M = Z (—1)+ma,, det My, =

IZII( 1)I+ma/m( Z( 1)s+m lasm det Mslm 1, m+

m
+ Z ( )S Lm= 135mdet Mls;m—l,m) —
s=/+1

/ 2 1
Z 1) Ll dimdsm det Msl m—1, m+
s</

+ > (_1)I+s+2m_231masm det Mls;m—l,m =
I<s

= (_1)/+5_lalmasm det Msl;m—l,m_
s</

- Z(_l)”rs*lalmasm det Msl;mfl,m = 07
I<s

gdzie przyjelismy, am = am—1 = [31m, - - - 3mm]-
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Dowdd c.d.

Dowdd 1. zostat wiec zakonczony. Dla zakonczenia dowodu 2. i 3. nie
bedziemy sie ogranicza¢ do przypadku kK = m, gdyz dowdd w przypadku
ogolnym jest réwnie prosty.

Rozpatrzmy macierz:

N=la1,...,0i-1,00 + Qk, Qjg, .oy Qk—1, A + Qpy Qht 1y -« -y O]

Macierz ta ma dwie kolumny réwne, a wiec na mocy 1. det N = 0.
Korzystajac z stwierdzenia 8.7. oraz z punktu 1. otrzymamy z drugiej
strony:

det N =
det[al, 500 ,am]+det[a1, ey O, Oy O]y e e ey O], Oy Oy Ty e e - am]—|—
det[ag, ..., Qk—1,Qj, Qks1, - -y | +detfan, ... a1, ap, Qjg1, . ] =
det[al, cey am] T det[al, ey O Oy QT e e ey O 1, Oy Oy T e ,am].
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A stad:

detlag,...,am] =
—det[Ck]_, s Q1 Oy Qi 1y e e s O 15 Ay Ot 5 - - 704m]7

co konczy dowdd 2.

Pozostaje wiec tylko udowodnié¢ 3. Podobnie jak wyzej, rozpatrujemy
przypadek ogdlny. Zamiefimy miejscami w macierzy [aq, . .., m] kolumne
i— ta z kolumna (i + 1)— sza, a w tak otrzymanej macierzy zamienmy
miejscami kolumne (i 4+ 1)— sza z kolumna (i + 2)— ga, itd. Po (k — i)
krokach otrzymamy macierz:

[Oé]_,. cey Q1 Q1 ey Oy Qi Qfet 5 - - 7am]-
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Poniewaz na mocy 2. po kazdym kroku wyznacznik otrzymanej macierzy
rézni sie od wyznacznika poprzedniej macierzy czynnikiem —1, wiec:

[a1,...,am] = (—1)k_1[a1, ey QT Qg e ey Oy Qs Qg Ty - -+ s O]

co konczy dowdd 3.

Wykazalismy wiec, ze z prawdziwosci twierdzenia dla n = m — 1 wynika
prawdziwos¢ twierdzenia dla n = m. Poniewaz na wstepie stwierdziliSmy,
ze twierdzenie jest stuszne dla n = 2, wiec na mocy zasady indukgji
twierdzenie zostato udowodnione.

Mozna tatwo wykaza¢, ze analogiczne wifasnosci przystuguja réwniez
wierszom.
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Twierdzenie 9.2

Niech n € N, i— ustalone, takie, ze

1<i<noq,...,and; e RY(K"),a,ad € R. Wéwczas:
o1 aq
o1 aq Qi1
det | aaj +3d'al | =adet| --- | +a'det| o
Qit1 &n Qit1
Qn Qn

(Liniowos¢ ze wzgledu na wiersze. Wersja wierszowa stw. 8.7.)
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Wykfad 10.

Twierdzenie 10.1

Niech n € N, n > 1. Niech k,i € N spetniaja nieréwnos¢ 1 < i < k < n.

Niech o, ..., o, bedzie ciagiem wektoréw przestrzeni K”.

1. Jesli aj = o, to
a1

det| : | =0

Qp

a1
2. det
(075

— det

Woéwezas:

aq
a1

(07
Qi1

Ok—1

Qg1

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat |
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Twierdzenie 10.1 c.d

a1

ag
3. det | ... | =(=1)""det

Qp

Q41

Qp
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Dowéd indukceyjny.

Dla n = 2 twierdzenie to wynika z wzoru na wartos¢ wyznacznika macierzy
stopnia 2.

Zatézmy, ze dowodzony rezultat jest prawdziwy dla n = m — 1 i niech
n=m.

Udowodnimy 1. w oparciu o zatozenie indukcyjne dotyczace catego

twierdzenia.
5]
Macierz : oznaczmy przez M. Na mocy definicji wyznacznika mamy:
Qn
m
det M =Y (—-1)*"ay, det My,
I=1
gdzie elementy aim, aom, - - - , @mm tworza ostatnig kolumne macierzy M.
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Dowéd c.d

Jesli aj = a, to dla | = i, k macierze M, maja dwa rézne wiersze, a wiec
wtedy det M), = 0 na mocy zatozenia. Natomiast macierze M;,, M,
réznia sie tylko ustawieniem wierszy i korzystajac z 3., dla n=m — 1,
wida¢, ze det M, = (—1)¥~"~1 det My,,,. Wobec tego:

det M = (=1)*™a;, det My, + (—1)%tMay ,, det My, =

det My ((—1)*+™Lajp, + (—1)K+ M3y ) = 0,

gdyz ajm = akm.

Dowdd czesci 2. i 3. jest analogiczny do dowodu czesci 2. i 3. twierdzenia
9.1.

Na mocy zasady indukcji twierdzenie zachodzi i dowdd jest zakonczony.

|
N
N
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Niech M bedzie macierza kwadratowa stopnia wiekszego niz 1. Jezeli
macierz M’ powstaje z macierzy M poprzez dodanie do pewnej kolumny
(pewnego wiersza) innej kolumny (innego wiersza) pomnozone;j
(pomnozonego) przez pewien element ciata K, to det M = det M.

Dowdd (dla kolumn)

Niech a4, ..., a, beda kolumnami macierzy M stopnia n.

Zatézmy, ze do i— tej kolumny dodali$my k— ta kolumne pomnozona
przez element a € K. Przyjmijmy, ze i < k (dla i > k dowdd jest
analogiczny). Wtedy:

det M' = det[al, o071, 05 + Aoy, oGy .. Oz,,] = det[al, ce ,a,,] +
adet[al, ey O, O, O] Oén] = det[al, .. ,a,,] = det M,

gdyz macierz [, ..., Qj—1, Qk, Qjt1 - . . @y] ma kolumny i— ta i k— ta
rowne, a wiec det[aq, ..., aj_1, ak, @jt1 ... = 0.
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Twierdzenie 10.2 (Laplace’a (dla kolumny))

da11 ... din
Niech M =

dnl ... @dnpn
Wtedy dla dowolnej liczby naturalnej i,1 < i < n zachodzi:

det M = Z(—l)l+ia/; det Mj;
=1

Dowdd

Jesli i = n, to dowodzona réwnos$¢ wynika z definicji wyznacznika.
Zatézmy, ze i # niniech M = [ay, ..., a,] oraz
M =laq,...,¢j—1, 41, ..., p, ;). Weedy: Mj, = My dlal=1,...,n.
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Na mocy twierdzenia 10.1 punkt 3. mamy: det M’ = (—1)"~' det M.
Stad:

o . n
det M = (1) det M’ = (—=1)"~" 3" (=1)*"a det M| =
=1

(—1)/+ia/; det Mj;.

M=

/

a1 ... din

1

Niech macierz M bedzie réwna

dnl ... dnpn
Niech I, k € N, I, k < n. Wtedy:
° i detM gdy i =k
1+ _ gay
;( 1) aj det My, = { 0 edy i 7,5 K
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o Jedli i = k, to powyzszy wzér jest prawdziwy na mocy twierdzenia
Laplace'a.

o Jesli i # k, to rozpatrzmy macierz M’ powstaty z M przez zastapienie
k— tej kolumny i— t3 kolumna. (Macierz M’ ma dwie takie same
kolumny = det M’ = 0).

Z drugiej strony, korzystajac z twierdzenia Laplace’a dla macierzy M,
otrzymujemy:

det M' = "(—1)*kaj det My = > (1) *Kay; det M,
I=1 =1

gdyz Mj, = My, co konczy dowdd.
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Operacje na macierzach niezmieniajgce wyznacznika

@ dodanie do dowolnej kolumny macierzy kwadratowej innej kolumny
pomnozonej przez pewien element ciata

@ dodanie do dowolnego wiersza macierzy kwadratowej innego wiersza
pomnozonego przez pewien element ciata

Operacje na macierzach zmieniajace znak wyznacznika na przeciwny

(3) zamiana dwdch réznych kolumn macierzy kwadratowej miejscami

(4) zamiana dwdch réznych wierszy macierzy kwadratowej miejscami
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Definicja 10.3

Niech M bedzie macierza (n x m). Macierza transponowang M T macierzy
M nazywamy taka (m x n) macierz, ktéra jako swa i— tg kolumne, dla
i=1,...,nma i— ty wiersz (a wobec tego jako swdj j— ty wiersz dla
Jj=1,...,m ma j— t3 kolumne) macierzy M.

a11 - dim a1 -+ dnl
M=| 1 M=

dnl *°°  dmm dlm *°°  dnm

Dla macierzy jednostkowej (identycznosci) |, zachodzi:
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Przyktady

[52] -3

3
4
1
2
3

|

S 1 b~
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Wykfad 11.

Obserwacja
Dla dowolnej macierzy A :
(AT = A.
T A dla i parzystych
AT = -
i ey { AT dla i nieparzystych
ail alm
Dla A= : ,
anl anm
aii dnl
AT = |
aim dnm
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Cwiczenie

Dokonujac operacji (1) — (4) mozna wychodzac z dowolnej macierzy
kwadratowej doj$¢ do macierzy diagonalne;j.

Macierz diagonalna - wyznacznik takiej macierzy jest iloczynem elementéw
na diagonali (przekatnej).

al 0 500C 0

0 a» - 0

0 0 .-+ am
o _ y _ ] 0 egdyi#j
[ajj] = A - diagonalna <= Vjj=1,.. .0 3jj = { ai gdy i=j

Uwaga

W metodzie (1) — (4), jak i w teorii wyznacznika, rola wierszy
i kolumn jest taka sama i symetryczna.
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Twierdzenie 11.1

Wartos¢ wyznacznika danej macierzy kwadratowej A réwna sie wartosci
wyznacznika macierzy transponowanej AT . Innymi stowy det A = det AT

y

Dowdd

Kazdej operacji (1) — (4) mozna przyporzadkowaé operacje (1) — (4)
zamieniajac rolami wiersze i kolumny. Operacji (1) przyporzadkowujemy
w ten spos6b operacja typu (2).

Zas operacji (2) operacje (1). Operacjom (3) i (4) operacje (4) i (3).
odpowiednio.

Dokonujac na macierzy A jakakolwiek operacje (1)-(4) otrzymujemy
macierz, ktéra oznaczamy Aj :

AW g

Podobnie dokonujac jakiejkolwiek operacji na macierzy A” mamy:

AT (1);>(4) (AI)T
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Dowdd c.d.
Dokonujac kolejnych operacji otrzymujemy:

(1)-=4

A D

gdzie D - macierz diagonalna. Réwniez:

AT (1);>(4) DT - D
Poniewaz D = D', a operacje (1) — (2) nie zmieniaja wyznacznika,
natomiast operacje (3) — (4) zmieniaja wyznacznik o (—1) oraz
korzystajac z faktu, ze operacji (3) — (4) wykorzystalismy w obu
przypadkach te samg ilos¢, mamy:

det A= +detD = +detD" =detAT

(znak stojacy przy det D i det DT jest taki sam). Wobec tego
det A=det A", co koriczy dowdd.
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Jako wniosek z powyzszego twierdzenia oraz z twierdzenia 10.2
otrzymujemy natychmiast nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 11.2 (Laplace'a dla wierszy)

ai1 a2 - adip

. dp1 a2 - azp
Niech A =

dnl dn2 -°° dnn

i niech 1 < i < n. Wéowczas

n
det A = Z(—l)i+lai/ det A;
=1
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Definicja 11.3

Niech A— dowolna macierz n x m.

Rzedem kolumnowym (ry) macierzy A nazywamy maksymalng liczbe
liniowo niezaleznych kolumn macierzy A. (Wymiar przestrzeni liniowej

generowanej przez kolumny macierzy A.)

Rzedem wierszowym (r,,) macierzy A nazywamy maksymalng liczbe
liniowo niezaleznych wierszy macierzy A. (Wymiar przestrzeni liniowej

generowanej przez wiersze macierzy A.)

Dla dowolnej macierzy A,xm zachodzi:

rne<n
rw < m
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Niech A - macierz wymiaru n X m

rk(A)— wymiar przestrzeni liniowej generowanej przez kolumny macierzy A
rw(A)— wymiar przestrzeni liniowej generowanej przez wiersze macierzy A

ai1 ai2
rk(A) = dim gen : , : , e
dnl an2
ail ai2 aim
K= gen ’ y Tt
anl an2 dnm
re(A) < n.

Analogicznie r,, (A) < m.

dlm

dnm

CR"”

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa
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Wykfad 12.

Twierdzenie 12.1
Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Wéwczas:

detA#0 < rc=nr,=n

Dowdd réwnosci ry = r,, podamy za chwile. Z wtasnosci (1) — (4) mozemy
sprowadzi¢ A do postaci diagonalnej. Wyznacznik zmieni si¢ jedynie o
znak. Jesli pierwotnie byt £ 0, to taki pozostanie. Mozemy wiec zatozy¢,
ze A— diagonalna. Z drugiej strony powyzsze operacje (1) — (4) nie
zmieniaja ry i rg.

101 /278
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Twierdzenie 12.2

Rzad kolumnowy dowolnej macierzy M jest réwny jej rzedowi
wierszowemu.

Dowdd

|

Niech ry = r, r,, = q macierzy M,
Niech wiersze o numerach iy, i, ..., ig i kolumny o numerach ji, jo,...,jr
macierzy M beda liniowo niezalezne. Wéwczas:

© Kazdy wiersz tej macierzy jest kombinacja liniowa wybranych wierszy
o numerach iy, ip, -+, ig.
@ Jedli jakakolwiek kombinacja kolumn o wskaznikach ji, j2,- - ,Jjr
rowna sie 0, to wszystkie wspotczynniki tej kombinacji sg réwne 0.
Rozpatrzmy uktad réwnan
alix1+...+aimxm=0
(+) a1x1+ ...+ amxm =0

amxi+ ...+ anmxm =0

= =T = = = 7 -
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Uktad (x) jest réwnowazny uktadowi:
ap1X1 + ...+ aigmXm = 0
(**) ap1X1 + ...+ ap,mXm =0
dj,1X1 AF ooo TAr di;mXm = 0

Istotnie z (1) wynika, ze kazde réwnanie uktadu (x) jest kombinacja liniowa
rownan uktadu (xx), ponadto kazde réwnanie uktadu (*x) jest réwnaniem
uktadu (x). Wobec tego zbiory rozwiazan ukfaddw (x) i (*x) sa identyczne.
Niech M; bedzie macierza wspdtczynnikéw uktadu (*x). Udowodnimy, ze

kolumny o numerach ji, j2, ..., j, macierzy M; sg réwniez liniowo
niezalezne.

Zatézmy, ze kombinacja liniowa tych kolumn o wspdétczynnikach
aj,, @y, -+ -, aj, réwna sie 0.

Przyjmijmy a; =0dla i & {j1,/2,...,jr}. Wtedy (a1, a2,...,am) jest
rozwigzaniem uktadu (xx), a zatem i uktadu (x).
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Dowéd c.d.

Wynika stad, ze kombinacja liniowa kolumn o numerach ji, o, ..., j
macierzy M o wspétczynnikach aj;, aj,, ..., aj réwna sie 0.

Stad na mocy (2) : aj = aj, =...=a;, =0.

A zatem kolumny o wskaznikach ji, jo,-- - ,j, macierzy M; s3 tez liniowo
niezalezne.

Stad rx(My) = r. Poniewaz M; ma g wierszy, wiec rx(M) < g, a zatem
g > r. Zamieniajac rolami wiersze i kolumny otrzymamy nieréwnos¢:
r > q, astad r = g, co konczy dowdd.

Definicja 12.3

Niech A— macierz (n x m). Wspdlna warto$¢ rzedu kolumnowego i
wierszowego macierzy A nazywamy rzedem macierzy A i oznaczamy r(A).
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Twierdzenie 12.4
Niech A— macierz kwadratowa stopnia n. Wéwczas:

detA#0 < r(A)=n.

Dowéd
Zmiana kolejnosci wierszy lub kolumn oraz dodawanie jednego wiersza lub
kolumny do innego wiersza lub kolumny pomnozonej przez skalar (element
ciata) nie wptywa na rzad macierzy i moze jedynie zmienié znak
wyznacznika.
Wystarczy wiec rozpatrzy¢ przypadek, gdy A jest macierza diagonalna.

ail ... 0

. : 1 (def)

O#det| : = [l ai ="anaxn:--am < r(A)=n.

0 ... am =
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Twierdzenie 12.5

Niech M bedzie (n x m) macierza. Wéwczas r(M) = r <= r jest
najwieksza taka liczbg catkowita nieujemna, ze po usunieciu pewnych
(n —r) wierszy i (m — r) kolumn otrzymamy z macierzy M macierz
stopnia r o wyznaczniku # 0.

Pozostawione kolumny i wiersze s w tym przypadku liniowo niezalezne.

Dowéd

Niech r bedzie najwiekszym stopniem macierzy o réznym od zera
wyznaczniku, ktéra mozna otrzymaé z danej macierzy M skreslajac pewne
jej wiersze i kolumny. Wéwczas r(M) > 0, gdyz na mocy twierdzenia 12.4
nieskreslone kolumny s3 liniowo niezalezne. Z drugiej strony, z macierzy M
mozna wybra¢ r(M) wierszy liniowo niezaleznych; odrzucajac pozostate
otrzymamy macierz M’ rzedu r(M). Wobec tego mozna z macierzy M’
wybra¢ r(M) kolumn liniowo niezaleznych; skreslajac pozostate otrzymamy
macierz kwadratowa M” stopnia r(M) i rzedu r(M), a wiec (na mocy
twierdzenia 12.4) det M” £ 0. Wynika stad, ze r > r(M), co wobec
wykazanej poprzednio nieréwnosci r < r(M) dowodzi réwnosci r = r(M).

= rr - - = "
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Jedli A— macierz (m x n), to r(A) < min(m, n).

135
°A_[2 0 4]

([233])=

o[ 3]0 )
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Definicja 12.6

Niech A macierz n x m.

Przez i— ty minor (A;) macierzy A rozumiemy wyznacznik macierzy
kwadratowej otrzymanej z macierzy A po usunieciu z niej ostatnich
(m — i) kolumn oraz ostatnich (n — i) wierszy.

d11 412 413
A= | a1 ax ax

431 432 4as3
A1 =det| a1 } = a1,

ail anp
As = det = ai1az — anari,
d11 412 413

Az =det | ax1 ax» ax —detA
da31 d32 4ds3
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Rzad macierzy nie ulegnie zmianie, jesli wykonamy ktérakolwiek z
nastepujacych operacji:
© przestawienie wierszy macierzy
@ przestawienie kolumn macierzy
© dodanie do jednego wiersza innego wiersza pomnozonego przez skalar
@ dodanie do jednej kolumny innej kolumny pomnozonej przez skalar
© pomnozenie dowolnego wiersza przez skalar rézny od 0

@ pomnozenie dowolnej kolumny przez skalar rézny od 0
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Wykfad 13.

Definicja 13.1

Niech A bedzie macierza (n x m) o wspdétczynnikach rzeczywistych (R),
zespolonych (C) lub wymiernych (Q).
Niech x1, X2, ..., Xy, 0znaczaja niewiadome, a cj, ¢, ..., Cp niech beda
statymi z ciata (R, C, Q). Wyrazenie postaci:

ai1x1 + aeXe + -+ + armXm = €1

ag1Xx1 + axnXe + -+ B2mXm = @

ap1X1 + an2X2 + + -+ + anmXm = Cp
mozna zapisac:

a1 a2 ... aim X1 c1
. dp1 a2 ... am X2 ()]

@ macClerzowo: . . . . o =
dnl dn2 ... dmm Xm Cn
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Definicja 13.1 c.d.

ai1 ai2 ami 1
) a1 az asm C2

o jakorxi | . | +x| . [+ Fxm . =
dnl an2 dnm Cn

@ w postaci: Ax = C, gdzie A- macierz wspotczynnikéw, x - wektor
niewiadomych, C - macierz wyrazéw wolnych

Przyktad

@ x=0=[1][x]=]

]
o 2+y=15[2 3] | -[1]

(it (1))

4x + 15y = 34 15
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Definicja 13.2

Niech Ax = C bedzie uktadem réwnan o macierzy gtéwnej (n x m). Zbiér:

di

d>
(dl,dz,”',dm)EKm DA . =C

dm

nazywamy zbiorem rozwiazan uktadu réwnan liniowych Ax = C.

Uwaga
Powyzszy zbidr rozwigzan moze by¢ pusty. Méwimy wtedy, ze uktad
rownan Ax = C jest sprzeczny.
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Twierdzenie 13.3 (Tw. Kroneckera-Capellego)

Uktad réwnan Ax = C ma rozwigzanie <= rzad macierzy A jest taki
sam jak rzad macierzy uzupetnionej A, = Ac - macierz A z dodatkowa
kolumna C.

Niech a4, ..., a, oznaczaja wektory-kolumny macierzy A i niech C bedzie
wektorem - ostatnig kolumna macierzy A,. Uktad Ax = C mozna zapisac
jako réwnanie wektorowe:

(%) x1o1+...xp0n =C

Elementy di, ..., d, ciata K s3 rozwigzaniem réwnania wektorowego ()
wtedy i tylko wtedy, gdy C € (o, ..., an), tj. gdy przestrzenie
V=(a1,...,an,C)i Vi =(ai1,...,ap) C V s3 identyczne. Réwnosé

V = V4 jest réwnowazna réwnosci wymiaréw

dim(aa,...,an, C) =dim(aq,...,a,), a wiec réwnosci r(A) = r(A,), co
konczy dowdd.

= = = - ~
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Uwaga
Niech A bedzie macierza kwadratowa n x n. Uktad réwnan Ax = C ma
doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(A,) = n.

Dowdd

Niech aq, ..., a, oznaczaja wektory-kolumny kwadratowej macierzy A
i niech C bedzie wektorem - ostatnig kolumna macierzy A,.

Réwnos¢ r(A) = r(Ay) = n jest réwnowazna liniowej niezaleznosci
wektoréw v, . .., o, oraz réwnosci (aq, ..., an, C) = (aq, ..., @), a wiec
jest rébwnowazna stwierdzeniu: C mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako
kombinacje liniowg wektoréw ag, ..., a,. Ta ostatnia wtasnosé jest
oczywiscie réownowazna istnieniu doktadnie jednego rozwigzania uktadu
wektorowego xja1 + . . . xpa, = C, a wiec i uktadu Ax = C.
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Twierdzenie 13.4 (Cramera)

Niech dany bedzie ukfad réwnan liniowych:

11Xy + apxo + ...+ ainXp = C1
a1 X1 + axpxo + ...+ aypxp = &

)

an1X1 + anpXxo + ...+ anpXn = Cp

gdzie ajj, ¢; s3 elementami ciata K (np. R,C,Q) dlai,j=1,...,n.

Niech A bedzie macierza gtowna tego uktadu i niech A; bedzie,
dlai=1,...,n, macierzag powstata przez zastapienie w macierzy A i— tej
kolumny, kolumng wyrazéw wolnych C. Jesli r(A) = n to det A # 0

i jedynym rozwigzaniem powyzszego uktadu jest:

det A;
Xi = ————
" detA’

dlai=1,...,n.
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Jesdli r(A) = n, to dany ukfad réwnan ma doktadnie jedno rozwiazanie

i det A # 0 na mocy twierdzenia 12.4. Pozostaje wiec udowodnié, ze uktfad

det A ..., 9% jest w tym przypadku rozwiazaniem, a wiec ze:

det A det A
31 Geta + o T in‘Ger A = iy
dlai=1,...,n.
Z twierdzenia 10.2 (Laplace’a dla kolumn) wynika, ze

n .
det Aj = ,21(_1)I+Jqdet Ajdlaj=1,...,n, awobec tego:

n n .
Z:la,'j det Aj = -,21 aij(—l)/+fc/det A/j =
J= Jil=

= 121 c,( Zl(_l)l+jaU det A,y) = ¢ detA,
= J:

na mocy wniosku po twierdzeniu 10.2 (Laplace'a dla kolumn).
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Dowéd c.d.

Wobec tego:
Z 7 .
YdetA "

dlai=1,...,n, co nalezato udowodnic.
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Wykfad 14.

Przypomnienie

Przypomnijmy twierdzenie Cramera: Ax = C
A— macierz n X n
rzad n, det A # 0

X1
X2
X =
Xn
. det A;
M T et A’
dlai=1,---,n gdzie Aj— macierz powstata z macierzy A przez

zastapienie kolumny /i kolumna C.
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1 2 3 4
2 1 3 4
A= 0 015
1 200
; i g i 1 2 11
det A = =12 1 -11 =
0 015 12 0
120 0, g3 k22Kl
1 0 -11
2 -3 -11 :‘_03 :11':—337&0
1 0 0
Poniewaz det A # 0, wiec zatozenia tw. Cramera s3 spetnione.
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Przytad c.d.
X1 1
Rozwiazaniem ukfadu: A = 1
X3 1
X4 1
beda: x1 = det£1,X2 = dit3§‘2,>i3 = dit3'§37x4 = et
1 23 4] 11 3 4]
1 1 3 4 2 1 3 4
A=l 015" 011 5|
120 0 110 0|
[1 2 1 4] (1 2 3 1]
21 1 4 21 3 1
A=1o015]"™ 0011
(121 0| 120 1|
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Rozwazanie

Niech Ax = B, gdzie A— macierz n x m.
ail o aim b X1
a1 -+ @m by X2
A= . . . ) B = . y X =
anl " anm bn Xm
Zaktadamy, z r(A) = r(A|B) ,
—_—
zalozenie z tw. Kroneckera-Capellego jest spelnione
aix o aim bi
_ a1 -+ am b
gdzie A|B =
anl '+ amm bn
r(A) = k < min(m, n)
air d12 - dik
a1 a2 - ak
det | . _ _ .| =det(Ak) #0=r(A) =k
akl dk2  cc dkk
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Rozwazanie c.d.

Tutaj Ak jest macierza, ktéra uzyskujemy z macierzy A zmieniajac
kolejno$¢ wierszy tak, by k— pierwszych wierszy byto liniowo niezaleznych.
Nastepnie zmieniajac kolejno$¢ niewiadomych dostajemy, ze k—
pierwszych kolumn macierzy A jest liniowo niezalezne. Mamy wigc:

ail a2 - Ak v am X1 by
ay axp -+ axy - am X2 by
akl ak2 ' akk "t akm Xm by

Pozostate réwnania mozna pomina¢, bo nie s3 liniowo niezalezne)
Zatem uktad:

ai1xy +awxo + ...+ akxk + ...+ atmxm = b1

a2 Xy + axnxo + ...+ anXk + ... + a2mXm = b

anmX1 +amXo + ...+ apkXk + ... + anmXm = bn
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Rozwazanie c.d.

jest rébwnowazny uktadowi:

ai1x1 + awexe + ...+ axk = b1 — a1k p1Xk41 — - — AmXm
ar1X1 + anxo + ...+ axxkx = by — A1 XK1 — - - — A2mXm
ak1x1 + akax2 + ...+ Xk = bk — akk+1Xk41 — - - - — AkmXm

Powyzszy ukfad réwnan ma kwadratowa macierz gtéwna o wyznaczniku
ré6znym od 0.
Teraz skorzystamy z tw. Cramera.

Niewiadome o indeksach: kK + 1, k + 2,--- , m traktujemy jako parametry.
Dlaj=1,...,k
detAT detAj<b — Xk4+13k+1 — Xk423k42 — - - — xmam>
X; = pry
T detA det A
a1l ... dik

gdzie Aj— macierz powstata z macierzy A =

akl .- Ak !
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Rozwazanie c.d.

alj
. 2 z
poprzez zamiene kolumny kolumna wyrazéw wolnych
akj
b1 — a1k4+1Xk+1 — -+ - — A1mXm
b> — a2k f1Xk41 — - — @2mXm
bk — akk+1Xk+1 — - -+ — AkmXm
Korzystajac z wtasnosci wyznacznika mamy dla j =1,..., k:
Ai(b— xii1a — ... — Xpa
— i ( k+1ak+1 mam) _
det A
det Aj(b) det Aj(ak+1) det A;(am)
= — Xkl — oo — ————=X
det A detA <*! detA "
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Jezeli wyjsciowy ukfad réwnan jest niesprzeczny (tzn. spetnione jest tw.
Kroneckera-Capellego) i jego rzad jest mniejszy od liczby niewiadomych m,
to uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

Przyktad

2x1+3x0 — x3+4x4 — x5 =1

X1+ 5x3 — 2x4 + 2x5 = 2

Xp —3x3+ x4 —3x5 =3

2 3 -1 4 -1 1

Liczymy rzad: | 1 0 5 -2 2 2
01 -3 1 -3 3
3 -1
0 5 =—-2+#0
1 -3

2
det | 1
0
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Przyktad c.d.

2 3 -1
r(A)zr( 1 0 5 >:3
01 -3
2x1+3x0 —x3=1—4x4 + x5
x1 +5x3 =2+ 2x4 — 2x5 ,
xp —3x3 =3 — x4 + 3x5

Xa4,X5— parametry.
Rozwigzaniem powyzszego uktad jest:
x1 =28 — Zxy — 12x5

Xp = 21 4 2x4 + 9x5
X3:6—|-gX4+2X5

Zatem ma on nieskonczenie wiele rozwigzan.
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Stwierdzenie 14.1
Jesli rzad macierzy A jest rowny k, to wymiar obrazu homomorfizmu A

jest réwny k, tzn.
dimimA = k

Dowdd

Wszystkie liniowo niezalezne kolumny definiuja liniowo niezalezne elementy
obrazu A.

Stwierdzenie 14.2

| N\

dim imA = r(A)
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Podsumowanie

Niech: Ax = B

ail - aim X1 by
dnl - dmm Xm by,
@ Tw. Kroneckera-Capellego: r(A) = r(A|B) <= Ax = B ma
rozwigzanie

@ n=mAdetA#0= tw. Cramera
@ dimimA = r(A)

A:R™ — R"

imA ={y € R" | 3yerm Ax =y}

W sposéb oczywisty imA jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R”, tzn.
imA C R".
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Podsumowanie c.d.

© Aby zaczaé rozwigzywaé réwnanie Ax = B musimy miec spetnione
zatozenia tw. Kroneckera-Capellego, czyli r(A|B) = r(A)
@ Pokazalismy, ze dimimA = r(A) (tw. 14.1 i 14.2)
imA = gen{Aey, Aey, - - - , Aen} = gen{ kolumny macierzy A}.
R™ > e =(0,0,---,0, 1 ,0,---,0)
i—te miejsce
Uzasadnienie
C VycimAcrR? = dxerm Ax =y

m
X =ai1e + e+ -+ amem = ) a;€
i=1

A(S aje) = 3 ciA(e)) € gen{Aer, Aes, - - - , Aem)
=1 =1
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Podsumowanie c.d.

Wykorzystamy teraz fakt, ze Ae; = i -ta kolumna macierzy A.

a1l alj dlm 0 aij
ani ... a; ... am a;
1 =
an-11 --- @an—1i --- dn—1m an—1j
ani ce anj .. dnm 0 dnj

= (0,0, 70’1’0’... ’0)
gen{Aei, Ae, -+, Aem} dZEf{ Y BiAei | Vici<m Bi € R}
iz

m
Wezmy element z z gen{Ae;, Aes, - -+, Aen} tzn. z = Y [iAe; dla
i=1

pewnyCh 51aﬁ2a toe aﬁm eR
== ;A(ﬂiei) = A( _;1 ﬁie;)
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Podsumowanie c.d.

m
A to oznacza, ze z € imA, bo z = Ax, gdzie x = > [ie;
i=1
imA = gen{kolumny macierzy A}

dimimA = dim (gen{klumny macierzyA})
dimimA = r(A).

Definicja 14.3

Uktad réwnan postaci: Ax = 0 nazywamy uktadem jednorodnym gdzie
X1
ailr ... dilm
. X2
A= - — dowolna macierz (n x m), x=| . | —
dpnl ... dnpm
Xm
macierz niewiadomych, 0 € R”.
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Uwaga

Poniewaz zawsze r(A) = r(A|0), wiec uktady jednorodne nie sg nigdy
sprzeczne i maja zawsze rozwigzanie.

Dowolne rozwigzania ukfadu jednorodnego Ax = 0 jest réwnowazne

opisaniu jadra homomorfizmu A.
ker A= {x € R™ | Ax =0}

Zbidér rozwigzan uktadu jednorodnego jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni R™.

ker AC R™

r(A) = k < min(m, n)
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Wykfad 15.

Réwnania jednorodne: Ax =0
Jak sie szuka rozwigzan réwnania jednorodnego?

© Roéwnanie jednorodne zawsze spetnia tw.
Ax =0 Kroneckera-Capellego

@ Szukanie rozwigzan réwnania jednorodnego
to szukanie jadra homomorfizmu liniowego
:RM™ — R"”
ker A= {y € R™ | Ay = 0} - zbidr wszystkich rozwiazan uktadu
jednorodnego.
Poniewaz ker A C R™ - podprzestrzen liniowa, wiec jej opisanie to np.
znalezienie bazy.

A:R™ — R"
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Woprowadzenie c.d.

Jak to sie robi?

A:R™ — R"

dimimA = r(A)

Niech k = dim ker A. Ponadto z tw. o izomorfizmie mamy, ze:
m — k = dimimA = r(A).

Zatem k = m — r(A)

Rm/kerA = imA

Szukanie rozwigzan

Uktad réwnan jednorodnych Ax = 0 ma zawsze rozwigzanie zerowe.
A:R™ — R"

Jesli n=m i det A #£ 0, to rozwigzanie jest tylko zerowe.
Wybierzmy r(A) liniowo niezaleznych wierszy macierzy A.
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Szukanie rozwigzanh c.d.

Zatézmy, ze kolumny o numerach 1,2, .-, r(A) s3 liniowo niezalezne.
Niech | = r(A).

aiixi1+awxo+ ...+ aimxm =0

ar1x1 + anxo + ...+ amxm =0

anxi +apxo+ ...+ amxm =0
Poniewaz rzad kolumnowy jest réwny rzedowi wierszowemu, mozemy
zatozy¢ (np. przenumerowujac niewiadome), ze /— pierwszych kolumn jest

takze liniowo niezalezne.
aiixy +awexe + ...+ ayx; + ay1x+1 + -+ aimXm =0
(+) ax1X1 + axpXo + ...+ agxy + agj+r1X41 + .- -+ @mXm =0

anx1+apxo + ...+ apx; + aprixi+1+ .-+ amxXm =0

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa 135 /278



Szukanie rozwigzan c.d.

Q Jedli | = m, to istnieje tylko rozwiazanie zerowe.
Q@/<m

Z postaci réwnania (x) traktujemy niewiadome x, X/ 11, . . ., Xm jako
parametry i konstruujemy baze ker A w nastepujacy sposéb:
- Podstawiamy za parametry kolejno:
X/+1, X/+2 e Xm
1, 0, ..., O
0, 1, 0, 0

0, 0, o1
W ten sposéb definiujemy baze jadra ker A, ztozona z (m — [) liniowo
niezaleznych wektoréw.
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Szukanie rozwigzanh c.d.

Do kazdego uktadu zer i jedynek obliczamy x3, xo, . .., X;.
W konsekwencji otrzymujemy m — / liniowo niezaleznych rozwiazan.
Dla uktadu xj41 = 1, x40 =0,..., Xy, = 0 niewiadome x1, X2, ..., X

obliczamy z uktadu:
anxi + ...+ ayx + ay+1x41 =0
(**) aoixi + ...+ ayx; + agi41x41 =0

anxy+...+apx;+ apr1x41 =0
Uktad (x*) powstat z ukfadu (x). Jest to uktad Cramera i niewiadome
X1, X2, . . ., X; znajdujemy ze wzoréw Cramera.
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Przyktad

A: RS - R3

5x1 +4x0 +3x3 +2x4 + x5 =0
6x1 +2x0 +3x3 +2x4 + x5 =0
15x1 + 12xp + 9x3 + 6x4 + 3x5 = 0

r(A) =2, m — 2 = 3 = dim{przestrzeni rozwiazan}

5x1 +4xp +3x3+2x4 + x5 =0
6x1 +2x0 +3x3+2x4 + x5 =0

X3, X4 Xg

1, 0, 0
0, 1, 0
0, 0, 1

9

5x1 +4x0 +3x3 +2x4 + x5 =0 5x1 + 4xp = —3
6x1 +2x0 +3x3+2x4 + x5 =0 6x1 + 2x0 = —3

— ot

138 /278

=T

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa



Przyktad c.d.

-3 4

_3 2 5x1 +4xp = —2
X1 = e :_LM——% 6x1 +2xp = —2

i

5 _3 X1 = 2 2 — 4 _ _2

—14 —14 7

o — & 2] & _ & 5 -2

5 _3 —14 14 6 _2 ) .

6 —3 X2 = —142 1_ —14 — ~ 7
Odp.L.: (~3,-3,1,0,0) Odp.2.: (~%,-7,0,1,0

139 /278
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Przyktad c.d.

{ 5x1 +4x0 = —1

6x1 +2x0 = —1
-1 4
-1 2
_ _ 2 _ 1
XN="="g T -1~ "7
5 -1
6 —1 o .

= 14— "14
Odp.3.: (-3,-%,0,0,1)
Rozwiazanie:

3 3 2 1 1 1
<_77_14717070>7(_77_7707170)7<_77_14707071>
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Ax = B - ukfad réwnan liniowych

A:R™ — R"?
X = (X1,X2, .-+, Xm)
Rozwigzanie uktadu réwnan:
X1 by
ZR:{(X]_,XQ,...,Xm)eRm’A X2 _ b2 }:
Xm bn

:{XER’"|AXZB}

Rozwazmy A : R? — R?

air a x| _| b e ) Fux +any =bh
a1 a» y by anx + axny = b
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Uwaga c.d.

Jedli:

@ det A # 0 - istnieje doktadnie jedno rozwigzanie

o det A =0 - tw. Kroneckera-Capellego
r(A) =0 - nie ma o czym méwié
Pozostaje przypadek r(A) = 1.
Jedli r(A) = 1 i spetnione s3 zatozenia tw. Kroneckera-Capellego, to
réwnanie Ax = B jest rownowazne réwnaniu ajixiy + aipxo = by. Stad
zbidr rozwigzah jest prost3.

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa 142 /278



Rysunek: Rozwiazanie
uktadu jednorodnego

Rysunek: Rozwiazanie
uktadu jednorodnego
przesunietego o wektor

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat |

Algebra liniowa
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Wykfad 16.

Twierdzenie 16.1

Niech:

(x) Ax=B

bedzie liniowym uktfadem réwnan z macierza gtéwna A o n— wierszach
i m— kolumnach oraz wyrazach wolnych B. Zatézmy, ze r(A) = r(A|B).
Wtedy zbidr rozwigzan (ZR) ukfadu (x) ma postac:

d+ D CR",

gdzie
@ d jest szczegdlnym rozwigzaniem ukfadu (x) (tzn. Ad = B)
@ D = ker A (tzn. jest rozwigzaniem uktadu jednorodnego)

Rozwigzanie (x) jest wiec zbiorem postaci:

d+ DY {d+xecR™ | xeD.

mid = = vyt
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ZR =d + D, gdzie D = {x € R™ | Ax =0}.
" D" Niech: d + D 3 x = d + ¢, gdzie c € D. Wtedy:

Ax=A(d+c)=Ad+Ac=B+0=B.

" C " Niech:
x€e€/ZR= Ax=B
Ad = B - poniewaz d jest szczegdlnym rozwigzaniem.
o Jezeli x = d, to:
detA#£0
ikerA=D={0}=x=d+0=d+D.
o Jezeli x # d, to:
A(x — d) = Ax — Ad = 0. Oznacza to, ze x — d € D. Stad:
depx—d=z=x=d+zed+D.
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Przyktad

Niech:
x1+x+- - +xp=5

© Rozwiazanie szczegélne (5,0, - - ,0)
@ ZR=(5,0,---,0)+ D

Definicja 16.2

Uktadem schodkowym nazywamy uktad réwnan liniowych postaci:
aixy +awxe + ...+ auXe + ...+ anxn = by
a0Xo + ...+ aXi + ...amxn = b

akkXk + ...+ aknXn = by
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Obserwacja

© Kazdy ukfad réwnan mozna sprowadzi¢ poprzez operacje elementarne
do postaci schodkowej

@ Jezeli wykonujac operacje elementarne na wierszach macierzy [A|l],
uzyskamy macierz [I|B], to B = A~1,

gdzie:
ail1 ... din 1 ... 0
[A|I] = ‘ : : )
dnl ... dnpn o ... 1
1 ... 0 bii ... bip
[/|B] = ‘ : :
0 1 b bnn
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Przyktad

o
x+y+z=1 X+y+z=
xX+2y+4z=2 =< y+3z=1 =
2x+3y+3z=1 y+z=-1
x+y+z=1 z=
=< y+3z=1 = y=-2
—2z=-2 X =
(2]
x+y—z=1 xX+y—z=1 x+y—z=1
2x+y+z=1 =< —y+3z=-1 =1 —y+3z=-1 =
4x+3y—z=5 —y+3z=1 0=2
= Sprzecznos¢
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Niech: A: R™ — R".

r(A) = dimimA,
bo obraz jest generowany przez kolumny macierzy A.
Niech dim ker A = /. Wtedy:

Definicja 16.3

Niech V - przestrzen liniowa wymiaru n, Vj C V - podprzestrzen liniowa.
Vi definiuje nastepujaca relacje réownowaznosci ~ na przestrzeni V :

def
Vvwev Vo~ w & v—_we V.
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Relacja ~ z definicji 16.3, jako relacja réwnowaznosci, jest:

@ zwrotna: v ~ v
v—veW

@ symetryczna: v~ w = W ~ Vv
v-weVi=—-(v-w)=w—-veW

@ przechodnia: v~ wAwW~t=v~t

v—weViAw—te V1:>(V—W)—<—(W—t))zv—t€ Vi

Stwierdzenie 16.4

Zbidr klas abstrakcji relacji ~ definiuje przestrzer ilorazowa V' /.

Klase abstrakcji elementu v € V bedziemy oznaczaé przez [v].
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Cwiczenie
Pokaza¢, ze:
QO [vl=v+Vi={v+x|xe WV}
Q@ [x],lyl € V/vy = [x]+¥] =[x+ ]
Q@ [0 eV/y
Q Vier AlX] = [Ax]

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa
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Wykfad 17.

Przypomnienie

Niech: V — przestrzen wymiaru n nad dowolnym ciatem
K, W C V— podprzestrzen przestrzeni V.
Okreslmy relacje rownowaznosci ~. Dla
vi,vo € V3 ~ vo <= v; — v» € W. Relacja ta jest:
@ zwrotna: Vycy v ~ v
@ symetryczna: V, y,ev Vi ~ Vo = Vo ~ vy
@ przechodnia: V', v, vsev Vi ~ 2 A Vo~ v3 = vi ~ 3
Relacja réwnowaznosci ~ dzieli V' na klasy abstrakgji.
Klasa abstrakcji elementu v € V definiujemy jako [v] = {v/ € V | v/ ~ v}.
Zbiér klas abstrakcji elementéw z V oznaczamy V/yy.
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Struktura przestrzeni liniowe;j

Na zbiér klas abstrakcji wprowadzamy strukture przestrzeni liniowe;.
Przestrzen V /y definiujemy jako zbidr klas abstrakcji przestrzeni V.
Wprowadzamy dziatania:

® Vv wlev/w V1] + [vo] = [v1 + vo]
® Yjev/w Vaek Alv] = [Av]
Mozemy pokazad, ze powyzsza definicja nie zalezy od wyboru
reprezentantéw.
v]={vi+w|weW}
w]={vw+w|we W}
[vi + wo] =[(vi + v2) + W]
Pokazemy, ze:

Vi ~vp
{N = ()~ (v + v2)
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Struktura przestrzeni liniowej c.d.

Wiemy, ze:

Vicv = vi—vi €W

vy~ vy = vp—wneW

Poniewaz W jest podprzestrzenia liniowa, wiec:

(vi—vi)+(vj —w) e W

(Y +4) = (n+v2) < (1 +v2)~ (v + ).

Otrzymujemy stad wniosek, ze V//yy jest zbiorem z dziataniem dodawania,
ktére jest taczne i przemienne.

Pokazemy teraz, ze drugie dziatanie z definicji, mnozenie przez skalar, nie
zalezy od wyboru reprezentanta v.

Wezmy [V'] € V taki, ze [V/]=[v]=v -V e W.

Musimy udowodnié, ze A[v'] = [A\V/] = A[v].

Poniewaz W jest podprzestrzenia liniowa, wiec

AMv—Vv)=(QQv-X\)e W

Zatem \v ~ \V/, stad Av = \V/.

Warto zauwazy¢ tez, ze [0] € V/w .

v
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Twierdzenie 17.1
Niech V — przestrzen liniowa, W C V — podprzestrzen. Zbior klas
abstrakcji V' /\w jest przestrzenia linowa z dziataniem indukowanym z V
takim, ze:

® Yy nev [vi] + [vo] = [vi] + [v2]

o VievVaek Alv] = [\V]

o V=R% W={0}

\//W: V., bo (V1+0)+(V2+0):(V1+V2)+0
o V=R% W =R?

V/w = {0}— zerowa przestrzen

Uzasadnienie:
W tym przypadku V//w jest zbiorem jednoelementowym, tzn.

VV1,V2€V Vi~V <— (V1—V2)E w
Vvev 0+v=v+v < [0] =[v]
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Przyktady c.d.

o V=R2 W ={(x,0) € R? | x e R}
V/iw={v+x|xeW}
Udowodnimy, ze dimg V/y = 1.
Pokazemy, ze baza V//y jest dowolna klasa abstrakgji:
[v]e V/w,v> W.
W tym celu wyznaczmy dowolng klase abstrakgji:
Vixyev her [(x¥)] = A(=1,1)] <= (xy) = A(-1,1) e W =
Der (x+ A,y —A) =(2,0)
[(—1,1)] € V/w i jest baza.
X+A=z
y=2A
(y) =y(=1,1) = (x+y,00 e W
Pokazalismy, ze V. yev [(x,y)] = [(—y, ¥)] = y[(-1,1)]
Zatem V//\y jest przestrzenia liniowa wymiaru 1 o bazie [(—1,1)].
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Twierdzenie 17.2

Niech V' bedzie n— wymiarowa przestrzenia liniowa, a W C V jej
k— wymiarowg podprzestrzenia (0 < k < n). Wdwczas:

dimV/w =n— k.

Dowéd

Niech f1, f, ..., fx— baza przestrzeni W. Z tw. 4.3 (Steinitza) wiemy, ze
istnieje baza przestrzeni V postaci: fi, f, ..., fx, fut1, ..., fn.
Udowodnimy, ze uktad wektoréw: [fxi1], [fkt2],- - -, [fa] jest baza
przestrzeni V /. Do pokazania mamy, ze ukfad wektoréw

[fk-i-l]: [fk+2]7 ocog [fn] :

@ jest liniowo niezalezny

@ generuje V/yy
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1. Liniowa niezaleznos¢:
ar[fer1] + .- Fankl[fa] =0 <= [aafyp1+ ...+ apkfn] =0 —
a1fer1r + ..o+ ap_kfn € W. Z definicji kazdy wektor z W jest

kombinacjja liniowg wektoréw fi, f, ..., fx. Stad:

Oélfk+1 + ...+ kfh=01+ ...+ Brfx. Mamy

alfk+1 + ...+ a,kfy— 1 — ... — Bk =0.

Poniewaz uktad fi,..., fx, fex1,. .., f, jest baza V/, wiec jest liniowo
niezalezny, stad a1 = ... = ap_x = 0.

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa 158 /278



Dowdd c.d.
2. Pokazujemy, ze [fx11], [fxx2]s - - -, [fn] generuje V/w

Viev/w X =71 + oo+ Ve tyksiferr + oo+ Yafs

ew
Z def. ~ mamy: x ~ Ygt1fxs1 + ... + Ynfn,
czyli (X— > ’y,-f}) ew

i=k+1

Stad: [X] = [Vk41fis1 + - + Wnfa] = Yetalfira] + - - 4 Ynlfal-
Stad dim V' /w = n— k.
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Twierdzenie 17.3 (o izomorfizmie)

Niech A : Vi — V& - homomorfizm przestrzeni liniowych wymiaréw m i n
odpowiednio. Wéwczas V1 /\er a jest izomorficzne z im A, tzn.

e~ A

Vi/ ker A

V. .
l/kerAﬁZmA
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Zauwazmy, ze odwzorowanie o : Vj — Vl/kerA zdefiniowane wzorem:
vVGV vV — [V]
jest homomorfizmem przestrzeni liniowych.
Udowodnimy, ze
V; A .
l/kerA SimACV
jest izomorfizmem zdefiniowanym nastepujaco.
. —- def
Niech: Vigev ), ., A(LX]) = A(x).

Musimy pokaza¢, ze A jest dobrze zdefiniowane, tzn. jezeli [x] = [x'], to
A(Ix]) = A, cali A(x) = AKX).

Ale:

x—x €kerA <= Ax—x")=0
Ax — Ax' =0

Ax = Ax/
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Wprowadzmy teraz lemat:

f:V — W jest izomorfizmem przestrzeni liniowych
< kerf =0,im f = W

Dowdd lematu

"="f—"na", stad im f = W

f— izomorfizm = f(x) = f(x') = x=x" = kerf =0

" <" Zaktadamy, ze kerf =0 iim f = W = f jest epimorfizmem
("na").

f— réznowartosciowa, stad f(x) = f(x') = x — x’ € kerf = x = x’

Z definicji A jest "na" i ker(A) = 0. Stad i z lematu A jest izomorfizmem.
Co konczy dowdd.
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Wykfad 18.

Przypomnienie

Niech: A: V — W - homomorfizm skonczenie wymiarowych przestrzeni
liniowych.

ker A= {x € V| Ax =0} C V - podprzestrzen liniowa V.

Niech dim V = n,dimker A = k.

Poniewaz ker A jest podprzestrzenia liniowa V, wiec k < n.
ZdefiniowaliSmy przestrzen ilorazowa V/kerA. Pokazali$my, ze:

dim Y /xera = n — k.

Vera = {x+ker A | x € V} - zbiér warstw
(x + ker A) + (y + kerA) = (x + y) + ker A
A(x + ker A) = Ax + ker A

V/kerA:imA
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Definicja 18.1

Niech A: V — V bedzie homomorfizmem przestrzeni liniowych. Wartoscia
wiasng A € K (R, C) homomorfizmu A nazywamy skalar A, dla ktérego
istnieje element 0 # v € V| taki ze:

A(v) = v

Definicja 18.2
Powyzej zdefiniowany niezerowy wektor v € V' nazywamy wektorem
wtasnym wartosci wtasnej A.
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© Niech A: R — R homomorfizm liniowy.
Istnieje doktadnie jedna warto$¢ wtasna homomorfizmu A.
A=la] < A(l)=a
Vier A(x) = A(x - 1) = xA(1) = xa
Stad tylko a jest wartoscig wtasna A.
@ Niech )\ € K bedzie wartoscig wtasng A, zatem:
Jotxev A(x) = Ax
Ax=Ax < Ax—Ax=0 <= (A—A)x=0

Definicja 18.3

Wielomianem charakterystycznym homomorfizmu A : V — V nazywamy
wielomian p(A) = det(A — Al).
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W powyzsze] definicji oznaczamy przez A zaréowno homomorfizm jak i jego
macierz w pewnej bazie e1, e, ..., €p.

Okazuje sie, ze jesli macierz przedstawimy w dowolnej innej bazie, (np.
fi,f, ..., ), to wielomian charakterystyczny p(\) bedzie taki sam.

A— macierz A w bazie e, e, ..., €.

C— macierz przejscia z bazy ej, e, ..., e, do bazy fi,f, ..., 7.

CAC~1— macierz A w bazie fi, b, ..., f,.

Z jednej strony:

det A = det(CAC™1) = det Cdet Adet C~1 =
= det Adet Cdet C~1 = det Adet| = det A.

Z drugiej:

det(A — Al) = 1det(A — Al) = det | det(A — Al) =
= det(CC~ 1) det(A — Al) = det Cdet C~Ldet(A — Al) = (%)
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Korzystajac ze wzoru Cauchy'ego: det(AB) = det Adet B
Zatem:

(¥) = det C det(A — Al)det C~1 = det (C(A — Al)) det C 1 =
det (C(A = A)C™1) = det(CAC™L = )

a1l — A aip ce ain
ani anp — AL aon
A— )= .
anl an2 **+ dnn — A

A-AN=0 << Ax=Ax
det(A — Al) = p(A)
deg p(A) = n
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Q[3):R—R
detfa— A\ =0 <= a—\A=0 < A=a
L 2 o 2
9[3 4].R — R
3 4 — )\

det[l_)‘ 2 1_0<:>(1—/\)(4—>\)—6_O<:>
A—MA+X2—-6=0 < N -51-2=0
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Przyktady c.d.

wektory wektory
dim WlaSI%e' —1 dim Wlasrze. 1
wartosci wartosci
wlasnej \; wlasnej A\

0 75 x1 € ker A;

0 # xo € ker Ay

Pokazemy, ze x1, x> tworza baze R2. W tym celu udowodnimy, ze x; i xo
sg liniowo niezalezne.

a1xy + asxo =0 /A

a1Ax1 + axAxo =0

Skoro: Ax; = A1x1, Axo = Aoxp, to:
a1A1xX1 + asdoxo = 0

A; i R2 - R?

Ay : R? — R?

Aixy =0

Aixo =0 < Axo = \ixo
Musimy pokazaé, ze Ajxp # 0.

T

™y ™ - - =

AN
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A1X2 7£ 0

Dowéd lematu

Przypus¢my, ze A1xp =0 <= Axx=Aixo <= xx=(A-—\M)x =1
Axo = Xoxo

= A1 = Ao - sprzecznos$c
AX2 = )\1X2 1 2 P

Podsumowanie

Macierz A w bazie x1, x> :
Axy = A\i1xq A O
AX2 = )\2X2 0 )\2
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Szukanie pierwiastkéw (miejsc zerowych) wielomianu charakterystycznego
nie jest banalne.

y1=x1+2x2

Yo=—x1+x
1—-A 2 2
det[ 1 1_)\]_)\ —2\+3

A<O
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Wykfad 19.

Wprowadzenie

Niech A: V — V endomorfizm przestrzeni liniowej V, takiej ze

dim V < oo.

Macierz A w pewnej dowolnej bazie jest kwadratowa. Wartos¢ wtasna
endomorfizmu A jest to pierwiastek wielomianu charakterystycznego p(\)
macierzy, gdzie p(\) = det(A — Al).

Pokazalismy, ze p()\) nie zalezy od wyboru bazy do przedstawienia
macierzy A, co méwiac inaczej oznacza, ze p(\) jest zwigzany tylko z
endomorfizmem A: V — V.

Wektorem wtasnym wartosci wtasnej A\g (p(Ao) = 0) nazywamy element
przestrzeni rozwigzan uktadu réwnan jednorodnych: (A — A\gl)X = 0.
Uktad ten ma zawsze rozwigzanie, bo det(A — \ol) = 0.
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@ endomorfizm - homomorfizm z tej samej przestrzeni w siebie
@ monomorfizm - homomorfizm réznowartosciowy ("1 —1")
@ epimorfizm - homomorfizm bedacy surjekcja ("na")

@ izomorfizm - homomorfizm "1 — 1" i "na

Twierdzenie 19.1

Niech: A: V — V, dimg V < 0o, K=R (C).
Niezerowe wektory wtasne wy, wa, . .., Wy, endomorfizmu A majace rézne
wartosci wtasne sa liniowo niezalezne.
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Niech:
(x) cawi +agwo + ... + apwy = 0.

Woéwczas V; a; = 0,

Wi — Aj <~ W, c V( i)
~—~ ~—~
wektor wlasny wartos¢ wlasna

Niech i = 1. Wéwczas:

AW1 = /\1W1 <~ (A — )\1|)W1 =0

(A= D(1iws + agwo + ... + apwy,) =0

al(A — )\1|)W1 aF OéQ(A — )\1|)W2 AF o oo AR Oém(A - )\1|)Wm =0

Skoro (A = )\1|)W1 =0, to O[2(AW2 = )\1W2) +...+ Oém(AWm = )\1Wm) =0
Stad:

062(A2 = )\1)W2 + ...+ Oém(Am = )\1)Wm =0

Poniewaz wartosci wtasne s3 rézne, to ostatnie réwnanie jest krétsza
kombinacja liniowa ().
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Definicja 19.2

Zbiér {v € V | Av = A\gv} = ker(A — \ol) nazywamy podprzestrzenia
wtasng wartosci wtasnej Ag i oznaczamy V() € V.

1 2
11—\ 2 ) )
POY=| 757 370 [ = A-NB-N-4=3- N4 = N2 —4r-1

Liczymy pierwiastki:
A =16 +4 = 20, f 2V5
A== %‘[ =2=

= wartosci wtasne A
A2 = 4+%f—2+\f }
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Przyktad c.d.
A =2++5
V@ +V5) = {(x.y) €R?| [; 31 U]:mﬁ)(x,y)}

x+2y = (2 +/5)x N (-1 —+5)x+2y =0
2x + 3y = (2+V5)y 2x + (1 =By =0

{y—(§+“f)x :{X

2x+%x+32ﬁx—(2+\/§)(%+%)xzo y
-1-v5 2

Vi2+v5) :a(l,%+§)- prosta o réwnaniu (—1 — v/5)x +2y =0

o

I
Nl= =
NS

+
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Przyktad c.d

Ao=2—-1/5
Vo=t e® 1 [ 3 3] [ ¥] - - varmm

x4 2y = (2 — VB)x N (—14+VB)x+2y =0
2x +3y = (2—V/5)y 2x 4+ (1 +/5)y =

{y=(§—‘§§)x :{x:l
2x+2x 3\2/gx (2 — V5)( fﬁ)x:o _%—
-14++6 2
2 1++5

Vio—vs) = (1, 1 — ¥) - prosta o réwnaniu (—1 + v5)x +2y =0

det
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Przyktad c.d

w bazie (1,1 + ¥3), (1,1 — ¥8) ?

1

Jak wyglada endomorfizm l g
AL +%)=(2-VE)(L3+%)
AL L =) = 2+ VB)(1,1 - ¥B)
Endomorfizm A w tej bazie ma postac:
2+v5 0

0 2-+5
A:V -V
det(A — Al) = p(A) - wielomian charakterystyczny
Jezeli dziatamy w ciele liczb zespolonych, to nasz wielomian rozktada sie
na iloczyn wielomiandéw liniowych (C jest algebraicznie domkniete, tzn.
kazdy wielomian ma pierwiastek).
W R nie kazdy wielomian ma pierwiastek.

HI\JM—\ N =

\% \%
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Kilka prostych obserwacji
Niec f : V — V bedzie odwzorowaniem liniowym, skonczenie wymiarowej
przestrzeni liniowej V' o rzeczywistej macierzy kwadratowej A. Zatézmy ze,
wielomian charakterystyczny: pa(A\) = det(A — Al) ma stopien n.

Niech wszystkie jego pierwiastki sa rézne i niezerowe. Oznaczmy je przez
AL, A2,y Ape

Woéwczas uktad niezerowych wektoréw wtasnych w; € V() jest baza n
wymiarowej przestrzeni V.

Macierz A w bazie wy, ws, ..., w, jest diagonalna i ma postac:
A0 ... 0
0 X ... O
0 0 ... A,

179 /278
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Twierdzenie 19.3

Niech A: V — V dimg V = n. Wbweczas istnieje jedno- lub
dwuwymiarowa podprzestrzeri V; C V, taka ze A(V4) C Vi.
(Innymi stowy istnieje podprzestrzen V; C V/, taka ze A(V1) C Vq i
dimVy =1 lub?2).

Dowéd

Niech pa(\) wielomian charakterystyczny macierzy A.

1. pa(X) ma pierwiastek rzeczywisty
Niech to bedzie A1, czyli pa(A1) = 0. Z definicji istnieje
w#0,we V()\l).
Aw = \iw.
W tym przypadku szukana Vi = gen{w}.
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2. pa(A) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Kazdy wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych jest iloczynem
wielomianéw liniowych lub kwadratowych.
Ao - pierwiastek pa(A) = (A — Ao)|pa(A) (tw. Bezout).
Jesli pa(Xo) = 0, to pa(Xo) =0
(A= 20)(A = Xo) = A2 — (Ao — Xo)A -+ AoAo - dwumian kwadratowy
Niech \% = o + 3i pierwiastek zespolony pa()\)
(tzn. pa(A°) = 0), zag A = [a;;]. Wtedy:
(311 — )\0)X1 +ax0+ ...+ a1px, =0
anx1 + (a2 — A%)x + ... + a2nxp = 0

aniXt + ...+ ann—1Xp—1 + (ann - AO)Xn =0
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Niech (€9 +ndi,..., €% 4+ 7%) bedzie rozwiazaniem powyzszego

jednorodnego ukfadu réwnan.

[ &+ Qi
A : = (a+ Bi)
L &0+ nSi
[ &9 7}
Al 1 | +iAl| | =
| &0 n’
£9 n?
=a| @ |+ai| ¢ | +0i
3 Uk

& +ndi
&9+ nSi
0
1

0
n
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Poréwnujemy cze$¢ urojong i rzeczywista
[ &1 ] [ f? 77? ]
Al o | =al @ | =B :
L &) L& iy |
[ ] [ 1] & ]
Al @ | =a| @ |+
[ 75 | L 7y | & |
i) [
Vi = gen{ : , : } Ponadto dimV; < 2.
o L
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Twierdzenie 19.4

Niech V — n— wymiarowa przestrzen liniowa nad R, zas A: V — V.
Woéwczas istnieje W C V taka, ze A\W) =W idimW < 2.

0 2 -1
A=| 2 0 -1
-1 -1 3
A 2 -1
p(\) =det(A—A)=det | 2 —x -1 =
1 -1 3-2)
wo—wq
) 2 -1
det| 24X —A—2 0 |=(x
~1 -1 3-2)
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Przyktad c.d.

Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza:

(—1)1*2(2+ \) detl ol

2
-1 3-AX

(—1)2+2(—\ — 2) det l -l

—il g
=(=2=-A)(6-2A—1)+ (2= A)(-3XA+ A2 -1)=
=(-2-2)0B-22-32+X-1)=
=(—2-X)()2—-51+4) =

=222 +10A-8—-A3+5X2—-4A=-23+3)2+6)A—-8=
=A+2)A=4)(A-1)

p(A)=0 <= A=-2vAi=4vIi=1

Wartosci wiasne: —2,1.4
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Przyktad c.d.

Szukamy wektoréw wiasnych.

o \N=-2

2 2 -1 X 0

2 2 -1 y|l=10

-1 -1 5 z 0

2x4+2y—z=0

2x4+2y —z=0 :>{2X+2y20 :{X:_y =

X —y457=0 —x—y=0 z=0

1

Wektor wtasny dla wartosci wtasnej A = —2 to | —1

0
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Przyktad c.d.

o \=1
-1 2 -1 X 0
2 -1 -1 y |=10
-1 -1 2 z 0
—x+2y—z=0 —x+2y=1
2x—y—z=0 =< 2x—y=1 =
_X—y+2ZIO Z:%(X‘f’y)
x=2y—1 y=1
¢ 4dy-2—-y=1 =¢ x=1 =
z:%(x—l—y) z=1
1
Wektor wtasny dla wartosci wtasnej A =1,to | 1
1
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Przyktad c.d.

e \=14
—4 2 -1 X 0
2 —4 -1 y| =160
-1 -1 -1 z 0

—4x+2y—z=0
2x—4y —z=0
—x—y—z=0

=

4 S, S
:>{ X+ 2y =2x — 4y
Z=—-XxX—-Y

z=—4x+2y
z=2x—4y
Z=—X—Yy
y:X:l
:>{ z=-2
1

Wektor wtasny dla wartosci wtasnej A =4,to | 1

-2

=

=
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Przyktad c.d.

1 1 1
det| —1 1 1 =-2—-1-1-2=-6
0 1 -2
vi =[1,-1,0l, v =[1,1,1],v3 =[1,1,-2]
AVl = —2V1
Avo = vy
AV3 = 4V3
-2 0 0
W bazie vi, v», v3 nasza macierz ma postac: 0 1 0
0 0 4
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Wykfad 20.

Twierdzenie 20.1

Jezeli macierz A jest symetryczna, tzn. AT = A i rzeczywista
(Vi<i j<n Ajj ER ), to wszystkie pierwiastki wielomianu
charakterystycznego p(\) = det(A — \l) sa rzeczywiste.

Dowdd

Niech: A= [Aj],Aj € R
1<i,j<n

pA()\) =0=MXeR
Niech A bedzie pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego macierzy A.
Pokazemy, ze:

A=A\

det(A— Al) =0
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Oznacza to, ze ukfad réwnan > (A — Adi)xxk =0, i=1,...,n ma
K

niezerowe rozwiazanie
(A11 = )\)Xl + Apxo+ ...+ Aipxp =0

— (*) Ax1x1 + (A22 = /\)X2 + ...+ Apxp =0

)

Apix1 +Ampxo + ...+ (Ann = )\)Xn =0

: 1 i=k
Natomiast: d;x = { 0 itk to tzw. delta Kroneckera.
Poniewaz pa(A) = 0, wiec pa(A) = 0.
Niech (x1,x2, ..., x,) bedzie niezerowym rozwigzaniem ukfadu réwnan
liniowych ().
Udowodnimy, ze liczby (x1,X2, . ..,X,) sa rozwigzaniami ukfadu réwnan:

> (Aik — Aix)xk = 0,
K

gdzie i=1,2,...,n.

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa
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(A11 —X)71+Ai272+‘--+A1n7n: 0

Anixi+ (A — AN)xa+ ...+ AxpXp =0

AnXi + A + ...+ (Anp — X)X =0
Zatem:

D (Aik = Mi )%k = > (A — M )xc = D _(Aik — Adig)xk = 0
P K K

Stad i z definicji wartosci whasnej: Ax = Ax i AX = XX lub
Eijika = \x; [x;, Ekj AiuXic = XX |xi

Arixi + ...+ Ainxn = Axq AuiXi+ ...+ AipXp = EXT
Aoix1 + ...+ Aznxn = Ax2 N AnXT + ...+ AxnXn = XX

AniX1 + - ..+ ApnXn = AXp AniXT + ...+ ApnXn = A\Xp
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Dlai=1,...,n
> Auxicki = AlxiiY - Auioxi = Xxil®
k K
Stad sumujac " lewe strony”
D AixiXi =Y AuXixi
ik ik

i korzystajac z faktu, ze macierz jest symetryczna , Ay = Ay, oraz
"AixiXi = AkixixXx' dostajemy, ze:

> AuXiXi = > AikXiXi
iR i

Stad AY 2 £ XY [xil?

A = ) co nalezato pokazaé.
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Wykfad 21.

Macierz Pauliego:

a=[9a]e=[0 T ]e=]5 4]

0
10
A2:B2:C2:I:[O .
odet(A—)\I):det[_l)\ _&] A=
)\1:1 )\2——1
-1 1 x| |o 1 1|[x| _|oO
1 —1||y| o 1L 1|ly| |oO
wi = [1,1] we = (1, —1]

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat |
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01 1

£1][1]-

01 1

o1 1] -t menew

-\ —i

o det(B — Al) = det Y

]z)@—(—i)i:)\z—l
)\1/2::|:1
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Przyktady c.d.

x—1iy=0 N = —ix ] X=X N
x+y=0 x—i(—ix)=0 y = —ix e

o det(C — \I) = [ IEA _10_>\]:—(1—)\)(1+>\):)\2—1

A1 = A= —1
0 O x| |0 2 0 x| |0
0 -2 y| |0 00 y| |0
0 2x=0=>x=0
0] W2:[071]
] _°1H1]=[1,0]ev3

[1 0 1[01:[07_1]:—1[0,1]6%
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Przyktady c.d.

311
e (0 2 1
0 a 4
3—-2 1 1
0o 2—-Xx 1 =B-=-N[2=-N4-A)—q] =

0 « 4 — )\
= (3-[N -6)1+ (8 —a)]

A=36—-32+4a=4+4a=4(1+ )
VA =.41+a)=2y1+a

A1 =3

do= 828 _3_ /T1q

A3 = Bt 34 /T1a
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Przyktady c.d.
Zbadajmy przypadek ae = —1. Wielomian charakterystyczny macierzy

3 1 1
A=[0 2 1
0 -1 4

to (x — 3)3. Niech A’ = (A —3/). Mamy (A)? £ 0 i (A)® = 0. Stad ciag

wektoréw v = (0,1,0), A'(v), (A')%(v) definiuje tzw. baze cykliczna. Jest

to najprostsza wersja rozktadu Jordana. Macierz Jordana ma postac
300

30

1 3

1
0
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Przyktady c.d.

010
eA=|0 0 1
100
-2 1 0
det(A-A)=| 0 —-Xx 1 |=-X+1
1 0 -\

I-—22=—0=@1-— A +x+X)=0

A=1-4=-3=VA=v3i _
A =100 = S15Y80 g = LV

A =1
010 010 0 01 010
0 01 0 01|=|100 0 01]|=
1 00 1 00 010 1 00
0 1 0 €1 — e3 — e — €]
A=10 0 1| +— e—oe—6—6
1 0 O e — 6 — 6] — €3

= = = = =
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Przyktady c.d.

01 0O €1 — €4 — €3 — e — €]
0 01 O € — €1 — €, — €3 — &
o A= —
0O 0 0 1 €3 — € — €] — €4 — €3
1 0 0 O € — €3 — € — €] — €4
At = |
-2 1 0 0
I L S | 0 | 4
det(A — \l) = 0 0 -\ 1 =)\"-1
1 0 0 =X

M-1=0=MN-1)N+D)=0=N-1D)A+1D)A-)NA+i)=0
A1 =1, V(1) —1— wymiarowa

A2 =—1, V(_1) — 1— wymiarowa
A3 =1, V(jy—1— wymiarowa
A = —i, V(_j—1— wymiarowa
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Wykiad 22.

Niech A = {ay, ..., an} bedzie baza przestrzeni V i niech ¢ : V — V
bedzie homomorfizmem liniowym. tatwo zobaczy¢, ze macierz ¢ jest
diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy wektory aj, ..., a, sa wektorami
wtasnymi odwzorowania .

Definicja 22.1

Méwimy, ze homomorfizm ¢ jest diagonalizowalny, jesli istnieje baza
przestrzeni V ztozona z wektoréw wtasnych homomorfizmu ¢.

Stwierdzenie 22.2

Niech a1, ..., ax beda réznymi wartosciami wtasnymi homomorfizmu
¢:V — V. Dla kazdego i = 1,2, ..., k niech a1, a2, ..., ajm, bedzie
liniowo niezaleznym uktadem wektoréw w V(,,y. Wowczas ukfad

11, 12y eeey OImyy 215 U225 eeey A2y weey O]y OULD,y weey akmk

Jjest liniowo niezalezny.

o’

= ™ - = = et
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Niech a1, ay, ..., ax beda réznymi wartosciami wiasnymi. Niech 3; € V(,),
jezelif1+Po+ ...+ Bk =0to 3 =0,i =1,2,3,.... k.

Dowdd Lematu: (Patrz twierdzenie 19.1.)Indukcja po k. Dla k =1
oczywiste. Zatézmy dla k := k — 1. Z zatozenia mamy dwie réwnosci:

P(Z18/) = Tf 428 =0

a(br+Po+...+0)=afi+aifo+ ... +a1fk =0.

Po ich odjeciu otrzymujemy
(a2 —a1)B2 + ... + (ak — a1)Bk = 0.

Stad (a; — a1)B3i € V(4,), i = 2, ..., k. Z zatozenia indukcyjnego dla
i=2,3,...k Br=0=..= P =0. Poniewaz £, 3; = 0, wiec 3; = 0.
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Kontynuujmy dowdd Stwierdzenia. Napiszmy kombinacjee liniowa
wektoréw z przyréwnaniem jej do zera:

a11a11+aa12 +...+arm Q1m +a21001 + ...+ ak10k1 + ... + akm, Ckm, = 0

Stosuja powyzszy lemat dla §; = F:ilaijaibi =1,2,..., k i wykorzystujac

liniowa niezaleznos¢ wektordéw a1, ..., ajm; dla i = 1,2, ..., k otrzymujemy
teze dowodzonego Stwierdzenia.

Twierdzenie 22.4

Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa i niech ¢
bedzie homomorfizmem przestrzeni V. Niech ay, as, ..., ax beda wszystkimi
réznymi, wartosciami wtasnymi homomorfizmu . Wowczas:

o T¥  dimV(, < dimV.
@ Homomorfizm ¢ jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedu, gdy
zachodzi réwnos¢ Zf‘zldimv(al.) = dimV.
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Dowdd: Z ostatniego lematu wektory
Q11,125 eey Imyy C215 QD25 weey A2 gy oevy O]y A2y +eey Ak (1)

sa liniowo niezalezne. Stad Zf-‘zldim Via) = Zf‘zlm,- < dimV. Ponadto,
jedli & dim V(2;) = dimV, to ukfad wektoréw (1) jast baza sktadajaca sie
z wektoréw wtasnych i stad ¢ jest diagonalizowalny.

Zatbézmy teraz, ze ¢ jest diagonalizowalny. To znaczy istnieje baza A
ztozona z wektoréw wiasnych homomorfizmu ¢. Niech A; = ANV,
oraz | Aj |= mj. Mamy Zf-‘zlm,- =dimV oraz Vi,1 <i < k,m; < dimV(,,.

dimV =¥ m; < £ dimV(,) < dimV.

Podsumowujac Zf‘zldim V(s = dimV.
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Przyktady

1. V=R?p:R% = R2 op(x,x2) = (2x1 + 3x2,4x1 + 3x2) W bazie
2
4 3
zbiér {6, —1}. Ponadto dimV(g) = dimV(_;) = 1. Przyktadowa baza
wektoréw wiasnych to [3,4] € Vg, [1, —1] € V(_;). Diagonalna macierz

standardowej macierz p = A = . Wartosci wtasne macierzy A to

|6 0
Tlo -1
2. ¢(x1,x2) = (—x2, x1). W bazie standardowej macierz
p=A= Cl) _01 . Wielomian charakterystyczny to pa(\) = A% + 1. ¢

nie ma rzeczywistych wartosci wtasnych. Nie jest diagonalizowalny.
3. p: C? = C?,(x1,x) = (—x2,x1). Wartoéci wtasne to i, —i. Ponadto
(—=1,i) € Viiy, (1,1) € V(_py. dimV(;y = dimV/(—i) = 1. Macierz

diagonalna ¢ = A= i 0. ] .
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Przyktady

4. p: C? — C?,0(x1,x) = (x1 + x2,x2). Macierz w bazie standardowe;j

ma postac l é 1 ] . Wielomian charakterystyczny to p(\) = (A — 1)%.
Wymiar przestrzeni V(y) jest réwny 1 # 2 = dimC?. zatem ¢ nie jest
diagonalizowalny. Zakonczmy ten wyktad

Definicja 22.5

Macierz A € Mat,x,(K) nazywamy diagonalizowalna nad ciatem K, jesli
istnieje macierz odwracalna C € Mat,xn(K) (tzn. detC # 0.) taka, ze
CLAC jest macierza diagonalna.

tatwo zobaczy¢ ze A diagonalizowalna wtedy i tylko, wtedy gdy
odpowiadajacy jej homomorfizm jest diagonalizowalny.
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Wykiad 23.

Niech A oznacza n x n macierz zespolona. Niech V oznacza przestrzen
liniowa nad C wymiaru n.

Definicja 23.1

Podprzestrzen liniowa przestrzeni V' nazywamy cykliczna o ile ma
nastepujaca postaé gen{v, (A—A)v,....,(A—=X)"" v} i (A= \)""1v £0i
(A=X)"v =0.

Poniewz A(A — M)k = (A= X+ A)(A—N)K = (A= N4 NA - Nk,
wiec podprzestrzen cykliczna jest A niezmiennicza. Ponadto mamy

Generatory przestrzeni cyklicznej sa liniowo niezalezne.
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Niech dla pewnego r(r =0,1,...,m—1)
(A=A v+ .. +cm1(A=N)"tv=0

i ¢, # 0, wéwczas mnozac obydwie strony réwnosci przez (A — \)™ "1
dostajemy réwnosé
a(A—Nm""1y =o.

Stad ¢, = 0 i mamy sprzeczno$¢.
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Niech V = H @ gen{v, Av,..., A"~ 1y} i Am"=1y £ 0 oraz A™v = 0.
Zatézmy ponadto, ze A(H) C Hi A"H = {0}. Niech he Hi v/ = v+ h.
Woéwczas V = H @ gen{Vv', AV, .., A"/} i A"=1\/ £ 0 oraz A™V' = 0.

Dowéd: Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli liniowa kombinacja wektoréw
v AV, ..., A1V nalezy do H to ta sama liniowa kombinacja
v,Av, ..., A" 1y nalezy takze do H.
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Twierdzenie 23.2

(Tw.Jordana o rozktadzie na klatki) Niech V # 0, bedzie skoriczenie
wymiarowa przestrzenia nad ciatem liczb zespolonych i A:V — V
odwzorowaniem liniowym. Wéwczas V' moze by¢ roztozona na sume prosta
podprzestrzeni cyklicznych.

Dowdd: Indukcja wzgledem wymiaru przestrzeni V. Rozktad jest trywialny
dla dimV = 1. Przypusémy, ze rozktad istnieje dla przestrzeni wymiaru

n — 1. Niech dimV = n. Rozwazmy najpierw przypadek detA = 0. Wtedy
wymiar ImA jest < (n— 1). Niech F bedzie (n — 1) wymiarowa
podprzestrzenia V zawierajaca ImA. Poniewaz AF C ImA C F, wiec z
zatozenia indukcyjnego istnieje rozktad F na sume prosta podprzestrzeni
cyklicznych

My = gen{y;, (A= X))y, (A= 1) 11 1< < k.

Indeksy sa wybrane tak, ze dimM; < dimM; 1,1 <j < k-1
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Niech
S={lx=0}

i g ¢ F. Wowczas Ag ma postac

Ag =) ajvi+AhhecF, (2)
Jjes

oile S#0. Jezeli S =0, to Ag = Ah.

Dowod:

Zauwazmy, ze Ag € ImA C F. Stad Ag jest liniowa kombinacja wektoréw
postaci (A — A;j)9v;,0< g < mj —1,1<j < k. Dla \j =0, wektory

Avj, ..., A"ty sa zawarte w A(F). Jezeli \; # 0, to z "rozpisania
dwumianowego” wyrazenia (A — \;)™v; = 0 otrzymujemy, ze v; ma
posta¢ S| b, A™v;. Zatem wszystkie wektory (A — \;)9v; naleza do
A(F) i lemat jest udowodniony.
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Niech g1 = g — h, gdzie h zdefiniowane zostato powyzej w réwnaniu (2).
Poniewaz g ¢ F i h € F, wiec g1 ¢ F oraz z (2)

Ag1 =D ajv;. (3)

Jjes

W przypadku gdy Agi =0, gen{g1} jest cyklicznai V = F & gen{g1}.
Zatézmy, wiec, ze Agr # 0. Niech p oznacza najwieksza liczbe catkowita j
w réwnaniu (3) dla ktérej a; # 0.
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Woéwczas dla g = (1/ap)g1

i

Ag = S

g Vp+. ' a‘/J (4)
j€S.j<p P

Zdefiniujmy
H= Y &M,.
JES.j<p
H jest A-niezmiennicza i ponadto z nieréwnosci dimM; < dimM,,j < p
wynika ze A™°(H) = {0}. Wykorzystujac Lemat 2 dla H & M, wraz z
nieréwnoscia (4) dostajemy

H& M, =H @ gen{Ag,...,A™g}.
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Stad
F=) &M ®gen{Ag,..,A™g}.
J#p
Poniewaz g ¢ F, wiec

V=F®gen{g} =Y oM; ®gen{g, Ag,...,A™g}.
J#p
To konczy dowéd dla detA = 0. W ogdlnym przypadku, dla wartosci
wtasnej 1 mamy det(A — pl) = 0 i otrzymujemy szukany rozktad V.

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa 214 /278



Wyktad 24.

Definicja 24.1

Niech V przestrzen liniowa nad R (skoniczenie wymiarowa). lloczynem
skalarnym nazywamy odwzorowanie (,) : V x V — R, ktére jest:

@ symetryczne: Vy yev (X,y) = (¥, X)
e dwuliniowe: Yy, ,cv Vo ger (ax+ By, z) = a(x,z) + By, z)
o dodatnio okreslone: Vycy x20 (x,x) >0

Definicja 24.2

Przestrzenia euklidesowa nazywamy pare (V, (,)), gdzie V to przestrzen
liniowa nad R, za$ (,) to iloczyn skalarny (czyli odwzorowanie
symetryczne, dwuliniowe, dodatnio okreslone).
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o (R",<,>)
x=(x1,...,xp) ER"
y:(ylv"'vyn) € R”

n

<X,y >= Z XiYi
i=1

e C[0,1]={f:[0,1] = R | f ciagla}
(f £ g)(x) = f(x) £ g(x)
(af)(x) = Oif(x)

< f,g >= [fgdx
0

Definicja 24.3

Norme wektora x € V definiujemy jako: ||x|| = /< x, x >.
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Definicja 24.4

Niech A € Matpx,(R"). Sladem macierzy A = [a;]] nazywamy liczbe
tr(A) = Z'fa,','.

tatwo zobaczy¢, ze dla A, B € Matp,(R"), tr(AB) = tr(BA) oraz
tr(A) = tr(AT) gdzie AT oznacza macierz transponowana. Definiujemy
iloczyn skalarny jak < A, B >= tr(ABT). Stad mozemy sformutowa¢
nastepujace

Stwierdzenie 24.5
Jezeli tr(AAT + BBT) = tr(AB+A"BT) to A= BT.

0K<A—BT A-BT>=<AA>—-<AB">—<BT A>+<
BT,BT >= tr(AAT) + tr(BTB) — tr(AB) — tr(BT AT) = 0. Stad
A=BT.
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Definicja 24.6

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Funkcje d : X x X — R>g nazywamy
metryka, o ile spetnia:

QO Viyex d(x,y) =0 <= x=y
Q@ Viyex d(x,y) =d(y,x)
Q Viyzex d(x,y) < d(x,z)+d(z,y)
Pare (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna.

e x,y,eR"

d(x,y) = \/Z:Il(x,-—yfy =V<X—y,x—y>

o X— dowolny zbidr
_ )1 gdyx#y
VX,YEX d(Xay) - { 0 gdy xX=y
Jest to metryka dyskretna.
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Twierdzenie 24.7 (Nieréwnos¢ Schwartza)

Viyev (%) <IIx|lllyll

vx,yev VaeR ( *)\}’»X*AW?O

(X = Ay, x) = (x = Ay, Ay) = (6, x) = A(y,x) = A(x = Ay,y) =

(X, ) =X (x,y) = A, y) + X {y,y) = X (y,y) —2X (x,y) + (x,x) A< 0
A=40x,y)?—40x,x)(y,y)

4(x,y)* —4(x,x) (y,y) <0

4(x,y)? <4(x,x) (y,y)

(x,¥)? < (x,%) (v, y)

(x,y) <V 0y, y) = [IX]1yll-
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Uwaga

lloczyn skalarny definiuje metryke na przestrzeni euklidesowe;.
Metryka d : V x V — R dana wzorem:

d(x,y) = |Ix =yl = V/{x = y,x — y), spetnia:
Q Veyev d(x,y) =0 < x=y
Q Viyev d(x,y) =d(y,x)
Q Viyzev d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)

Dowéd uwagi

ad. 1. d(x,y) =0 < x=y
Ix—yl|=0 += x=y
et x=y=lx—yl=lk-x =0

"o ||x—y|r=o=m=w/i:il<x,-—y,->2

i=1 i=1

= =T = = =

prof. dr hab. Andrzej Szczepanski (Wydziat | Algebra liniowa 220 /278



Dowdéd uwagi c.d.

ad. 2. Udowodnijmy najpierw witasno$¢: Vxev VacR HaxH = |a]|x]].

Istotnie: ||ax|| = /{ax, ax) = \/a? (x,x) = |a|/{x, x) = |a|||x]]-
Stad mozemy wykazaé warunek 2.

Ix =yl = [(=1)(y =)l = | = Llly = x[| = |ly — x]|-

ad. 3. Nieréwnos$¢ tréjkata

d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

[Ix =yl <[Ix = z|[ + ||z = yl|

Sformutujmy i udowodnijmy lemat:

Veyev [Ix +yll <IIx]] + Iyl
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Dowdd lematu

Skorzystamy z nieréwnosci Schwartza:

[Ix + yII? = (x +y,x +y) = (x,x) + 2 (x,y) + {y,y) = |Ix|[> + 2 (x, y) +
1P < 11x112 +2[x1llly [+ [yl = (lxl + 1y [1)? = x+yl] < [Ix]]+]lyll.

Dowdéd uwagi c.d.
Zatem: ||x —y|| = |[x —z+ z —y|| <||x — ][ + ||z — y]|.

Definicja 24.8

Niech V - przestrzen euklidesowa z bazg ay, ..., a,. Mowimy, ze baza jest:
0 gdyi#j
e ortonormalna, gdy (aj, aj) = { 1 idij /ij

e ortogonalna, gdy (aj,a;) =0dla i #
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Definicja 24.9
Dwa wektory a, b € V sa ortogonalne, gdy (a, b) = 0.

Definicja 24.10
Niech a, b € V. Wtedy:

(a, b)
cos(£(a, b)) = <1
|lalll]5]]
Stwierdzenie 24.11
Niech ay,...,a, € V wektory bazy ortogonalnej. Wtedy baza: Hj—'H jest

ortonormalna.

A | SR N U | 0 B = ; 3
Vi () = Tt (@ &) = 0, gdy i #

o (20231 = 7.y (@ i) = 1

Gdy i = J, to:<
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Stwierdzenie 24.12
Niech a1, ...,a, € V baza ortonormalna. Wtedy:

Viev X = (x,a1)a1 + ...+ (x, an) an

Niech x = a1a1 + ... + apan
Witedy:

<X, a,-) = <04131 + ...+ apap, a,-) =
:a1<al,a,~>+...+oz,-(a,-,a,-)+...+an<a,,,a,-> =
= aj(aj,a;) = aj
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Twierdzenie 24.13 (Ortonormalizacja Grama-Schmidta)

Niech {vi,...,vy|} - dowolna baza V' zas {u1,...,u,} - baza
ortonormalna.
Vi =wi
!
/ Vi) 1
Vs = Vo — { ,> vi

EEACIA 7y - KUV v/
(i) 1 (vy) 2 (Voyvha) "1
W ten sposéb uzyskujemy baze ortogonalna.
Aby ja zortonormalizowad, nalezy kazdy, uzyskany w ortogonalizacji
wektor, lpodzie/ic' przez jego norme:
!

vV, =V, —

— Y% — % 7
ul = 77, U = e Up = =77

L= v 2 = Twafle - -2 50 = ATl
Wektory uy, up, . .., u, sa ortonormalne.
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Nalezy pokazaé, ze kazdy wektor v/, jest prostopadty do wektora u;, dla
i=1,...,r—1, tzn.
(vl,uj) =0.
Policzmy:
<V;7 U,‘> =

vvg) s /Y
5 = occo= <v’,717’vr,71> Ve_q1, Ui ) =

= <Vra Ui> - <Vr7 ui>

@ Zortonormalizowaé baze {(5,6),(3,5)} w R2
@ Zortonormalizowa¢ baze {(5,6,1),(3,5,1),(8,11,0)} w R3.
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Wykfad 25.

Rozwigzanie ¢wiczenia

Zortonormalizowaé baze {(5,6), (3,5)} w R?
V{ = (5a 6)
3,5),(5,6 _ _
v = (3.5) — (GG (5.6) = (3.5) — £H2(5.6) =
(375) - %(576) = (375) - (22157 267710) = (_%7 %) = é(_675)

N

 — _(56)
1= /25136
7
U2 — a(—6,5) _ (*6,5)

ZV36+25 /61

Zadanie domowe

Zortonormalizowaé baze {(5,6,1),(3,5,1),(8,11,0)} w R3.
Rozwigzanie przynies¢ na kartce.
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Definicja 25.1

Niech V — przestrzen euklidesowa, W C V podprzestrzen liniowa,
€1, ..., ep— ortogonalna baza przestrzeni V. Podprzestrzen liniowa:

Wt ={xeV|Vew (x,y)=0}

nazywamy ortogonalnym dopetnieniem podprzestrzeni W C V przestrzeni

Uwaga

|<

W jest podprzestrzenia liniowa V.

Wt ={xeV|Vew (x,y) =0}

Vo, meW Yag,areR Vyew (0avi +azva,y) =
=a1(v,y) +a2(v,y) =0+0=0
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V =R3

Niech W — dowolna prosta w R3 przechodzaca przez (0,0, 0).

Czym jest WL?

Jest to ptaszczyzna prostopadta do prostej W.

Y
i

vy
Wy

MANWANY
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Przyktady

V =R?
o W ={(0,0)}
W+ = R2

o W={(x,y) eR? | y = ax}
Wt ={(x,y) eR? |y = —3ix}

a

<(x, ax), (x, —%x)> =x?—x°=0

Obserwacja
W R? dowolna prosta jest dopetnieniem ortogonalnym innej proste;.
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Stwierdzenie 25.2

Niech (V,(,)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wéwczas dowolna
podprzestrzen W C V jest dopetnieniem ortogonalnym podprzestrzeni
WL, Wymiar W+ jest réwny dim V — dim W, tj.

dim W' = dim V — dim W.

Pokazemy, ze W+ N W = {0}.

Niech x e WiV, ew (x,y) =0= (x,x) =0=x=0.

Niech {f1,..., fx} bedzie bazg W.

Ze stwierdzenia o dopetnieniu dowolnej bazy podprzestrzeni do catej bazy,
wynika stwierdzenie o wymiarach.
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Niech
Ax+By+Cz+D =0

bedzie réwnaniem dowolnej ptaszczyzny w R3. Dokonujac jej réwnolegtego
przesuniecia o D otrzymujemy ptaszczyzne przechodzaca przez (0,0, 0).
Jej rownanie jest postaci:

Ax+ By + Cz = 0.
Stad:

{(x,y,z) €R3 | Ax+ By + Cz =0} =
={(x,y,2) eR®| < (x,y,2),(A B, C)>=0} =

{(x,y,z) € R®| (x,y,z) = t(A B, C),t € R}.
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Definicja 25.3
Niech V' bedzie dowolna przestrzenia liniowa skonczenie wymiarowa nad
ciatem K. Niech Vi, V, beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V.
Méwimy, ze V jest suma prostg swoich podprzestrzeni Vi, V, wtedy i tylko

wtedy, gdy:
QV=Vi+Va={vitwn]|vieV,necl}
Q@ VinV,={0}

Piszemy: V = V1 & V).

Niech V — przestrzen euklidesowa, W C V podprzestrzen. Wtedy:

wtew=V.

wtnw = {o0}.
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dim( Vi+ Vz) = dimV; + dimV, — dim(V1 N Vz).

(V1 N V2) jest podprzestrzenia przestrzeni Vy i V,. Z Twierdzenia 4.3
(Steinitza) kazda baze przestrzeni Vi N V, mozna uzupetnié do baz
przestrzeni Vq i V5. Stad i z definicji wymiaru tatwo wynika nasz Lemat.
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Definicja 25.5

Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad C.
lloczynem hermitowskim nazywamy odwzorowanie (,) : V x V — C, dane
wzorem:

n
<X7y> = inﬁa
i=1

ktore jest:
© liniowe na pierwszej wspbtrzednej, tj.:
Vuy,zeVVagec (ax + By,z) = a(x,z) + [ {y,2)
Q Viyev (x,¥) :W
©Q Viev (x,x) > 0.

Pare (V,(,)) nazywamy przestrzenig hermitowska lub unitarna.

7.yf7) € Cn

V=C"x=(x1,...,x2) €C"y =(y1,...

<X7y> = Zl XiYi
=
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Wykfad 26.

Definicja 26.1
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Odwzorowanie
a:V x V — K nazywamy forma dwuliniowa, jesli jest:
@ liniowa na kazdej wspétrzednej, tj.
Vxy.zeVVapek alax + By, z) = aa(x, z) + Ba(y, z)
vx,y,ze Vva,BGK 3(27 ax + ﬁy) = aa(z, X) + 53(27 y)
Jesli:
Vxyev alx,y) = a(y,x)
to forme te nazywamy symetryczna.
Jedli zas:
Vx,yev a(x,y) = —aly,x)

to forma te nazywamy antysymetryczna.
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Stwierdzenie 26.2

Kazda forma kwadratowa nad ciatem R jest suma formy symetrycznej
I antysymetrycznej.

a0,y) = 3 (abeo) + aly. )+ (0630 — ay.0))

symetryczna antysymetryczna
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Definicja 26.3

Niech a: V x V — K forma dwuliniowa, (e1,...,e,) - baza przestrzeni V.
Macierz A = [a(ej, )]i j=1,...,» Nazywamy macierzg formy dwuliniowe;j a.

Kazda macierz kwadratowa definiuje forme dwuliniowa.

Kazda symetryczna forme dwuliniowa mozna zapisa¢ w postaci

a(x,y) =Y au(xiyk + xuyi) + Y aixiyi.
i<k j

Natomaist forma antysymetryczna ma postac

a(x,y) = Z aik(Xiyx — xkyi)-
i<k

Cwiczenie
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Definicja 26.4

Rzedem formy dwuliniowej nazywamy rzad jej macierzy.

Definicja 26.5
Niech a: V x V — K bedzie forma kwadratowa symetryczna.
Odwzorowanie x — a(x, x) nazywamy forma kwadratowa formy a.

V =C[0,1] ={f:[0,1] = R | f — ciagla}
(f +8)(x) = f(x) + &(x)
af(x) = a(f(x))

<f,g> = Of fgdx
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Obserwacja

f(x) = a(x, x) - forma kwadratowa
a(x,y) L (x4 y) - F(x) - F(¥)]

f(X) = f(Xl, . . 7Xn) = 311X12 + aipXxixo + ...+ 322X22 + ...+ a1pX1Xn
Macierz formy kwadratowej = macierz odpowiadajacej jej formy
symetrycznej

rzad macierzy kwadratowej = rzad macierzy odpowiadajacej jej formy
symetrycznej

Definicja 26.6

Jezeli w pewnej bazie wszystkie wspdtczynniki ay = 0 dla i/ # k, to
moéwimy, ze w tej bazie forma kwadratowa ma posta¢ kanoniczna:

2 2 2
f(X) = a11x] + ax»Xx5 + ...annX,.
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Sprowadzanie form kwadratowych do postaci kanonicznej metoda
Lagrange'a

f(x,y,z) =2x% + 7y? + 222> — 4xy — 10yz

Przeksztatcamy sume wszystkich sktadnikéw zawierajacych x, za pomoca
metody uzupetniania do petnego kwadratu:

2% — Axy = 2(x* = 2xy) = 2((x — y)* = y?)

Podstawiamy to wyrazenie do wyjsciowej formy:

f(x,y,z) = Ty?4+222—10yz+2(x—y)?—2y? = 5y? 4222 —10yz+2(x—y)?
Podobnie postepujemy teraz z y, z :

5y2 + 222 — 10yz = 5(y? — 2yz + z?) — 52> 422> =5(y — 2)2 = 322 =
5(y — z)? — 322

Podstawiamy znéw powyzsza wartos¢ do formy:

f(x,y,z) =5(y — 2)> =322 + 2(x — y)?

x—y=x x=x+y +7
Niech: y—Z:yI == y:y/_|_zl
z=7 z=7

Zatem: f(x,y,z) = 2x"? + 5y"% + 72,
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Powyzsza metoda nie jest jednoznaczna, tzn. w przypadku innego
grupowania, otrzymamy rézne postaci kanoniczne tej samej formy
kwadratowej. Jednak liczby dodatnich i ujemnych wspétczynnikéw,
stojacych przy petnych kwadratach, sa w kadym przypadku jednakowe.

Twierdzenie 26.7 (Metoda Lagrange'a)

Kazda forme kwadratowa mozna sprowadzi¢ do postaci kanonicznej za
pomoca niezdegenerowanego przeksztafcenia liniowego.
(niezdegenerowany = o wyznaczniku # 0)

Indukcja po n.

Dla n = 1 oczywiste, bo forma kwadratowa jednej zmiennej ma postaé
ax?, gdzie a € R.

1) Jicicn aii # 0.

Bez starty ogdlnosci (przenumerowujac baze) mozemy przyjaé, ze i = 1.

= =7 = = - -
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Wiedy:

f(x) = a(x, x) = a11x? + 2a12x1%0 + ... + 2a1,x1%, + g(X2, - - -, Xn)
Zamiana zmiennych

Niech: y1 = a11x1 + a1ox0 + ... 4+ a1nXn, V2 = X2, - - -, ¥Yn = Xn-
Witedy:

1,2 _ 1 2 _
aoVi = 3 (aix + axe +. . 4 a1nxn)” =

= 311X12 + 2a10x1X2 + ... + 2a1,X1 X0 + gO(Xz, c. ,Xn)

@ - forma kwadratowa niezawierajaca zmiennej xg

¢(X2a-- . 7Xn) = g(X27” . 7Xn) - SO(X27’ . '7Xn)
Stad:

F(x) = 292 + U0y - x0).
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Po podstawieniu yi, ..., Yy, mamy:
1 »
f(X): Y1+¢(Y27'-‘7Yn-)
ai

Z zatozenia indukcyjnego, istnieje liniowo niezdegenerowanych (n — 1)
zmiennych.

Zdefiniujmy: z, = Z Ruyi, gdzie k =2,.

ktére sprowadzaja formg 1) do postaci kanomcznej
V(Y2 -2 Yn) = b2azs + b33z2 + ... + bpaz?

z]1 = Y%
2z = /Z Ruyr = Riay2 + ... + Ronyn
=2
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(X1y.esxn) — V1, -y yn) — (21,5 2Zn)

1
f(x) = a—zl2 + bypz2 + ...+ bypz?
11
2) Vigicn aii =0
np. a2 # 0 = f(x) = 2a12x1x2
X1 = X1+ X
Xp = X1 — X2

X3 = X3
Xn :)/<;
Stad:
f(x) = 2a12(51 + %)(K1 — ) + ... = 2a12%° — 2a120° + . ..

Postepujac analogicznie jak w punkcie pierwszym, otrzymujemy zadana
teze.
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Wyktad 27.

Forma kwadratowa nad C ma posta¢ normalna, jesli:

f(x)=x2+... +x2,

gdzie r < n. Ogélnie f(x) = a;1x + ... + apx?,
gdzie r < niV; aj ==+£1.

W przestrzeni zespolonej kazda forma kwadratowa mozna przeksztatci¢ do
postaci normalnej za pomoca niezdegenerowanego przeksztatcenia
liniowego.

V,’ ajj = 1

W przypadku rzeczywistym niektére a;j moga by¢é mniejsze od 0.

yi = +/]aii|xi, gdzie i < r

Yi = Xi, gdzie i > r

T = = — SRS
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Jesli pierwsze k wspoétczynnikéw jest dodatnich, a pozostate s3 ujemne, to
f(x) ma postaé:

2 2 2 2
fX)=yi+. . Ye—Yier1—---—Yr

Definicja 27.2

Niech dana bedzie forma kwadratowa nad R postaci:

FY) =Y+ Yk~ Vi — - = ¥E
Liczbe wyrazéw dodatnich i ujemnych w formie kwadratowej nazywamy
odpowiednio dodatnim i ujemnym indeksem formy, zas réznice miedzy
indeksem dodatnim i ujemnym nazywamy sygnatura.
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Twierdzenie 27.3 (Prawo bezwtadnosci form kwadratowych)

Indeks dodatni i ujemny sa niezmiennikami formy kwadratowej, tzn. nie
zaleza od wyboru bazy, w ktérej forma ma postac normalna.

Niech dana bedzie baza €], €} ..., €}, w ktérej forma f ma postaé normalna:
f)=Z+22+...+25— 221 —...— 2, (5)
gdzie z; s3 wspétczynnikami x w bazie ef, €5 ..., e),.
W bazie ey, ..., e, forma f ma posta¢ normalna:
FO) =W+ Yk =Yg — -~ ¥i- (6)

Mamy udowodnié, ze k = m.

Zatézmy, ze k = m, np. k > m.

Rozwazmy w V podprzestrzenie

L =gen{es, e, ..., e}, L' =gen{e, 1, € 0, -, €}

= = oNra
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Dowod c.d.
Poniewaz dim(L + L) < dimV = n, wiec z Lematu 25.4 wynika ze

dim(LNL") =dimL+diml' —dim(L+ L) > k+(n—m)—n=k—m > 0.
Istnieje wiec niezerowy wektor a € LN L'
O£a=arer+ +akek = apmi1€ni1- - + aneh

Z wzoru (6) mamy f(a) = a3 + -+ a2 > 0. Ale z (5) wynika, ze
f(a) = —(alp41)? — ... — (a})? < 0 (moze sie zdazy¢, ze r < n i
ap, 1 =...=a,=0). Co dowodzi, ze k = m.
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Wykfad 28.

Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda

Jacobiego

Niech f - forma kwadratowa nad R”

a:R” x R" — R - forma dwuliniowa symetryczna
dilr ... din
A= laj = a(ei, ¢)li<ij<n =
dnl ... @dnn
Rozpatrzmy minory gtéwne macierzy A :
Ao=1A1=an

a a
Ay = det | 1 12
a1 ax
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Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda

Jacobiego c.d.

ail a2 a3
Az =det | a1 ax» ax
a31 az  as3

A, =detA

Metode Jacobiego mozna stosowaé przy zatozeniu, ze V; A; # 0.
Szukamy specjalnej bazy ey, ..., e,, w ktérej forma f ma postac
kanoniczna:

e{ = P11e1

eé = Pres+ P here P;; € R
: ) ij 0

/
€, = FPni€1 + Pn262 + ...+ P,men
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Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda

Jacobiego c.d.

Zeby w bazie €], ..., e, forma f miata posta¢ kanoniczna musi by¢
spetniony warunek:

(*¥) Vicj<n a(el, &) = a;; = 0,

dlai=1,2,...,j — 1 (To zatozenie jest wystarczajace, gdyz zatozylismy,

ze a symetryczna).

Aby zachodzit warunek (x) wystarczy zadaé, aby:
a(ei,e) =0 dlai=1,2,...,j—1lorazj=1,2,...,n
a(ef, &) = a(Pie1 + Ppex + ... + Pjiej, ef) =

= Pia(er, €)) + Pipa(ez, €)) + ... + Pja(ei, e) =0
Zatézmy dodatkowo, ze a(e, ej) =1

Dla j = 1 powyzsze zatozenia wygladaja nastepujaco:

/ 8 1 A
a(el, el) =1l= a(el, P11e1) = P11311, czyll P11 = — = 20
ail A
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Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda

Jacobiego c.d.

Z indukcji, zatézmy, ze mamy okreslone wspétczynniki w pierwszych
(j — 1) wierszach wzoru (¥%).
Dla znalezienia wspdtczynnikéw wystepujacych w wierszu o numerze j,
zapiszmy potrzebne warunki:
a(er,e) =... = a(ej-1,€)) =0
a(ej, ) =1
Korzystajac z (%) dostajemy nastepujacy uktad réwnan:
anPji +apPp+...+ajPj=0
(0) -
aj-11Pj1+aj-12Pp+ ... +aj-1;P; =0
aijjl + aszjg 4+ ...+ aijjj =1

Poniewaz:
_ AN . . .p.) —
0 = a(ey, ej) = a(e1, Ppre1 + Pper + ... + Pjej) =
= auPjp +anPp+ ...+ aPj
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Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda

Jacobiego c.d.

Wyznacznik tego uktadu réwnan jest rézny od 0 (tj. det A; # 0).
Stad mozna znalezé Py, z zapisu (o).
Pozostato jeszcze sprawdzié, jak wyglada forma f po zmianie bazy z

/ /
e1,...,ep NA €,...,€p,.
Ze wzoréow Cramera mamy:
a1l 600 a1j—1 0
ani e azj—1 0
L i R . . . Aj*l
Pjj = g, det D : | T
aj_11 aj—1j-1 O
aj1 000 ajj—1 1
P11 0 Ce 0
. 0 Py ... 0
NiechB =
0 0 Pan
_ — DoA; Apr . Ag 1
det B= P11Px ... Py, = LD, A, — A, T A,

A
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Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda

Jacobiego c.d.

W koncu napiszmy jak wyglada nasza forma w bazie e[, ..., e/, :

a; = a(ej, ef) = a(Pjrer + ... + Pjiej, ef) = Pja(e;, ef) = Pj = =%

Stad:

Aq JAVSIE]
(00 = T2047 + F202 .+ S

Udowodnijmy powyzszy wzér. Sprowadzmy forme do postaci kanoniczne;.
W nowej bazie €], ..., €, forma f ma postac:

? n
f(x) = a11(q)° + a5 (x5)? + .. . + @, (x))? oraz ¥, a; # 0.
ajy ... 0
Al=det| @ |=ay...a,
0o ... &

nn

A =det PTAP = det P det Adet P =
= det Pdet Adet P = det Adet? P = A(det P)?,

gdzie P - macierz zmiany bazy.
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Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda

Jacobiego c.d.

Czyli: A’ = A(det P)2.
Poniewaz A" > 0, wiec A > 0.

Definicja 28.1
Forme f nazywamy dodatnio okreslong, jesli f(x) > 0 dla wszystkich

x # 0.

Definicja 28.2

Forme f nazywamy ujemnie okreslong, jesli f(x) < 0 dla wszystkich x # 0.

Zauwazmy, ze jesli f jest dodatnie okreslona, to Vi—1 ., ai > 0.
ajj = a(e,-, e,-) = f(e,-) >0
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f(x) = —x? — x2 (forma nie jest dodatnio okreslona)
1 0

A = det A = det 0 -1 =1

W przestrzeni n— wymiarowej kazda forma dodatnio okreslona ma rzad n.

(A +0)

f(x) = x? + 1000x1 %2 + x3
ail > 0, anyo > 0
f(-1,1)=1-1000+1<0

Uwaga

Jedli f jest dodatnio okreslona, to wyznacznik jej macierzy jest dodatni.
(A =detA>0)

™ = = et
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Twierdzenie 28.3 (Kryterium Sylwestera)

Na to, by forma kwadratowa byfa dodatnio okreslona potrzeba i wystarcza,
aby wszystkie minory gtéwne jej macierzy byty dodatnie.

Dowéd

" =" Zaktadamy, ze Vo f(x) > 0. Rozwazmy: V| = gen{e,. .., ex}.
f’vk( )— f(Xl,.. Xk,O,...,O) >0

f(x) = Z 3 XiXj
ij=1
Forma f jest dodatnio okreslona na V/, gdyz jest dodatnio okreélona na V.

Stad i z faktu, ze det A > 0 mamy:
Vlgign A; > 0.

" <" Niech Ay >0dla k=1,...,n. Z metody Jacobiego istnieje baza,
w ktorej:

AW
E(X{)Z +

A AN
— ()P .. = ()2
JAVS

= = = = = o &

f(x) =
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Dowéd c.d.
Jesli x # 0, to co najmniej jedna wspoétrzedna jest rézna od zera, wiec

xx # 0.
Stad: f(x) > 0.

Przyktad
f(x,y) = ax® 4+ 2bxy + cy® = L[(ax + by)? + (ac — b?)y?]

a b

b ¢
Al = a
Ay = ac — b?
Macierz jest dodatnio okreslona, gdy:
A; > 0A Ay >0, czyli gdy:
a>0Aac—b>>0.
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Wykfad 29.

Zadania

Metoda Lagrange'a sprowadzi¢ forme kwadratowa g do postaci
kanonicznej.

= x12 + 4dx1xp — 2x1x3 + 3x22 + 2xox3 + 2x32

Macierz g jest nastepujaca:

1 2 -1

A= 2 3 1 |.Wypisujemy czynniki z x; i dopetniamy do
-1 1 2

kwadratu:

X12 T 4X1X2 — 2X1X3 = (X1 aF 2X2 — X3)2 — 4X22 T 4X2X3 — X32

Stad podstawiajac powyzsze wyrazenie do formy i postepujac podobnie z
czynnikami zawierajacymi pozostate zmienne otrzymujemy:
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q=[(x1+2x0 — x3)%2 — 4x3 + dxox3 — x32] + 353 + 2x0x3 + 2x32 =
= (x1 +2x0 — x3)% — X2 + 6x0x3 + X3 =

= (x1+ 2% — x3)% — X3 + 6x2x3 — 9x3 + 9x3 + x3 =

= (x1 +2x2 — x3)% — (x2 — 3x3)? + 10x2.
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Zadania c.d.
Podstawiamy:
Y1 =Xx1+2x2 — X3
y2 = x2 — 3x3

Y3 =2X3
1 2 -1 1 -2 -5
Mt=101 3| ,M=|0 1 3
00 1 0 0 1

q=yi—y3+10y3.

Macierzowo to wyglada nastepujaco

1 0 O
MTAM=|0 -1 0
0 0 10
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Jesli zaczniemy od x», to:

= %(2X1 + 3x0 + X3)2 — %(Xl + 5X3)2 aF 10X§
Jest to tez poprawne sprowadzenie formy g do formy kanonicznej:
(2X1 + 3x0 + X3) — f(Xl + 5X3) arF 10X3 =

= %(4X1 +9x3 —|—x3 —|—12x1X2+4x1X3—|—6x2X3)— 3 +10xx3+25x3)+10x3 =
= 3(3 +9x3 — 24x2 + 12x1x0 — 6x1x3 + 6x2x3) + 10x3 =
= X12 + 3x22 + 2x32 + 4x1x0 — 2x1X3 + 2X0X3
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0 g =2x1x0 + 4xox3

Podstawmy:

=Y1—)
X2 = y1 + Y2
X3 =13

q=2(n— yz)(y1 +y2) +4(y1 + y2)ys = 2yF — 2y5 + dyrys + dyays =
= 2[(y1 +y3)? - y3] - 2[(yz —y3)* =3l =2l0n + y3)* = (v2 — y5)°]
= V2(y1 +y3) = R (x1 + x2 + 2x3)
2 =2y~ y3) = 72( —X1 + X2 — 2x3)
3=y3=2X3
Inne podstawienie: (Sprawdzi¢ ! Wylicz macierz M~1.)

X1 = g(zl —2) —2V/2z
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Definicja 29.1

Hiperpowierzchnia stopnia drugiego nazywamy zbior:

n n
(*) {(Xl,...,X,,) € R" | Z a,'jX,'XjJrQZb,'X,'+C = 0}
ij=1 i=1

e forme kwadratowa x — a(x, x) o macierzy [a;;] nazywamy grupa
wyrazéw stopnia drugiego

n
o forme liniowg x — 2b(x) = 2 > b;x; nazywamy grupa wyrazéw
i=1

stopnia pierwszego

@ stata ¢ € R nazywamy wyrazem wolnym
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Komentarze

o x2+ y? + z2 = —1 jest to hiperpowierzchnia stopnia 2
o sfera urojona: {(x,y,z) € R3 | x> + y?> + 22 + 1 =0}

Uwaga

Réwnanie () jest to réwnanie ogdlne o (n + 1)(n + 2) zmiennych.
Istotnie 3n(n+1)+n+1=(n+1)(3 n+1) F(n+1)(n+2).

Twierdzenie 29.2

Poprzez zamiane zmiennych mozna réwnanie hiperpowierzchni zapisa¢ w
formie:

n+1

Z ajjXiXj = C,

ij=1

gdzie [ajj] jest macierza formy.
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Definicja 29.3

Srodkiem hiperpowierzchni drugiego stopnia nazywamy punkt, wzgledem
ktérego wszystkie punkty hiperpfaszczyzny sg potozone parami
symetrycznie.

Symetryczno$¢ oznacza:

(X1y...yxn) EA=(—x1,...,—Xn) €EA

Definicja 29.4 (bis)

Srodkiem dowolnej hiperpowierzchni stopnia drugiego nazywamy taki
punkt, ze jesli umieScimy w nim poczatek uktadu wspotrzednych |, to
réwnanie hiperpowierzchni przyjmie postad:

n
Z ajj X Xj +c=0.
ij=1
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Wykfad 30.

Klasyfikacja czesciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk

Powierzchnia hiperboliczna stopnia 2 (kwadryka) to zbiér punktéw:
ax> + a2y2 + a3Z® + bixy + bpxz + bsyz + cix + oy + cz3z+d = 0,
gdzie a1, ap, as, b1, by, b3, c1, ¢, c3,d € K i przynajmniej jedna z nich # 0.
Jest to réwnanie ogdlne hiperpowierzchni stopnia 2.
Hiperpowierzchnie stopnia 2 mozna zapisac tez w postaci kanonicznej:
axl+ @y’ + w2+ d=0.

Wyrézniamy kwadryki wiasciwe (niezdegenerowane) i niewtasciwe
(zdegenerowane).
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Klasyfikacja czesciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

© Kwadryki wtasciwe

o Elipsoida:

x2 y2 22

2 Tpta=!
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Klasyfikacja czeSciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

@ Hiperboloida jednopowtokowa:

X2 y2 22

a2 b2 2

N
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Klasyfikacja czeSciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

@ Hiperboloida dwupowfokowa:
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Klasyfikacja czesciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.
@ Stozek eliptyczny:
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Klasyfikacja czesciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

@ Paraboloida eliptyczna:
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Klasyfikacja czeSciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

@ Paraboloida hiperboliczna:

a2 p?
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Klasyfikacja czesciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.
o Walec eliptyczny:
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Klasyfikacja czesciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

@ Walec hiperboliczny:

@ kR oo N e @
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Klasyfikacja czesciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

e Walec paraboliczny:
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Klasyfikacja czeSciowa powierzchni hiperbolicznych stopnia 2 -

kwadryk c.d.

@ Kwadryki niewtasciwe
o Elipsoida urojona:
2 2 2
X y z
2tpta="1
e Stozek urojony:
2 2 2
X y z
) ain B aF 2° 0
e Urojony walec eliptyczny:
X2 )2
R
e Réwnolegte ptaszczyzny urojone:
W=
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