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Rozpatrzmy nastgpujaca gre:

Dane sa dwa stosy kamieni, w jednym znajduje si¢ m kamieni, w drugim » kamieni. Dwaj

gracze (rozpoczynajacy A i grajacy jako drugi B) na zmian¢ wykonuja ruchy, przy czym ruch

polega na tym, ze mozna wzia¢ z jednego z dwoch stosow liczbg kamieni, ktora jest

dzielnikiem liczby kamieni w tym stosie. Wygrywa ten gracz, ktéry wezmie ostatni (ostatnie)

kamien.

Przyktad

Popatrzmy na rozgrywke z czterema i trzema kamieniami w stosach
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W rozgrywce tej powinien wygra¢ gracz A, wystarczy, ze wezmie jeden szary kamien.
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Teraz taktyka gracza A jest nastgpujaca: ,,nasladuje” ruchy gracza B.

Jaka jest teoria tej gry?

Po sprawdzeniu wielu konkretnych przypadkéw, okazato sie, ze:

1) W grze (2d +1,k) gracz A wygrywa wtedy 1 tylko wtedy, gdy 2 | &.
Dowod

Indukcja ze wzgleduna m =2d +1+ k.

Dla m =1 mamy przypadek (1,0) (d =0,k =0); oczywiscie gracz A wygrywa i oczywiscie

spetniony jest warunek 2 | 0.

Zatézmy prawdziwo$¢ dla m, sprawdzamy dla m+1=2d +1+k.

=

Zaktadamy, ze 2 | k. Wystarczy, ze podamy pierwszy wygrywajacy ruch A:
Crn+Lk)y— 2n+1,k-1)
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Ten ruch rzeczywiscie daje zwycigstwo A, gdyz teraz wystarczy skorzysta¢ z zatozenia

indukcyjnego (2d +1+k —1=m), z ktérego wynika, ze w tej pozycji wygrywa gracz drugi,
bo Ak -1.
=

Zatozmy, ze 2/'k. Pokazemy, ze wygra gracz B. Gracz A ma dwie mozliwosci:
2d +Lk)— (2d +1,k—p)
2d +Lk)— ((2d +1) - p,k)

W pierwszym przypadku z nieparzystosci £ wynika nieparzystos¢ p, wigc liczba k— p jest
parzysta i1 zgodnie z zalozeniem indukcyjnym pozycja (2d +1,k —m) jest wygrywajaca dla

rozpoczynajacego, czyli dla B. Podobne rozumowanie stosujemy dla drugiego przypadku.

2) Niech (m,n) bedzie pozycja poczatkowa w grze. Zatozmy, ze m =2" m,, n =2"n,, gdzie
m,,n, s liczbami nieparzystymi. Wowczas gracz A wygrywa wtedy 1 tylko wtedy, gdy
S, #S,.
Dowdd
Indukcja ze wzglgduna s, +, .
Dla s, +s, =0 mamy s, =s, = 0. Prawa strona rownowaznosci jest falszywa 1 lewa tez, bo
dla pozycji poczatkowej (m,, n,) wygrywa gracz B.
Znowu zalozmy prawdziwos¢ dla s, +s, = k 1sprawdzmy dla s, +5, =k +1.
—
Niech s, #5,,np. s, > s,,s, =5, +t. Popatrzmy jaki ruch wykonuje A:
Q2"m; ,2%n)> 2" m, —2%m;,2%n)=2"m, (2" =1),2%n,)
Wystarczy teraz skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego: ostatnia pozycja jest sprzyjajaca dla
gracza drugiego.
=
Zalézmy, ze s, = s, . Pokazemy, ze kazdy ruch A jest przegrywajacy.

(2" m, 2" n) > (2" m, —2'm;, 2% n) = (2" 'm, (2" -1),2"n),

m,
gdzie ¢t>0,m, jest dzielnikiem m,. Widzimy, ze t+s, <k oraz t+#s,, wigc otrzymana

pozycja jest sprzyjajaca dla gracza drugiego.
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Krdéciutko o strategii
Strategia zostata pokazana w dowodzie ,,<=".

Popatrzmy, jak wygladaja pierwsze ruchy w pozycjach ,,szczesliwych” dla A:
8,12) > (8—4,12) = (4,12)

(18,12) > (18,12-6) =(18,6)

(118,112) > (118,112—-2-7) =(118,98)
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