
v =
1

1 + i
- czynnik dyskontujący,

d = 1− v =
i

i+ 1
= iv - stopa dyskontowa,

(1− d)(1 + i) = 1.

Zależność pomiędzy stopą nominalną i(m) a równoważną jej stopą efektywną i,
gdzie m ∈ Z liczba odsetek dopisana w ciągu roku.(

1 +
i(m)

m

)m
= 1 + i.

Analogia dla stóp dyskontowych: (
1− d(m)

m

)m
= 1− d

δ - natężenie oprocentowania,

lim
m→∞

(
1 +

δ

m

)m
= eδ.

Renty:

an =
1− vn

i
, än =

1− vn

d
, a∞ =

1
i
, ä∞ =

1
d

sn =
(1 + i)n − 1

i
, s̈n =

(1 + i)n − 1
d

.

a
(m)
n =

1− vn

i(m)
, ä

(m)
n =

1− vn

d(m)
,

s
(m)
n =

(1 + i)n − 1
i(m)

, s̈
(m)
n =

(1 + i)n − 1
d(m)

.

k|an = an+k − ak , k|a∞ = a∞ − ak .

Ian = an +
an − nvn

i
=
än − nvn

i
, Isn =

s̈n − n
i

, Ia∞ =
1
i

+
1
i2
..

Dan =
n− an

i
, Dsn =

n(1 + i)n − sn
i

.

WS = K(t) = K0e
∫ t
0
δ(s)ds +

∫ t

0
r(s)e

∫ t
s
δ(τ)dτds.

WB = K(t)e−
∫ t
0
δ(τ)dτ = K0 +

∫ t

0
r(s)e−

∫ s
0
δ(τ)dτds.

—
tqx = Gx(t) = P{Tx ¬ t}, t  0, tpx = 1− tqx = P{T > t}

tpx+s == t+spx

spx

s|tqx = spx · tqx+s = t+sqx − sqx = spx − s+tpx.

e̊x = E(Tx) =
∫ ∞
0

tgx(t)dt =
∫ ∞
0

tpxdt

V ar(Tx) = E(T 2x )− E2(Tx).



µx+t =
G′(t)

1−G(t)
=
g(t)

tpx
= −(ln(tpx))′.

P{K = k} = k+1qx − kqx = kpx − k+1px = kpx · qx+k

ex =
∞∑
k=1

kpx

V arK =
∞∑
k=0

(2k + 1)k+1px − (ex)2.

Wyróżniamy 3 podstawowe metody interpolacji (t = u+ k, u ∈ [0, 1), k ∈ N):

1. liniową (jednostajną)
tpx = (1− u) · kpx + u · k+1px.

µx+t = µx+k+u =
qx+k

1− u · qx+k
.

2. wykładniczą
tpx = kpx · (px+k)u

µx+t = µx+k+u = µx+k.

3. Balducciego

tpx = kpx ·
1− qx+k

1− (1− u) · qx+k

µx+t =
qx+k

1− (1− u) · qx+k
.

JSN
Ā1x:n =

∫ n

0
vtg(t)dt =

∫ n

0
vttpxµx+tdt.

Ax:
1
n = vnP{T > n}+ 0 · P{T ¬ n} = vn · npx.

Āx:n = Ā1x:n + Ax:
1
n .

Āx =
∫ ∞
0

vttpxµx+tdt.

A1x:n =
n−1∑
k=0

vk+1P{K = k} =
n−1∑
k=0

vk+1kpxqx+k.

Ax:n = A1x:n + Ax:
1
n .

Ax =
∞∑
k=0

vk+1kpxqx+k.

• Āx = i
δ
Ax

• Ā1x:n = i
δ
A1x:n

• Āx:n = Ax:n + ( i
δ
− 1)A1x:n

RAW
āx =

∫ ∞
0

vttpxdt.

āx:n =
∫ n

0
vttpxdt.



• Āx + δāx = 1.

• Āx:n + δāx:n = 1.

äx =
∞∑
k=0

vkkpx =
∞∑
k=0

kEx.

äx:n =
n−1∑
k=0

vkkpx.

• Ax + däx = 1

• Ax:n + däx:n = 1.

• ax = äx − 1

• ax:n = äx:n − 1 + vnnpx.


