Monika Wrzosek (IM U

JG)

Analiza danych

w ubezpieczeniach majatkowych

Monika Wrzosek

Instytut Matematyki
Uniwersytet Gdanski

2019/20

Analiza danych w ubezpieczeniach majatkowych



Sprawy organizacyjne

Kontakt i strona

E-mail: mwrzosek@mat.ug.edu.pl
Konsultacje: p.323
Materiaty: www.mat.ug.edu.pl/~mwrzosek

Literatura

E. Poprawska, P. Kowalczyk, W. Ronka-Chmielowiec, Metody aktuarialne. Zastosowanie
matematyki w ubezpieczeniach, PWN 2006.

W. Otto, Ubezpieczenia majatkowe. Teoria ryzyka, WNT 2004.

J. Grandell, Aspects of risk theory, Springer 1992.

E. Straub, Non-life Insurance Mathematics, Springer 1997.

A. Charpenthier, Computational Actuarial Science with R, CRC 2015.

Forma zaliczenia

Cwiczenia:
2 kolokwia (2 - 40%)
projekt (20%)
Wyktad: egzamin pisemny.

Monika Wrzosek (IM UG) Analiza danych w ubezpieczeniach majatkowych

2/29


www.mat.ug.edu.pl/~mwrzosek

Wprowadzenie

Ryzyko ubezpieczeniowe ma charakter losowy.

@ Zmienne losowe opisujace ryzyko:
wartoséci szkdd,
liczba szkéd,
momenty czasowe, w ktérych wystepuja szkody lub straty.

Rodzaje zmiennych wykorzystywanych do opisu:
wartosci szkod
- zmienne losowe ciagte o wartosciach rzeczywistych z pewnego przedziatu;
liczby szkéd
- zmienne losowe dyskretne o skoriczonym lub przeliczalnym zbiorze wartosci
pochodzacych ze zbioru liczb naturalnych.

@ Zmienna losowa opisujaca ryzyko powinna
by¢ nieujemna,
mie¢ skonczona warto$¢ oczekiwang.

Monika Wrzosek (IM UG) Analiza danych w ubezpieczeniach majatkowych 3/29



@ Miary ryzyka ubezpieczeniowego stosowane w praktyce:

wartos¢ oczekiwana,
odchylenie standardowe,
wariancja,

wspotczynnik zmiennosci,
wspétczynnik sko$nosci.

o Jezeli ryzyko jest mierzalne i w wyniku obserwacji zebrano dostatecznie duza
liczbe danych, mozna stosowaé empiryczne metody modelowania (statystyka
opisowa). Miarami ryzyka ubezpieczeniowego moga by¢

kwartyle, np. mediana,
dominanta,
odchylenie ¢éwiartkowe.

o Jedli ryzyko ubezpieczeniowe potraktujemy jako pewien proces, ktéry jest
zmienny, a zmiany te zalezg od czasu, to ryzyko ubezpieczeniowe dobrze
charakteryzuja procesy stochastyczne. Zaobserwowane dane statystyczne
beda wartosciami realizacji tego procesu stochastycznego i beda tworzyty
szeregi czasowe.
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Ryzyko w ubezpieczeniach typu non-life

@ Ubezpieczenia typu non-life
- pol.: ubezpieczenia majatkowe i pozostate osobowe.

@ Gdzie wystepuja:
nieruchomosci i mienie ruchome,
transport,
rézne obszary dziatalnosci gospodarczej,
ustugi finansowe (kredyty, gwarancje),
odpowiedzialno$¢ cywilna z tytutu prowadzenia dziatalnoéci,
nieszczesliwe wypadki, choroby, inwalidztwo itd.

Monika Wrzosek (IM UG) Analiza danych w ubezpieczeniach majatkowych 5/29



Wskazniki do okreslenia liczby szkéd

n
@ Wskaznik czestosci wypadkéw ubezpieczeniowych: N
n - liczba wypadkéw ubezpieczeniowych,

N - liczba polis lub ubezpieczonych rodzajéw ryzyka.

W przypadku dostatecznie licznego portfela polis za warto$é teﬁo wskaznika przyjmuje sie
Erz(}/bliionq miare prawdopodobienstwa wystapienia wypadku ubezpieczeniowego w
adanym portfelu ryzyka.

© Wskaznik rozszerzalnosci wypadkéw ubezpieczeniowych: m

3

m - liczba szkdd (roszczen),
n - liczba wypadkéw ubezpieczeniowych.

Stosuje sie, gdy w danym ty;})]ie ubezpieczen obserwuje sie zjawisko kumulacji rodzag'_éw
szkéd, np. w ubezpieczeniach transportowych, ogniowych, powodziowych, katastroficznych
i innych, gdy jeden wypadek ubezpieczeniowy powoduje kilka szkéd (roszczen).
m
© Wskaznik czestosci roszczen: T
m - liczba szkéd (roszczer),
N - liczba polis.

@ Wskaznik intensywnosci dziatania wypadkéw ubezpieczeniowych: 5
Z - suma odszkodowan, "
Sm - suma ubezpieczenia tych rodzajéw ryzyka, w ktérych wystapita szkoda.

Stosowany jest w ubezpieczeniach majatkowych i opisuje w przyblizeniu, jaka przecietnie
cze$é wartosci majatku, w ktérym powstata szkoda, ulegta zniszczeniu.
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Liczba szkdd

Do opisu procesu wystepowania wypadkéw ubezpieczeniowych i szkéd, nalezy braé

pod uwage:
@ trendy,
@ cykle, czyli okresy nieregularnych zmian,
@ krétkookresowe wahania,

o fluktuacje czysto losowe.

Intensywno$¢ wystepowania wypadkéw podlega zmianom, np.
- ulewne deszcze i gradobicia w okresie wiosenno-letnim,

- wtamania do mieszkan w okresie wakacyjnym,

- sttuczki samochodowe w okresie jesiennym i zimowym.

Zmienna opisujaca liczbe szkdd moze zmieniaé sie w czasie, np.
- nowych metod zapobiegania pozarom,

- zmian warunkéw handlowych,

- zmian technologicznych,

- wiekszej prewencji.

z powodu
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Wartos¢ szkdd

@ Wielkosci szkdd sa najczesciej mate i Srednie, stad liczba danych obserwowalnych
jest duza, co pozwala zastosowaé modelowanie empiryczne i utworzyé szereg
rozdzielczy oraz wyznaczy¢ dystrybuante empiryczna.

Wielkie odszkodowania wystepuja rzadko, czyli z matymi prawdopodobiefnstwami, i
stad mato jest o nich danych. Zatem lepiej jest zastosowaé modelowanie
teoretyczne, czyli zatozy¢ hipotetyczny rozktad i zweryfikowaé hipoteze o rozktadzie
za pomoca statystycznych testéw istotnosci nieparametrycznych.

@ Wielkosci szkdéd nalezy analizowaé w kontekscie czasowym i przestrzennym, gdyz

moga one by¢ zmienna czasu i wystepowaé ze zréznicowanymi wartosciami w
réznych regionach.

W przypadku danych z poprzednich i odlegtych momentéw czasowych nalezy
uwzgledni¢ inflacje.

@ Wartosci szkéd (roszczen) sa zwiazane z suma ubezpieczenia, czyli gérna granica
odpowiedzialnosci ubezpieczyciela, lub z decyzjami reasekuracyjnymi, ktére ustalaja
udziat wtasny ubezpieczyciela i automatycznie okreslaja gérna granice zbioru
obserwacji.

Rozktad prawdopodobienstwa wartosSci tej zmiennej jest przewaznie asymetryczny i
w przypadku duzych roszczen, z tak zwanym wyciagnietym i ciezkim ogonem.

@ Wartosci szkdd przyjmuja wartosci rzeczywiste i dlatego opisuja je zmienne losowe
ciagte.
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Modele ryzyka ubezpieczeniowego
w ubezpieczeniach typu non-life
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1. Modele dyskretne

K - zmienna losowa dyskretna

@ o wartosciach 0,1, 2, ... oznaczajacych liczbe szkéd wygenerowanych przez
jednen typ ryzyka lub portfel ryzyka w badanym okresie,

@ z prawdopodobienstwami odpowiednio pg, p1, p2, - - ., tzn.

P(K=k)=pi, k=0,1,2,...

Stosowane rozktady prawdopodobienstwa dla zmiennej K
@ dwumianowy,
@ Poissona,
@ ujemny dwumianowy,

o logarytmiczny.
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Rozktad dwumianowy

@ Portfel ubezpieczen zawiera N jednorodnych rodzajéw ryzyka.

@ Prawdopodobienstwo wystapienia szkody w kazdym z nich w ciagu roku jest takie
samo i wynosi p.

@ Prawdopodobienstwo niewystapienia szkody wynosi g =1 — p.
_ v (NY & vk .
pe=PK=k={ P " k=01L..N
e EK = Np,
@ Var K = Npg.

Rozktad Poissona
@ W praktyce na ogét wystepuja duze portfele ryzyka.

@ W ubezpieczeniach majatkowych prawdopodobienstwo wystapienia szkody w
pojedynczym typie ryzyka jest przewaznie bardzo mate.

_)xke_)‘
T k7

pe = P(K = k) k=0,1,..., A= Np.

o EK = )\,
@ VarK = \.
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Rozktad ujemny dwumianowy

o W sytuacjach, gdy wariancja liczby szkéd przekracza Srednia.

k—1
p=P(k =)= (“T et k=010, a(00) pe )
@ p - prawdopodobienstwo wystapienia szkody, g =1 — p,
@ pi - prawdopodobienstwo wystapienia a-tej kolejnej szkody po k
bezszkodach,
o EK =al,
p
o VarK = a%.
p

Jezeli a =1, to rozktad ten przeksztatca sie w rozktad geometryczny postaci
px = pq¥, gdzie py - prawdopodobiefistwo wystapienia szkody po k
bezszkodach.
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Rozktad logarytmiczny

k
pk = P(K = k) £

~ k[In(1 - p)|
oEK= P!

~ gl q’

° VarK:L

k=1,2,..., pe(0,1),g=1—-p
1
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2. Model akumulacyjny liczby szkdd i roszczen

@ N - zmienna losowa opisujaca liczbe wypadkéw ubezpieczeniowych,
@ J - zmienna losowa opisujaca liczbe roszczen pochodzacych z jednego
wypadku,

pn - prawdopodobienstwo wystapienia n wypadkow,

q; - prawdopodobiefistwo wystapienia j roszczen w jednym wypadku,

K - zmienna losowa opisujaca liczbe roszczen z wszystkich wypadkdw.

k 1, jedliK=0
P(K=kK) = pndi, G =k, QQ={’ e
e 0, jesli K#0,

gdzie g - prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wystapi k szkéd w n
wypadkach, okreslajace rozktad sumy n niezaleznych zmiennych losowych
h+b+...J,
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P(K = 0) = po,

P(K = 1) = p1q1,

P(K=2)=piq + quf7

P(K =3) = p1gs + p22q1G2 + p3G3,

P(K =4) = p1as + p2(201G3 + 43) + 3365 G2 + pagsy,

Interpretacja:

P(K = 2): prawdopodobienstwo zajécia jednej z dwdch mozliwosci: jeden
wypadek z dwoma roszczeniami albo dwa wypadki, kazdy tylko z jednym
roszczeniem.

P(K = 3): prawdopodobienstwo zajscia jednej z trzech mozliwosci: jeden
wypadek z trzema roszczeniami albo dwa wypadki z jednym i dwoma
roszczeniami, albo trzy wypadki, kazdy z pojedynczym roszczeniem.

Uwaga: Jezeli N jest zmienna losowa o rozktadzie Poissona, a J jest zmienna
losowa o rozktfadzie logarytmicznym, to K ma rozkfad ujemny dwumianowy.
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3. Model dynamiczny liczby szkéd

Gdy uwzglednimy wptyw czasu na proces wystepowania szkéd otrzymamy modele
dynamiczne opisujace ich liczbe.
Jednorodny rozktad Poissona

o Najczesciej stosuje sie jednorodny proces Poissona z niezaleznymi i
stacjonarnymi przyrostami.

@ Model ten stosuje sie w przypadku takiego typu ryzyka, lub catego portfela,
dla ktérych intensywnos$é wystepowania szkdd jest stata.

— At k
pk(t):P(K(t):k):%, k=0,1,..., A> 0.

o E[K(t)] = At,
o Var [K(t)] = At.
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Niejednorodny rozktad Poissona

o W praktyce czesto warunek jednorodnos$ci procesu nie jest spetniony,
szczegdlnie dla ryzyka o charakterze przyrodniczym, katastrofalnym, ktérego
realizacji towarzysza zmiany w otoczeniu.

o Jesli charakter tych zmian mozna okresli¢ za pomoca pewnej funkcji
intensywnosci A(t), to

e NI

pelt) = P(K(£) = k) = S—

k=0,1,..., A>0.

o E[K(t)] = A(¢),
o Var [K(t)] = A(t).
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Mieszany rozktad Poissona

o W przypadku ryzyka katastrofalnego czesto warunek o funkgji intensywnosci
zaleznej od t nie jest spetniony.

@ Zmiany intensywnosci szkéd maja charakter losowy i nalezy wprowadzi¢
zmienng losowa mieszajaca Q (Q > 0), od ktérej uzalezniona jest zmienna
losowa K.

@ Problem sprowadza sie do znalezienia rozktadu zmiennej losowej @, co w
niektérych przypadkach jest mozliwe przy wykorzystaniu danych
meteorologicznych, hydrologicznych, sejsmicznych itp.

p= B0 = [ e B8 dc(q)

gdzie G - dystrybuanta zmiennej losowej Q, G(q) = P(Q < q).

Interpretacja: Prawdopodobienstwo wzgledem mieszanego rozktadu Poissona
oblicza sie jako Srednie wazone, uwzgledniajac przy tym wszystkie mozliwe
stany podstawowych czynnikéw ryzyka opisywanych przez zmienna
mieszajaca Q.
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Mieszany rozktad Poissona
Niech
° g, takie ze P(Q = qi) = &i,
o EQ =1, tzn. intensywno$¢ wystepowania szkéd w pewnym okresie powinna
by¢ na oczekiwanym poziomie.

Witedy zachodzi wzér Z gigi = 1.

Dystrybuanta zmiennej losowej K jest postaci F(k) = Z Fg (K)gi.
i<k

Przyktad: Badana zmienng jest liczba zalanych domostw w lipcu z powodu powodzi.
Zmienng te mozna modelowaé za pomoca mieszanego rozktadu Poissona z wartoscia
oczekiwana A obliczong na podstawie dtugiego okresu. Warunki pogodowe w lipcu

opisuje zmienna mieszajaca @, ktéra na podstawie danych empirycznych ma rozktad:

i [ Typ pogody g | & | 4isi
1 | Bardzo sucho 3 10.0410.12
2 | Sucho 2 10.15]|0.30
3 | Normalnie 0.8 | 0.45 | 0.36
4 | Mokro 0.7 | 0.20 | 0.14
5 | Bardzo mokro | 0.5 | 0.16 | 0.08
= — 1.0 [ 1.0

Aby uwzgledni¢ zmiany pogodowe, warto$¢ Srednig A nalezy pomnozyé przez
odpowiednie wartosci zmiennej mieszajacej @, ktéra te zmiany pogodowe opisuje, a
nastepnie odczytaé wartosci z tablic rozktadu Poissona.
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W zagadnieniach praktycznych istotnym problemem jest znalezienie postaci dystrybuanty
rozktadu zmiennej mieszajacej Q. Czesto przyjmuje sie dystrybuante rozktadu gamma
oparta o posta¢ funkcji gamma.

Rozktad gamma

ar aq r—1
= —— 0
g(q) rns 9 q>0,
gdzie:
@ dwa parametry: r >0, a > 0;
@ funkcja gamma:

—w, =il
e “u"du;

r(r) =

@ warto$¢ oczekiwana rozktadu gamma:

I~ <\8

Po standaryzowaniu, tak aby E(Q) = 1, czyli r = a, wprowadza si¢ zmienng g = r.
Witedy dystrybuanta zmiennej losowej @ przyjmuje postaé

G(q) = /g" L eeigy
o T(g)

Wtedy EQ =1, VarX = é
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4. Model wartosci indywidualnej szkody lub roszczenia

Warto$é¢ indywidualnej szkody (lub indywidualnego roszczenia) moze by¢é modelowana za
pomoca zmiennej losowej ciggtej nieujemnej X, takiej ze E[X] < oo, Var[Q] < oo i 0
pewnej dystrybuancie F.

Metody znajdowania dystrybuanty F i jej parametrow:

@ Konstruowanie empirycznej postaci dystrybuanty na podstawie obserwacji z
poprzedniego okresu zestawionych w szeregi czasowe.

@ Szukanie analitycznej postaci dystrybuanty wyrazonej wzorem i w tym celu
wykorzystanie statystycznych testéw istotnoéci (np. x?, A-Kotmogorowa,
Kotmogorowa-Smirnowa) do zweryfikowania hipotezy o postaci dystrybuanty.

@ Obliczanie na podstawie danych empirycznych podstawowych parametréw rozktadu
bez szukania postaci dystrybuanty.

Stosowane rozktady

@ gamma,
Pareto,
beta,
logarytmiczno-normalny;,
normalny.
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Rozktady gamma

Funkcja gestosci:
1

) = pT(y

z dwoma parametrami, gdzie p > 0, a funkcja gamma I zadana jest wzorem

— 2%

x7le7i, x>0

r(vy) :/ x7te™*dx, ~>0.
0

Witedy.
o EX = uvy,
o Var X = u?y.

—x

1
Dla v = 1 otrzymujemy rozktad wyktadniczy o funkcji gestosci f(x) = —e™ .
1]
Rozktad gamma dla
@ v <1 charakteryzuje typy ryzyka o matych roszczeniach,

@ v > 1 charakteryzuje typy ryzyka o duzych roszczeniach.
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Rozktad Pareto

Dystrybuanta:
F(x)=1 ! x>0, 0<a<
xX)=1— ——+—, >0, a < oo.
(T+x)*
Wtedy
oEX:ﬁ, a>1,

0E[X2]:m, a > 2.

Uciety rozktad Pareto

Dystrybuanta:
0<x <M< 0,

1— L1 __
F(x) = { (1+x) S

1

gdzie M nazywa si¢ maksymalna mozliwa strata.
Funkcja gestosci:

(1+4x)o >

o e 0<x <M< o0,
g = 0 x> M.
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Rozktad beta

Funkcja gestosci: ( )
_ a+p
"= Har )

gdzie parametry «, 3 spetniaja

xo‘_l(l — X)B_l,

O<a<oo, 0<f<oo.

Wtedy
o
EX = ,
° oy
R IE[X2] _ ala+1)

(a+B)(a+B+1)
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Rozktad logarytmiczno-normalny
Funkcja gestosci:

F(x) U — p)” “’2>,

= ﬁxexp (— 2
gdzie 0 <x <00, — o< pu<oo, 0<o<o0.
Wtedy

o EX = eh*%,

o VarX = e2’“”’2(e‘72 —1).

Rozktad normalny

Funkcja gestosci:

F(x) = \/%02 5 (-%) s>0

Wtedy
o EX = pu,
o Var X = o2,
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5. Ryzyko katastrofalne

@ Pojecie ryzyka katastrofalnego jest trudne do zdefiniowania.

@ Ma ono charakter wzgledny: jesli wezmiemy pod uwage mozliwosci kapitatowe
zaktadu ubezpieczen w postaci kapitatéw wtasnych i funduszy ubezpieczeniowych,
to to samo ryzyko ubezpieczeniowe dla jednego zaktadu ubezpieczen jest juz
katastrofalne, a dla drugiego jeszcze nie.

@ Ryzyko ma cechy katastrofalne, jesli jego realizacja generuje wielkie szkody losowe,
ktére moga wystapi¢ w jednym lub w wielu obiektach i ktére moga by¢ kumulacja
bardzo duzej liczby nawet drobnych szkéd powstatych w wyniku katastrofy
naturalnej lub spowodowanej przez cztowieka.

Ryzyko katastrofalne charakteryzuje sie tym, ze

@ niespetniony jest warunek o niezaleznosci wystepowania szkéd,

@ prawdopodobienstwo jego realizacji jest bardzo mate i trudne do oszacowania,

@ nie zachodzi warunek powtarzalnoéci jednorodnych szkéd, ktéry pozwala korzystaé z
prawa wielkich liczb, a ktéry jest jedna z cech ubezpieczalnosci ryzyka,

szkody powstate w wyniku realizacji ryzyka katastrofalnego pojawiaja sie prawie w
tym samym czasie.

Monika Wrzosek (IM UG) Analiza danych w ubezpieczeniach majatkowych 26/29



Do modelowania wartosci szkéd pochodzacych ze zdarzen katastrofalnych

wykorzystywane s3 rozktady wartosci ekstremalnych.

Rozktad Frecheta
Dystrybuanta:

0, x <0,
A = { exp(—x~%), x>0,

gdzie parametr a > 0.

Rozktad Weibulla
Dystrybuanta:

F(x) = { e)y(p[—(—X)_a], iig:

1

gdzie parametr a > 0.

Rozktad Gumbela

Dystrybuanta:
F(x) = exp[—exp(—x)].
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Rozktad Pareto - analityczna postac tréjparametryczna

_ D+p\"
F(X)_1_<x+,8> , x>D,

gdzie parametry «, 3, D spetniaja a >0, 8 > —D.

Dystrybuanta:

@ Parametr o decyduje o wadze ogona dystrybuanty. Im « jest mniejsze, tym ciezszy
jest ogon.

@ Parametr 3 okre$la lewa strone dystrybuanty, gdzie x jest wieksze od 3, dlatego nie
ma wptywu na jej ogon. Zatem, jedli krzywa Pareto dopasowujemy tylko do ogona
dystrybuanty, a tak postepuje sie czesto w przypadku zdarzen katastrofalnych, to
parametr § mozna pominac.

@ Parametr D jest poczatkiem przedziatu wartosci odszkodowan.

e EXx=2Pt8 o4
a—1

2

@ VarX = oD + B)

Gdy a < 1, to nie istnieje warto$¢ oczekiwana rozktadu;
Gdy a < 2 to nie istnieje skofnczona wariancja.
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W praktyce, przy szukaniu rozktadu teoretycznego stosuje sie ré6zne metody

obciecia czesci ogona, aby uniknaé problemu istnienia nieskonczonych momentéw
rozktadu.

Uzasadnione jest to stosowaniem réznych limitéw, ktére z géry ograniczaja
odpowiedzialno$¢ zaktaddéw ubezpieczen albo stosowana jest reasekuracja,
powszechna szczegblnie w przypadku ubezpieczen katastrofalnych.

Metody obciecia ogona
o Dystrybuanta "cenzurowana" (censored distribution):

F(x)

Fe(x) = F(C)'

x < C,

gdzie odszkodowania powyzej wartoéci C nie sg uwzgledniane.

o Dystrybuanta "ucieta" (truncated distribution):

07 X Z XmaX’
Fer(x) = { F(x), X < Xmax-

Odszkodowania powyzej xm,.x hie s3 brane pod uwage. Sytuacja taka wystapi
wtedy, gdy szkody wieksze od X,.« nie s3 objete ochrong ubezpieczeniowa
lub s oddane do reasekuratora.
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