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Zadanie 1. Sprawd¹, czy F jest σ-ciaªem podzbiorów Ω.

1. Ω = {1, 2, 3}, F = {∅, {1}, {2, 3},Ω}.

2. Ω = {1, 2, 3}, F = {∅, {1}, {2}, {3},Ω}.

3. Ω = N, F = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}, . . . ,Ω}.

4. Ω = R, F = {∅, (5,∞), (−∞, 5), {5},Ω}.

5. Ω = R, F = {∅, (5,∞), (−∞, 5],Ω}.

Zadanie 2. Niech Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {1, 4}, B = {2}. Wyznacz σ(A,B).

Zadanie 3. Niech Ω = R. Wyznacz σ((−1, 2), (5, 6)).

Zadanie 4. Niech Bt i Wt b¦d¡ niezale»nymi ruchami Browna. Poka», »e

Xt =
1√
2

(Bt +Wt)

jest równie» ruchem Browna.

Zadanie 5. Poka», »e proces 2Wt −Ws zale»y od przeszªo±ci.

Zadanie 6. Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi,

X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2).

Poka», »e wektor losowy (X,X + Y ) ma rozkªad normalny o ±redniej m = (µ1, µ1 + µ2) i
macierzy kowariancji

Σ =

[
σ2
1 σ2

1

σ2
1 σ2

1 + σ2
2

]
.

Zadanie 7. Wyznacz rozkªad wektora losowego (Wt,Ws), 0 < t < s. Skorzystaj z poprzed-
niego zadania.

Zadanie 8. Dla podanych procesów stochastycznych oblicz funkcje warto±ci oczekiwanej
mX(t) i kowariancji cX(t, s).

1. Xt = µt+ σWt, t ≥ 0

2. Xt = Wt+h−Wt

h , t ≥ 0

3. Xt = Wt − tW1, t ∈ [0, 1]

4. Xt = eµt+σWt , t ≥ 0

Zadanie 9. Wyka», »e je±li Z jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie N(0, 1), to E
[
eλZ

]
= e

λ2

2

dla λ ∈ R.


