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Zadanie 1. Niech Y1, Y2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowych roz-
kªadach (iid), mY := E[Y1], σ2

Y := V ar(Y1) > 0 oraz

Rn =

n∑
i=1

Yi.

Rozwa»my proces stochastyczny Sn
t okre±lony wzorem

Sn
t :=

Ri − imY

σY
√
n

dla t =
i

n
, i = 0, . . . , n

oraz za pomoc¡ liniowej interpolacji mi¦dzy w¦zªami. Sprawd¹ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. Sn startuje z zera: Sn
0 = 0,

2. Sn ma niezale»ne przyrosty

Sn
ti2
− Sn

ti1
, . . . , Sn

tir
− Sn

tir−1
dla 0 ≤ ti1 < . . . < tir ≤ 1

3. Sn
i/n ∼ N(0, i/n) dla i = 1, . . . , n.

Zadanie 2. Wykonano n niezale»nych rzutów monet¡. Przeanalizuj poprzednie zadanie,
przyjmuj¡c:

Yk =

{
1, je±li w k-tym rzucie wypadª orzeª,
0, je±li w k-tym rzucie wypadªa reszka.

Zadanie 3. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡, oznaczaj¡c¡ liczb¦ orªów otrzyman¡ przy
dwukrotnym rzucie monet¡, A - zdarzeniem polegaj¡cym na wypadni¦ciu orªa w pierwszym
rzucie. Wyznacz E[X|σ(A)].

Zadanie 4. Do±wiadczenie polega na jednokrotnym rzucie kostk¡. Zmienna losowa X
przyjmuje warto±¢ 0, gdy wypadªa liczba parzysta i 1, gdy nieparzysta. Zmienna losowa Y
przyjmuje warto±¢ równ¡ liczbie wypadni¦tych oczek. Wyznacz E[X|Y ] oraz E[Y |X].

Zadanie 5. Wektor losowy (X,Y ) ma rozkªad:
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Wyznacz:

1. E[X|σ(Y )]

2. E[Y |σ(X)]

Zadanie 6. Niech Ω = [0, 1], P -miara Lebesgue'a na [0, 1]. Wyznacz E[g|F ], je»eli

1. g(x) =
√
x, F jest σ-ciaªem generowanym przez zbiory [0, 14 ), [ 14 , 1].

2. g(x) = −x, F jest σ-ciaªem generowanym przez zbiory [0, 12 ), [ 13 , 1].


