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LISTA nr 1: Proste modele dyskretne 1

Oznaczenia 1. Rynek jednookresowy.

• t ∈ {0, 1}

• Ω = {ω1, ω2, . . . , ωK} - mo»liwe stany rynku

• P - miara probabilistyczna na Ω, P (ω) > 0, ω ∈ Ω

• Bt - proces konta bankowego (proces cen instrumentu bez ryzyka (obligacji)), gdzie
B0 = 1, r - stopa procentowa, r = B1 − 1, r ≥ 0

• N - liczba instrumentów ryzykownych (akcji), n ∈ {1, . . . , N}

• St = (S
(1)
t , . . . , S

(N)
t ) - proces cen, gdzie S

(n)
t - cena akcji n w chwili t

• H = (H0, H1, . . . ,HN ) - strategia inwestycyjna (portfel), gdzie H0 - liczba obligacji,
Hn - liczba akcji n

• Vt - proces warto±ci portfela

• G - proces zysku

• S̃t, Ṽt, G̃ - zdyskontowane procesy: cen, warto±ci portfela i zysku

Zadanie 1. Zaªó»my, »e K = 2, N = 1, r = 1
9 , S

(1)
0 = 5, S

(1)
1 (ω1) = 20

3 , S
(1)
1 (ω2) = 40

9 .

Okre±l V, Ṽ , G, G̃ dla dowolnego portfela H.

Zadanie 2. Zaªó»my, »e K = 2, N = 1, r = 0, S
(1)
0 = 10, S

(1)
1 (ω1) = 12, S

(1)
1 (ω2) = 10. Czy

strategia H = (−10, 1) dopuszcza arbitra»?

Zadanie 3. Zaªó»my, »e K = 3, N = 2, r = 1
9 , S

(1)
0 = 5, S

(2)
0 = 10, S

(1)
1 (ω1) = 60

9 , S
(1)
1 (ω2) =

60
9 , S

(1)
1 (ω3) = 40

9 , S
(2)
1 (ω1) = 40

3 , S
(2)
1 (ω2) = 80

9 , S
(2)
1 (ω3) = 80

9 . Podaj przykªad strategii
H = (H0, H1, H2), która dopuszcza arbitra».

Zadanie 4. Udowodnij, »e w modelu z zadania 1 nie ma mo»liwo±ci arbitra»u (znajd¹ miar¦
martyngaªow¡).

Zadanie 5. Zaªó»my, »e K = 3, N = 1, r = 1
9 , S

(1)
0 = 5, S

(1)
1 (ω1) = 20

3 , S
(1)
1 (ω2) =

40
9 , S

(1)
1 (ω3) = 30

9 . Znajd¹ wszystkie miary martyngaªowe.

Zadanie 6. Poka», »e w modelu z zadania 3 nie istnieje miara martyngaªowa (a tym samym
istnieje mo»liwo±¢ arbitra»u).

Zadanie 7. W (bezarbitra»owym) modelu z zadania 1 zaªó» dodatkowo: X(ω1) = 7, X(ω2) =
2. Zakªadaj¡c, »e instrument X jest osi¡galny podaj jego warto±¢ w chwili t = 0. Podaj i
zinterpretuj strategi¦ H = (H0, H1) replikuj¡c¡ X, aby przekona¢ si¦, »e X jest rzeczywi±cie
osi¡galny.

Zadanie 8. W modelu z zadania 1 zaªó» dodatkowo, »e X = max{0, S(1)− 5}. Zakªadaj¡c,
»e instrument X jest osi¡galny podaj jego warto±¢ w chwili t = 0. Podaj strategi¦ H =
(H0, H1) replikuj¡c¡ X, aby przekona¢ si¦, »e X jest rzeczywi±cie osi¡galny.

Zadanie 9. Sprawd¹, czy rynek z zadania 1 jest zupeªny (oblicz rz¡d odpowiedniej macie-
rzy).

Zadanie 10. W modelu z zadania 1 zaªó» dodatkowo: S
(2)
0 = 54, S

(2)
1 (ω1) = 70, S

(2)
1 (ω2) =

50 (czyli teraz N = 2). Sprawd¹, »e mimo mody�kacji modelu miara wyznaczona w zadaniu
4 jest nadal miar¡ martyngaªow¡. Okre±l, czy model jest zupeªny.

Zadanie 11. Sprawd¹, czy rynek z zadania 5 jest zupeªny (oblicz rz¡d odpowiedniej ma-
cierzy). Jak inaczej mo»na to stwierdzi¢?


