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LISTA nr 4: Wzór Itô dla ruchu Browna i procesów Itô

Zadanie 1. Stosuj¡c wzór Itô, oblicz ró»niczk¦ stochastyczn¡ dYt procesów:

1. Yt =W 2
t

2. Yt =
1
3W

3
t

3. Yt = exp(Wt)

4. Yt = cos(Wt)

5. Yt = arctg(Wt)

6. Yt =
1

1+W 2
t

7. Yt =
Wt

1+W 2
t

8. Yt = 2 + t+ exp(Wt)

9. Yt = exp
(
1
2 t
)
sin(Wt)

Zadanie 2. Oblicz:

1. [exp(Wt),Wt] 2.
[
W 2

t ,Wt

]
3.
[
W k

t ,Wt

]
Zadanie 3. Sprawd¹, »e podane procesy s¡ martyngaªami:

1. Mt =Wt

2. Mt =W 2
t − t

3. Mt =W 3
t − 3tWt

4. Mt = t2Wt − 2
∫ t

0
rWrdr

Zadanie 4. (Twierdzenie Itô o reprezentacji) Dla podanych zmiennych losowych F znajd¹
Ft-adaptowany proces ϕt taki, »e

F = E[F ] +
∫ T

0

ϕtdWt.

1. F =WT

2. F =W 2
T

3. F = exp(WT )

4. F =
∫ T

0
Wtdt

5. F =W 3
T

6. exp
(
1
2T
)
cos(WT )

Zadanie 5. Niech Xt b¦dzie procesem Itô. Zastosuj wzór Itô do X2
t a nast¦pnie wyznacz

st¡d wariacj¦ kwadratow¡.

Zadanie 6. Niech Xt ≥ 0 b¦dzie procesem Itô takim, »e µ(x) = bx + c oraz σ(x) = 2
√
x.

Wyznacz ró»niczk¦ stochastyczn¡ procesu Yt =
√
Xt.

Zadanie 7. Niech Xt = exp
(
Wt − 1

2 t
)
. Wyznacz d(X2

t ).

Zadanie 8. Niech Xt = tWt. Wyznacz [X,X]t.

Zadanie 9. Niech Xt = (1− t) oraz Yt =
∫ t

0
1

1−sdWs. Wyznacz d(XtYt).

Zadanie 10. (Wzór Itô dla funkcji 2-zmiennych) Napisz wzór Itô dla funkcji:

1. f(x, y) = xy

2. f(x, t) = exp
(
x− 1

2 t
)

3. f(x, y) = x
y . Niech Xt = tWt oraz Yt = exp(Wt). Wyznacz d

(
Xt

Yt

)
.


