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Zadanie 11. Oblicz norm¦ funkcjonaªu x∗ ∈ C([0, 1])∗ danego wzorem

1. x∗x =
∫ 1

0
tx(t)dt

2. x∗x = x( 12 ) +
∫ 1

0
2x(t)dt

3. x∗x = x(1)− x(0)

4. x∗x = x(1)−
∫ 1

0
x(t)dt

Zadanie 12. Dla danego funkcjonaªu f ∈ C([0, 1])∗ znajd¹ funkcj¦ y o wahaniu ograniczo-

nym na [0, 1] tak¡, »e f(x) =
∫ 1

0
x(t)dy(t) dla ka»dego x ∈ C([0, 1]). Wyznacz ||f ||.

a)f(x) = x(1/3), b)f(x) =

∫ 1

0

x(t)dt, c)f(x) =

∫ 1

0

x(t) cos(πt)dt, d)f(x) = x(0)−
∫ 1

2

0

x(2t)dt.

Zadanie 13. Niech funkcje ut : [0, 1] → R, t ∈ [0, 1] okre±lone s¡ nastepuj¡co: dla t = 0
u0 ≡ 0, dla t ∈ (0, 1] ut ≡ 1 w [0, t], ut ≡ 0 w (t, 1]. Dla danego funkcjonaªu F : C([0, 1])→
R
i) Oblicz ‖F‖.
ii) Przyjmuj¡c za F̃ rozszerzenie F na przestrze« B([0, 1]) (funkcji ograniczonych z norm¡
supremum) takie, »e ‖F‖ = ‖F̃‖, wyznacz funkcj¦ v(t) = F̃ (ut).
iii) Sprawd¹, czy v ∈ BV ([0, 1])(NBV ([0, 1]) i ew. oblicz TV (v). Porównaj TV (v) z ‖F‖.
iv) Wyznacz G(x) =

∫ 1

0
x(t)dv(t) i porównaj z F .

a) F (x) = x(1/2), b) F (x) = 2x(0)−
∫ 1/2

0

x(t)dt+x(2/3), c) F (x) = x(0)+3x(1/2)−x(1),

d) F (x) = −2x(1) +
∫ 2/3

1/3

t2x(t)dt+ x(1/2).

Zadanie 14. Przedstaw funkcjonaª F : C([0, 1])→ R w postaci F (x) =
∫ 1

0
x(t)dv(t), gdzie

v ∈ NBV ([0, 1)]. Sprawd¹ równo±¢ ‖F‖ = ‖v‖.

a) F (x) = x(0), b) F (x) =

∫ 1/2

1/3

x(t)dv(t), c) F (x) = x(
1

2
)− 2

∫ 1
2

1
4

x(t)dv(t),

d) F (x) = x(0)− 2x(1), e) F (x) = x(
1

3
)−

∫ 1

1
3

x(t)dv(t).

Zadanie 15. Znajd¹ wszystkie funkcje x ∈ C([0, 1]) wspóªliniowe z funkcjonaªem x∗ ∈
C([0, 1])∗ danym wzorem

a) x∗x =

∫ 1

0

x(t)dt, b) x∗x = x(1/2), c) x∗x = x(0) + x(1), d) x∗x = x(0)− x(1).

Zadanie 16. Wiedz¡c, »e ka»dy funkcjonaª x∗ ∈ C([0, 1])∗ jest postaci:

x∗x =< x, x∗ >=

∫ 1

0

x(t)dv(t), v ∈ NBV ([0, 1]),

znajd¹ wszystkie funkcjonaªy wspóªliniowe z funkcj¡:

a) x(t) = 1, b) x(t) = 1− 2t, c) x(t) = t2 − t+ 3, d) x(t) = |4t− 2| − 1.

Zadanie 17. Jak wygl¡daj¡ funkcjonaªy v ∈ NV B([0, 2π]) wspóªliniowe z x ∈ C([0, 2π]),
gdy:

1. x(t) = sin t, t ∈ [0, 2π]

2. x(t) = sin t, t ∈ [0, π], x(t) = 3
4 sin t, t ∈ (π, 2π],

3. x(t) = 1
3 − | sin t|, t ∈ [0, 2π],

4. x(t) = t, t ∈ [0, 1), x(t) = 1, t ∈ [1, 2), x(t) = 3− t, t ∈ [2, 3].


