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Zadanie 28. Niech U,U1 b¦d¡ podprzestrzeniami V i niech x0 ∈ V . Udowodnij:

1. x0 + U = x1 + U1 ⇔ U = U1 i x0 − x1 ∈ U .

2. x0 + U jest podprzestrzeni¡ liniow¡ V ⇔ x0 ∈ U (wtedy x0 + U = U).

3. M = x0 + U jest podprzestrzeni¡ liniow¡ V ⇔ 0 ∈M (wtedy M = U).

4. M = x0 + U , wtedy {{M}} = {αx0 + u : u ∈ U,α ∈ R} = {{x0}}+ U .

5. Je»eli U ( U1, to x0 + U ( U1.

6. M = x0 + U domkni¦ta ⇔ U domkni¦ta (V unormowana).

Zadanie 29. Udowodnij:

1. Niech x0 /∈ U . Rozmaito±¢ x0 + U jest hiperpªaszczyzn¡ ⇔ {{x0 + U}} = V .

2. x0 + U jest hiperpªaszczyzn¡ w V ⇔ U jest najwi¦ksz¡ podprzestrzeni¡ wªa±ciw¡ V
(jest kowymiaru 1).

Zadanie 30. Czy zbiór H = {x ∈ C([0, 1]) : x(0) = 1, x(1) = −1} jest rozmaito±ci¡, hiper-
pªaszczyzn¡ w C([0, 1])?

Zadanie 31. Niech K ⊂ V b¦dzie zbiorem wypukªym, 0 ∈ IntK, p : V → R+. Funkcjonaª
Minkowskiego dany jest wzorem

p(x) = inf

{
r : r > 0,

1

r
x ∈ K

}
.

Udowodnij nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. 0 ≤ p(x) <∞

2. p(αx) = αp(x) dla α > 0

3. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

4. p jest ci¡gªy

5. K̄ = {x : p(x) ≤ 1}, IntK = {x : p(x) < 1}

Zadanie 32. Wyznacz funkcjonaª Minkowskiego podanych podzbiorów M ⊂ R2:

1. M = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 ≤ 1}.

2. M = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 ≤ 1}.

3. M = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 ≤ 4}.

4. M = {(x1, x2) ∈ R2 : ax1 − b ≤ x2 ≤ ax1 + b, a, b ∈ R, b > 0}.


