Teoria optymalizacji 11

PRZYKEAD 1. Znajdziemy wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f(t) = v/, t € [0,1].
Szukamy u(t) = a, a € R takiego, ze ||u — f]| 2 — min. Mamy

Warunek konieczny istnienia ekstremum: g¢'(a) =0 < 2a—5 =0 & a= %
Poniewaz ¢"'(a) =2 > 0, funkcja g ma w a = % minimum o wartosci g( ) = 15- Stad u(t) = % oraz ||u— fllr2 = \/%78'

Zadanie 1. ZnajdZ wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f : [0,1] — R

1
1. f(t) = 41 Odp. wu(t) =1In2.

2. f(t) =sint Odp. u(t)=1—cosl.

PRZYKELAD 2. Znajdziemy wielomian stopnia co najwyzej 1 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f(t) = t2, t € [0,1].
Szukamy zatem u(t) = a + bt, a,b € R takiego, ze |ju — f| L2 — min.

Sposoéb 1.
1
1 2 1 1
lu— fl17- =/ (a+bt—12)°dt =a® + b +ab— a— =b+ = =: g(a,b).

0 3 3 2 5
Gradient funkcji g: Ag = [ga, o) = [2a+b— 2, a+ 2b—1].
Punkt stacjonarny: Ag =0 & a= 7%, b= 1. Macierz Hessego: H = {gaa gab} = F %]

9ba  Gbb 1 3

Hesjan: det H = % Poniewaz det H > 0, funkcja ¢ ma w punkcie (—%, 1) ekstremum.
Poniewaz gqq > 0, w punkcie (—¢, 1) funkcja ¢ ma minimum o wartosci g(—3,1) = 155-

Zatem u(t) = a+ bt = —% +t oraz ||u — f|p2 = \/%.

Sposoéb 2.

Baza przestrzeni wielomianow stopnia co najwyzej 1: {1,t}. Niech uy () = 1, ug( ) =t.

Poniewaz w L? mamy (uq,u1) = f 1dt =1, (ui,uz) = (ug,uy) fo tdt =%, (us,ug) = f 2 dt = g,
[y, up) ul,u2 } { ]

[(uz,u1)  (ug,uz)

Poniewaz (f,ui) = fol t2dt =1, (f ug) fo 3 dt = %, mamy b= [E? Z;i] = [%]

4

macierz Grama jest postaci G =

o1 1
Réwnania normalne G¢ =0 < } %] El} [i‘] skad & =—1, & =1oraz u(t) =& + &t =—¢ +t.
L2 3 2 4

Zadanie 2. Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 1 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f: [0,1] — R
1. fit)=1¢ Odp. u(t) = 2t —
2. f(t) = Vit Odp. u(t) = %/ + %

Zadanie 3. Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 2 optymalny w sensie normy L? dla funkcji f: [0,1] — R
1. fit)=1¢ Odp. u(t) =3t — 3t + %,

2. f(B)=VE  Odp. u(t) = 17+ 3540 8

Zadanie 4. Znajdz wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L* dla funkcji f: [0,1] = R, f(t) =
Odp. wu(t) = %
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PRZYKEAD 3. Znajdziemy wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L dla funkcji f(t) = ——.

Szukamy zatem u(t) = a, a € R takiego, ze ||u — f| L — min. Mamy

t
u— fl|3< = sup ’—a’.
= fle = s |

!
Poniewaz ¢'(t) = (%_H — a) = ﬁ, to ¢’ nie ma miejsc zerowych, a zatem g nie posiada ekstremow.

Obliczamy jej warto$¢ na kraricach przedziatu [0,1]: ¢(0) = —a, ¢(1) = % — a. Wtedy

} — min.

2—Cl

= Fl2e = max{a|,

Stad a = I oraz u(t) =

=

Zadanie 5. ZnajdZz wielomian stopnia 0 optymalny w sensie normy L*° dla funkeji f:[0,1] = R
1. f(t) = Vi Odp. wu(t) = %

2. f(t) =sint Odp. u(t) = Lsinl.

PRZYKEAD 4. (Warunek Haara)
Niech U = {{1,t,t?}} = span{1,t,t*} = {u(t) = a + bt + ct®> : a,b,c € R}.
Sprawdzimy, czy U spelnia warunek Haara na [0, 1].

Mamy n = dimU =3, ui(t) =1, ua(t) =1t, uz(t) = t2. Niech t1, ta, t3 € [0, 1], takie ze t1 # to # t3.
Obliczamy wyznacznik

ul(tl) Uz(tl) Ug(tl) ]. tl t%
(ta)| = |1 to 13| = tot? — t112 + t3t3 — tats + tyt3 — tot?
(t3) 1 t3 t3

t3(ty — t1) + t3(t? — 12) + tyta(ta —t1)
(to — t1)[ta(ts — t2) — t1(ts — t2)]
(ts — t1)(ts — t2)(ts — t1).

Mamy A#0 < (ta—t1)(ts—ta)(ts—t1) #0 < t1#ta A taF#ts A 11 #ts, co jest prawda z zalozen. Zatem
udowodniliémy, ze U spelnia warunek Haara.

Zadanie 6. Pokaz, ze U = {{1,t2 t*}} spetnia warunek Haara na [0, 1], ale nie spenia warunku Haara na [—1, 1].

Aby pokazaé, ze U nie spelnia warunku Haara, wystarczy znalezé punkty t1 # to # t3 przedzialu [—1, 1], takie ze A = 0.

‘ Zadanie 7. Pokaz, ze U = {{sint,cost}} speinia warunek Haara na [a,b] C (kw, (k+ 1)7), k € Z.

‘ Zadanie 8. Czy U = {{e"!,e'}} spelnia warunek Haara na [—1,1]?

‘ Zadanie 9. Pokaz, ze U = {{1,sint, cost,...sinnt,cosnt}} spelnia warunek Haara na [a,b], o ile 0 < b —a < 27.

PRZYKEAD 5. (Wielomiany Czebyszewa)
Niech f(t) = t3, t € [-1,1]. Znajdziemy wielomian v € U = {{1,¢,t*}} najblizszy w sensie normy supremum do funkcji f,
korzystajac z wielomianéw Czebyszewa.

Dla funkcji " wielomianem optymalnym u € U = {{1,¢,#%,...,t""1}} jest

1

u(t) =t" — =T

To(®),
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gdzie T, oznacza n-ty wielomian Czebyszewa

To(t) =1,
T (t) =1,
T(t) = 2t Tpy_1 (t) — Tprso().
1 1
Mamy u(t) = t* — 23—_1T3(t) =1 - 4(4153 —3t) = %

Zadanie 10. Niech f(t) = t°, t € [-1,1]. Korzystajac z wielomianéw Czebyszewa, znajdz wielomian
ue U= {{1,t,t2,t3,t*}} najblizszy w sensie normy supremum do f.

PRZYKEAD 6. (Algorytm Remeza)

1
Znajdziemy wielomian stopnia co najwyzej 1 na [0, 1] najblizszy w sensie normy supremum do funkcji f(¢) = 71
Zauwazmy, ze U = {{1,t}} = {u(t) = a+ bt : a,b € R} spelnia warunek Haara.
1. Przyjmijmy, ze pierwszym przyblizeniem a_lternansu sa punkty 0, 1 5, L
Warunek alternansu: f(¢;) —u(t;) = (-=1)'E, i=1,2,3.
a+FE 1
Podstawiajac t; = 0,t5 = %,tg =1, mamy uklad ¢ a+ %b —-FE = % i jego rozwiazanie a = 37 b= —%, E=
a+b+ E %
23 1
Zatem u(t) = a + bt = 2—4—515
Sprawdzamy, czy u jest wielomianem optymalnym, tzn. czy m[ax] lf(t) —u(t) = E.
te[o,1
1 23 1
Niech r(t) = f(t) —u(t) = 71 2 + t Na [0, 1] rozwiazujemy r'(t) =0 < t=+/2— 1.
23 1
Mamy In[ax] Ir(t)] = |r(v2 = 1)| = \[— —| =10.048 ;é — = E. Zatem u(t) = i it nie jest optymalny.
tefo,1
2. Drugim przyblizeniem alternansu sa punkty 0, v/2 —1, 1.
a+E =1 e = L241
Podstawiajac je do warunku alternansu, mamy { a+ (vV2—-1)b—E = % & b = —%
a+b+E = 1 E = 3_¥
V2 101 1 V2 11
tad t) = —+-—=t t)=——————-+4+ =t "(t) = t=+v2-1 1].
Stad u(t) = 24—t r()= - S { gt =0 & t=vI-1€[0,1
1 3 3 1
Mam max r(t)| = \/5—1 - _ =2 __— —E.
v ()] = (V2= 1) -i-%

\)

V2 1 . -
—t jest poszukiwanym wielomianem optymalnym.

1
Zatem wu(t) = 74—1— 5

Zadanie 11. Znajdz wielomian u stopnia < 1 najblizszy w sensie normy supremum do f(t) = t? na przedziale

1. [0,1] Odp. u(t) = -1 +1

8

2. [-1,1]  Odp. u(t) =

3. [0,2] Odp. u(t)=—

+ 2t

Zadanie 12. Znajdz wielomian u stopnia < 1 najblizszy w sensie normy supremum do f(t) =t ¢t € [0,1].
Odp. u(t) = fﬁ +1

Zadanie 13. ZnajdZ wielomian stopnia < 1 na [0, 1] najblizszy w sensie normy supremum do funkcji e’.
Odp. u(t) = —( f—(( —1Dln(e—1)4 (e — 1)t
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Zadanie 14. Niech V bedzie przestrzenig unormowana, f : V — R funkcjonalem liniowym. Definiujemy

Wykaz, ze

Krok 1. Poniewaz {z € V: |jz||=1} C {z eV : |z||<1,z#0} C {x €V : |z| # 0}, mamy
|/ ()]

Krok 2. Wykaz, ze ||f|| < sup
lzll=1

Krok 3. Wykaz, ze
llzll#0

£l =inf{m >0 : Voev |f(z)| < m|z|}.
@I _ g G
[l]|£0 |||

@) _
&l

]

I/l =" sup
lel|=1 (IS

@l |
T zizo0 ]

sup |f () < swp
Jeli=1 llzll lell<tzzo0 |l

|f (@)
]

/@)
sup L < )

Zatem

|f(:r)|‘/01tx(t)dt‘§/ol |ta:(t)|dt/01t|x(t)|dt§/01
sllall _ 1

t sup |z(t)|dt =
t€(0,1]

1
PRZYKEAD 7. Obliczymy z definicji norme funkcjonatu f € (C[0,1])* danego wzorem f(z) = / tx(t) dt. Mamy
0
1 1 1
| it =l [ de = el
0 0

|f(2)] < swp _
Iz~ jap<a 2l 2

I/l = sup
lzf| <1

Zadanie 15. Oblicz z definicji norme funkcjonatu f € (C[0,1])*, gdy

L f(z) = 5x(t),
2 f@)=a(1)—2(0),  Odp. S| -2
1 1
3. fla)==x (2) + 2/ x(t) dt, Odp. |Ifll=3
0
1
4 f(z) = (1) _/ st)dt  Odp | -2
0
Zadanie 16. (Twierdzenie Riesza-Frecheta) Niech V' bedzie przestrzenia Hilberta. Dla kazdego funkcjonatu liniowego i
ograniczonego f € V* istnieje dokladnie jeden wektor y € V' taki, ze dla kazdego z € V: f(z) = (z,y). Ponadto || f]| = ||y]
1. Udowodnij jednoznacznosé wektora y € V.
2. Pokaz, ze || f|| = |lyll (tzn. odwzorowanie V* 5 f —— y € V jest izometria)

Zadanie 17. Znajdz wektor y z Twierdzenia Riesza-Frecheta, gdy
1
3. V. =L2([0,1)), f(z) :/ x(t)t dt.
0
1 1
4. V = L*([0,1]), f(z) / z(t)(2+ 1) dt+/ x(t)dt
0 0

1L.V=2~02 fz)= Zanxn, gdzie a = (a,) € (2.

n=1
2. V= RQ, f($1,$2> = 3$1 — 4332

Oblicz || f]| w 2-4.
4
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PRzYKEAD 8. Dla f € (C[0,1])* znajdziemy funkcje v o wahaniu skoriczonym na [0, 1] taka, ze f(x) = fol x(t) dv(t).
i 0, telo0,3)
1 8 1’ te l’ 3
Dla funkcjonatu f(z) == <> + /8 z(t)dt mamy o(t) = (3.3) ’
2) Uy t+3 teli )
5 telR]

gdy
/le(t)dv(t)=/0x(t).o’dmr/lix(t).1’dt+/fx(t) <t+i)/dt+/:x(t).(2)/dt
() [ 6) o @)= (@ G ()] =@ [ G) -+ ()]
3
(3+

3 /1y 1 /1 0, teog)
1w =2e(3) -3 (3) v0={ 3 re by
3 te[51]

Zadanie 19. Dla danego funkcjonatu f € (C[0,1])* znajdz funkcje v € BV ([0, 1]) taka, ze f(x) = fol x(t) do(t).

1. fz)== (;) 5. f(x) =2(0) + 3z (;) —x(1) 8 f(x)==x (;) + 5/01 x(t) dt
2. f(z) ==(0) 6. f(z)= /01 z(t) dt 9. f(z) = /1 x(t) cos(mt) dt

3. f(z) =z(1) 1 1 0 1

1 f(@) = 2(0) — #(1) s =e(5) + f w0 to. fe) =1 || oty

Uwaga. Reprezentacja nie jest jednoznaczna na BV|0, 1]; jest jednoznaczna na N BV[0, 1].
Mamy v € NBV[0,1] < (v(0) =01 v - prawostronnie ciagla).

5
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Norma funkcjonatu. Jezeli v € NBV[0,1], to ||f|| = ||[v|| = TVy (v), gdzie TV,?(v) - wahanie funkcji v na przedziale [a, b].
Jezeli v jest funkcja monotoniczna na [a, b], to TV (v) = |v(b) — v(a)|.

0, te0,3)
PRZYKEAD 9. Funkcja v(t) = { 2, t€[},5) jest monotoniczna na przedziatach, zatem
2 L€ 5]

TV3(0) = TV, () + TV (0) + TV} (v) = |o(}) = v(0)| + [o(3) = v(})| + [v(3) —o(D)] = |3~ 0] + [§ ~ 3+ [§ - 3 = 1.

‘ Zadanie 20. Oblicz normy funkcjonatéw z zadan 18 i 19, korzystajac z reprezentacji.

PRZYKEAD 10. a) Korzystajac z Twierdzenia o dualnoéci, znajdziemy u € U, takie ze ||z — u| — min, gdy X = R? z norma
2, x=(1,3), U= {(a, %a), a€ R} CcX.

Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzeniq rzeczywistq, liniowg i unormowang, v € X, U C X. Wtedy

inf ||z —ul| = max z*(z),
uelU [|z*||<1, z*€U+

gdzie maksimum jest realizowane dla pewnego xf € UL.
Ponadto, jezeli infimum jest realizowane dla pewnego ug € U, to element x{ jest wspdtliniowy z elementem = — ug.

Zadanie pierwotne. ||z —ul| = \/(1 —a)?2+ (3 - 5a)? — min.

1
2
Niech f(a) = (1 —a)?+ (3 — 3a)?. Wtedy f'(a) = 3a—5oraz f'(a) =0dlaa=2, f’(a)=2>0.
Zatem ug = (a, 3a) = (2,1).

Zadanie dualne. Szukany funkcjonal x* ma spetia¢ z* € U+, tzn. 2*(u) = 0 dla kazdego u € U.
Poniewaz przestrzenia dualng do 2 jest (%, to (z Tw. Riesza dla przestrzeni Hilberta) dla tego * mamy

Fyex Vwex o7 (w) = (w,y) oraz ||z"[| = [[y]].
Zatem dla v € U C X mamy
0= ") = sy = { . 30 () ) = + e
Stad yo = —2y1 iy = (b,—2b), b€ R.

Kolejny warunek ||z*|| < 1 oznacza \/y? + y3 < 1, czyli y§ +y3 < 1. Wstawiajac y = (b, —2b), mamy 50> < 1ib € {—%,

HS,_,
o
[

Mamy jeszcze z*(z) = (x,y) = ((1,3), (b, —2b)) = —bb — max, a zatem b — min, co razem z b € [—%7 %} daje b= ——=.

Zatem yo = (b, —2b) = (f%, %) i funkcjonal maksymalizujacy dany jest wzorem zf(v) = (v, yo) = f%vl + %’1}2, veX.

Wspolliniowosé. Sprawdzimy, czy zachodzi xf(x — ug) = ||z§|] - ||z — woll, tzn. czy (yo,x — wo) = ||yol| - ||z — woll,
gdzie || - || oznacza norme [2. Poniewaz yo = (—%, %), x=(1,3), up = (2,1), x —up = (—1,2), to:

Lewa = (yo,x — ug) = % + % =5 =1-v5=||yol| - ||z — uo|| =Prawa.

b) Rozpatrzmy inny przypadek: X = R? z norma I*, z = (1,2), U = {(a,a), a € R} C X.
1

Zadanie pierwotne. [z —ulls = ((1—a)*+ (2 —a)*)* — min.

Niech f(a) = (1 —a)* + (2 — a)*. Wtedy 0 = f'(a) = 2a® — 9a% + 15a — 9 = (2a — 3)(a® — 3a + 3), f"(a) > 0, stad a = 3

R

Zadanie dualne. 7 Twierdzenia o reprezentacji funkcjonatu na [P: istnieje y € [ ze dla kazdego v € [P z*(v) = v1y1 + Vaya.
W naszym przypadku p = 4, ¢ = 3.
Mamy warunki

1) 0=a"(u) = ay: + ays, stad y = (b, D),

2) lle*lla = llylls < 1, stad ;' +55 <1,

3) x*(x) = z1y1 + Tay2 = Y1 + 2y2 — max.

Z 1)i2) otrzymujemy b € [—%\/g, 4%/5}7 a z 3) mamy b— max, zatem b = % i dalej tak, jak w poprzednim przyktadzie.
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Zadanie 21. Korzystajac z Twierdzenia o dualnosci, znajdz u € U, takie ze ||z — u|| — min, gdy

1. X =R%*z norma 2, = (2,1), U ={(—a,3a), a € R} C X; Odp. uy = <f% 1%]) , To(v) = \/:%M + ﬁu

‘ 3 .\ 3/4 3/4
2. X =R*znorma I*, = (4,1), U= {(a,—8a), a € R} C X. Odp. uo — <i —&> , 2 (v) = <E) v1 + (i> oy

W kazdym przypadku sprawdz wspélliniowosé odpowiednich elementéw.

PRZYKEAD 11. (Funkcjonal sprzezony do funkcjonatu wypukltego)
Wyznaczymy funkcjonal sprzezony f* : C* — R do funkcjonatu wypuktego f: C — R, f(x) =22, C =R.

Skorzystamy z faktu: jezeli C—wypukly podzbiér przestrzeni unormowanej X, f-funkcjonat wypukty, to
C* = {x* € X*: sup{{x,z") — f(x)} < oo}, f (@") = sup{(z,z™) — f(z)}.
zeC xeC

Mamy C = R = X. Niech z* € X* = R bedzie ustalony.
Wtedy h(x) := (z,2*) — f(z) = 2*z — 22. Wykres h to parabola skierowana w dot, wiec h — ograniczony z gory.

Obliczamy h/(z) = 2* — 2z oraz K'(z) = 0 wtw, gdy @ = 1z*. Dalej mamy h(z) = h (32*) = 1(2*)? oraz C* = R. Zatem

fRSR,Fa) = @)

PRZYKEAD 12. (Funkcjonal sprzezony do funkcjonatu wklestego)
Wyznaczymy funkcjonal sprzezony g* : D* — R do funkcjonatu wklestego g : D — R danego wzorem

g(z) =ayr, a>0, D=][0,00).

Jezeli D—wypukly podzbioér przestrzeni unormowanej X, g—funkcjonat wklesty, to

D*={x*ex*: int {(z,2") — (@) >—oo}, g'(*) = inf {(z.2) — (@),

Badamy h(zx) := (x,2*) — g(x) = z*x — ay/x.
Mamy h(z) > —oco wtw, gdy «* > 0. Stad D* = (0, c0).

2 2 2
Dalej mamy 0 = h'(z) = 2* — %, skad otrzymujemy x = 4(Z*)2 oraz h (4(2*)2> = 45* Zatem
a2
*. (0 R, *E)

Zadanie 22. Pokaz, ze funkcjonal sprzezony ¢g* : D* — R do funkcjonatu g : D — R, g(z) =z, D = [0,00) dany jest
wzorem g*(z*) =0, D* = (1, 00).

PRZYKEAD 13. (Lokata) Za pomoca funkcjonalow dualnych rozwiazemy problem lokaty kapitatu, jezeli zysk powstaly w
wyniku dziatania i-tej akcji wynosi
gi(wi) = ai/xy, a; >0, i=1,...,n, n>2,

a posiadany kapital jest rowny zg > 0.
n n

1. Formulujemy zadanie optymalizacji: g(z) = Zgi (z;) — max pod warunkiem Z x; = xg, x; > 0.
i=1 i=1

2. Definiujemy nastepujace zbiory i funkcjonaly
C:{xER": in:xo}, f:C—-R, f(z)=0,
i=1

D={zeR": z>0}, 9:D =R, glx) = gi(x:).
=1
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3. Korzystamy z Twierdzenia Fenchela o dualnosci

sup g(z) =— inf {—g(x)}=— inf {f(z)—g(x)}

reCND xeCND xeCND
dax {g7(@") = f1(@)} = min - {f7(27) - g"(27)} (1)

4. Wyznaczamy funkcjonal sprzezony do f. Nieréwnosé

sup{(m z*y — f(x)} = sup{(z,z™)} = supr;‘xi < 00,

zeC zeC zeC i—1

gdzie sz =z, zachodzi tylko dla * postaci z* = (A A,...,A) =A(L,1,...,1) = A-1, A € R. Wtedy
i=1
ff:Cr =R, C*={x-1,AeR}, f*(A\)=Axo.
2
5. Wyznaczamy funkcjonal sprzezony do g. Z Przykladu 12 mamy ¢} : (0,00) — R, ¢/ (z]) = 742;. Zatem
n n 2
* * ai
:Zgi(xi) = _Z4x*'
i=1 i=1 ¢
6. Poniewaz C* ={\-1,A€R} i D* =(0,00), to C*ND*={A-1,A> 0} oraz
* * . a’Lz . azz 1 = 2 ||CL||2
e D D B s G PPl >
i=1 i=1 =1
7. Podstawiamy otrzymane wyniki do (1).
sup g(x)= min {f"(z") — ¢*(2™)} = min { Axo + W
2eCAD z*€C*ND* A>0 4N
2
8. Badamy h(\) := Azo + %. Mamy
0=n\)=1z0— lal® &S A= lal ; oraz  h lall ) _ lallv/zo — maksymalny zysk.
4)2 2,/.1‘0 2,/.230

Sprawdzajac, ze limy_,g+ h(\) = 00, limy_ 00 h(A) = 00 upewniamy sie, ze rzeczywiscie h osiaga minimum w %

9. Wyznaczymy z;, i =1,...,n, n > 2. Skorzystamy z drugiej tezy Twierdzenia Fenchela.
Niech € C'N D realizuje infimum w (1). Ponadto mamy z* = X\ - 1. Wtedy

min{ (2, 5°) — g(e)} = min{ (z,7)  g(x)} = min {le . z@}=;ni>%{2(m—ai\/a>}.
= i=1 =7 li=1

l|all a; o 2= a?xo

Mamy h;(x;) := 2\ — a;/z; = x; - % —a;\/z; oraz 0= hi(x;) = Nl NG

Zatem T; := 2 jest optymalng inwestycja, ktora daje maksymalny zysk rowny g(Z) = ||a||\/Zo-

10. Sprawdzeme:

o) =Y ln) = wai Z i Z V0 rZw— el = Jall .

lall ol

Zadanie 23. Za pomocy funkcjonaléw dualnych rozwiaz problem lokaty kapitalu dla dwoch akcji, jezeli zysk powstaly w

wyniku dzialania i-tej akcji wynosi
g1(21) = 3Va1,  ga(x2) = 4y/xa,

a posiadany kapital jest rowny xo = 200.
Odp. x1 =72, xo = 128.
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Zadanie 24. Za pomocy funkcjonaléw dualnych rozwiaz problem lokaty kapitalu dla dwoch akcji, jezeli zysk powstaly w
wyniku dzialania i-tej akcji wynosi
g1(x1) =21, g2(x2) = 2V/12,
a posiadany kapital jest rowny xy = 100.
Odp. x1 =1, xz2 =99.

PRZYKEAD 14. (Wyscigi i zaktady) W wyscigu bierze udzial n koni, i-ty kot wygrywa z prawdopodobieristwem p;. Mamy
do postawienia xg zt. Pozostali uczestnicy zakladow stawiaja s; zt na i-tego konia, a organizatorzy pobieraja czes¢ 1 — 0 sumy
zaktadow, 6 € (0,1). My stawiamy x; na i-tego konia. Wowczas (o ile ten kori wygra) uzyskamy

0 3’504—2”:8]‘ i

e S; + xZ; '
Przewidywany zysk wynosi
7 =40 .%‘0+ZSj Gl — Zy-
j=1 o ST T
Zadanie: n

Z — max pod warunkiem g T; = X, x; > 0.
i=1

Wystarczy (pod tym warunkiem) maksymalizowaé

n

Pii
Zgi(xi)v gi(zi) = ——
i=1

Si +X; '

Tak jak poprzednio definiujemy zbiory i funkcjonaly

n n

C= {a:E]R”: inzxo}, f:C—=R, f(x)=0, D={zeR": >0}, g: D —R, g(x):Zgl(xl)

i=1 i=1

Mamy
C*={\-1,AeR}, D*"=(0,00), C*ND*"={X-1,A>0}.
7 Twierdzenia Fenchela o dualnosci
mesgng(w) = .Join {f5(@7) —g"(@7)} = min {f*(}) —g"(A) }.

Wiemy, ze f*(\) = Azo. Poniewaz funkcja g; jest wklesta, funkcjonal sprzezony do g; definiujemy nastepujaco

nieokreslone, A <0,
9; (A) =  ming, >0 [Az; — gi(z:)], 0<A<E (2)
0, A> B
Minimum jest osiagane dla SiDi 3
N (si + xi)Q ’ (3)
Stad
SiPi
Ti = —8; + o (4)

Wstawiajac (3) do (2), otrzymujemy

(sitxi)2? S; (5)

pz‘%? Di
. - O<A<
9i (/\) {

Nastepnie do (5) wstawiamy (4), otrzymujac

vy 2 e
g;()\):{ (VAsi +Pi)?, 0<A<t
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Zatem

o ) 2
sup g(x)_rglg Azo + Z(\/TSH-\/PT)

zeCND Pisy
5 =

Zalozmy (dla prostoty), ze wartosci bi sg rozne.
i
Rozwigzanie x ma wspotrzedne

—s5; + /% dla i spelniajacych 2t > A
T; = ot
0 dla pozostatych

SiPi \
( S; + h )—xo.

£
Taka wartos¢ istnieje, bo ta funkcja jest ciagla i przyjmuje wartosci od oo do 0 dla A € (0, 00).

Parametr A jest dobrany tak, aby

Zadanie 25. W wys$cigu biora udziat dwa konie, ktéore wygrywaja z réwnym prawdopodobienistwem. Mamy do postawienia
xo = 100 zl, pozostali uczestnicy zakladéw stawiaja na pierwszego konia 400 z}, na drugiego 600 zi, a organizatorzy pobieraja
20% sumy zaktadow (68 = 80%). Oblicz, ile nalezy postawié¢ na pierwszego konia, a ile na drugiego, aby zmaksymalizowa¢
wygrana.

Odp. x =94.44, x2 =5.56, Z ~ —11.92.

Zadanie 26. W wy$cigu biora udziat dwa konie, ktore wygrywaja z prawdopodobienistwem 0.4 i 0.6. Mamy do postawienia
xo = 50 zl, pozostali uczestnicy zakladow stawiaja na pierwszego konia 100 zl, na drugiego 300 zl, a organizatorzy pobieraja
10% sumy zakladow. Oblicz, ile nalezy postawié na pierwszego konia, a ile na drugiego, aby zmaksymalizowaé¢ wygrana.

Odp. x1 =442, ©2 =5.8, Z ~4.3.

PRZYKEAD 15. (Rézniczka Gateaur i rézniczka Frécheta)

Zatozmy, ze X,Y przestrzenie unormowane, D C X otwarty oraz T': D — Y. Niech h € X bedzie dopuszczalnym przyrostem

dla Xo € D. Jezeli istnieje granica
T +ah)—-T

a—0 (%

to nazywamy ja rézniczkq Gateauxr odwzorowania T w punkcie z¢ dla przyrostu h.

Gdy T jest funkcjonatem tzn. T': D — R, to

0Ty, (h) = ¢'(0), gdzie g(a) =T(xo + avh). (6)

Obliczymy rézniczka Gateaux funkcjonatu f : C([0,1]) — R danego wzorem f(z) = x> (%) . Mamy

oot () - (B) ()] e v=a[a () (D)o 2)

5fus (h) = ¢'(0) = 220 (;) h (;) .

Pokazemy teraz, ze otrzymana rozniczka Gateaux jest tez rozniczka Frécheta. Przypomnijmy definicje.

Zatem

Niech X, Y beda przestrzeniami unormowanymi, D C X otwarty, T : D — Y. Rdzniczkq Frécheta odwzorowania T" w punkcie
x € D nazywamy odwzorowanie liniowe, ciagte 0T, : X — Y, jezeli dla kazdego h € X

b [T +1) = T(w) —OT,(h)

|
=0.
Ia]=0 |7

Odwzorowanie 4§ f,. (h) = 2x (%) h (%) jest ciagte, mozna pokazaé, ze jest tez liniowe. Obliczamy

If (@ +h) = f(z) = 0fe(MIl _ |(z+1)?(G) —22(5) = 22(;)h (5)| _ [P (B)] _ [Inl?

= = < = [|al =0, gdy [[2[] — 0.
2] 2] 2] 121

10
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Zadanie 27. Oblicz rozniczke Gateaux funkcjonatu f : C([0,1]) — R danego wzorem

1. f(x) =zF (tO), to € [0, 1] 4. f(.’L') _ /1 (E3(t) dt 6. f(iC) — /1 e2x(t)w(0) dt
2 f@) =2 (3) () o :
3. f(z) = x(0)sin® z(1) 5. flx) = x(O)/o cos’z(t) dt

Pokaz, ze rozniczka Gateaux funkcjonatu w przykladzie 2. jest rowniez rézniczks Frécheta.

Zadanie 28. Oblicz rézniczke Gateaux funkcjonatu f : H — R, H - unitarna, danego wzorem f(z) = |z||*.
Pokaz, ze jest ona réwniez rézniczka Frécheta.

Zadanie 29. Zadanie planowania inwestycji polega na maksymalizacji funkcjonatu

T
@) = /0 B (ax(t) — o' (1)) dt

opisujacego zysk w czasie od 0 do T przy warunkach z(0) = zg, z(T) =0, z(t) > 0, gdzie

xo - kapital poczatkowy,

x(t) - kapital calkowity w chwili ¢,

r(t) - wydatki w chwili ¢,

U(r) - zysk zalezny od wydatkow r (zakladamy, ze U jest funkcja wklesta),
« - stopa inwestycji,

e~ Pt - czynnik dyskontujacy.

Zauwazmy, ze prawo opisujace zmiane x dane jest rownaniem a'(t) = ax(t) — r(t), tzn. wzrost kapitatu jest proporcjonalny
do inwestycji minus poniesione wydatki.

Niech D = {z € C!0,T] : # >0, az —2' >0, x(0) = xo, (T) = 0}.
1. Pokaz, ze rozniczka Gateaux funkcjonatu f w o € C[0,T] jest réwna
T
Sfu(h) = / e P (ax(t) — 2/ (t))(ah(t) — W' (t)) dt, h e CH0,T).
0
2. Pokaz, ze poniewaz h ma by¢ przyrostem dopuszezalnym dla « € D, to zaktadamy h(0) = h(T') = 0.

3. Wykaz, ze warunek konieczny istnienia ekstremum 6 f,(h) = 0 prowadzi do réwnania

U'(r(t)) = U'(r(0))eP=,

T
W tym celu zastosuj catkowanie przez czesci do / e P (ax(t) — 2/ () B (t) dt.
0

Nastepnie skorzystaj z metody czynnika catkujacego.
4. Przyjmij funkcje uzytecznosci U(r) = 2./ i pokaz, ze

62((176)15 _ ot

z(t) = zoe™ — 7(0) o 28

S < B < a pokaz, ze wydatki poczatkowe dane sg wzorem
28 — «a

1 _ ela2B)T"

5. Przy zatozeniu

r(0) = zg
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