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Teoria optymalizacji

Zadanie 1. Znajdz najwieksze i najmniejsze wartosci funkeji na podanych zbiorach.
1. f(z,y) = 2% -2y, 2% +y? < 36.
2. f(x,y) = 2%y — 8z — 4y, trojkat o wierzchotkach (0,0),(0,4), (4,0).

Zadania 2-6. 1.21, 1.22, 1.24, 1.27, 1.30, str. 30-37, Z. Galas, I. Nykowski: Zbiér zadan
z programowania matematycznego, cze$¢ I, 1986.
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1.18. Wykazaé, ze:

a) do‘la(czenie nowego warunku do ukladu warunkéw ograniczajgcych
w zadaniu PM z kryterium minimalizacji nie moze zmniejszyé optymalnej
wartosci jego funkcji celu; o

b) 'pommifgcie jaki"egos' warunku w ukladzie warunkdw ograniczajacych
zadama. PM z kryterium minimalizacji nie moze powigkszyé optymalnej
wartosei jego funkcji celu.

(Patrz konwencja przyjeta dla £, w definicji 1.3.)

1:19. Dla gadania PM z kryterium maksymlizacji sformulowaé twier-
dzenia analogiczne do twierdzefi sformutowanych w zadaniy 1.18.

1.20. Udowodnié twierdzenie:

Jezeli zadania 'Min {fx):xe 2}, Min {g(x): xe %} oraz Min {0+
+9(x): x € Z} maja rozwiazania optymalne, to min {f(x)+¢(x): x ¢ >

=miy ff{ﬂ X e (Z‘S,h‘ﬁ {g f\) we D

&6 SO AZ

Sy : ’ : zad na proyidadzie {z i{un-
kcjami jednej zieiennej), ze moze by¢: )

min {f(x)+g(x): xeZ}>min{f(x): XeZ}+min{g(x): xeZ}.

N

o (l\zy Zaklad wytwarza trzy wyroby oznaczone I, 11, TII. Wéréd érod-
.kéw niezbednych do ich produkcji dwa (4, B) Wystepuja w ograniczonych
1loéci§ch. Ich nakiady jedlllostkowe oraz zasoby dostepne w rozpatrywanym
okresie, a takze ceny Wyrobdwi zysk na jednostce kazdego wyroby ‘podavje
tablica 1.4. (Jaka Interpretacje ma ujemny zysk?) }

. Prodykcja musi mieé¢ nastepujaca strukture: wartosé produkeji wyrobu T
nie pouimna przekroczyé 40 Y/ wartosci calej produkeji, W:Vl'Obu Inalezy wy-
tworzy¢ co najmniej 40 jednostek, stosunek i elkosci produkc;ji wyrobdw T T

Tablica 1.4
- —
] Naklady Jednostkowe” $rodkéw na |
Srodki poszczegblne wyroby Zasoby
| I ’ . I ', T srodkow
; ’ 2 3 1 220
4 0 2,5 250
Cena | 5 ' 7 3 i
Zysk na jednostce wy- [ !’ N
robu 1 i -1 0,5 f’ X l

i
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B IH musi byé réwny 2 : 3. Chcemy skonstruowa(; plan produkcji tych wy--
: fobo'v#;zapewniajqcy jak najwigkszy taczny zysk.

Zbudowaé model matematyczny tego zagadnienia.

] 12?(:9 Gospodarstwo zakupuje dla zxyierzact siano, k.is.zonlf:i i pagzg
tres’%«\/!q. Tloé¢ siana musi by¢ trzykrotnie wigksza od tacznej iloséci zakupxc?—
nych kiszonek i paszy treSciwej. Zakupiona mieszanka musi zapgwmé _
stadu minimalne ilo$ci biatka i weglowodandw. Zawarto$é tych sktadnikow
odzywczych w tonie poszczegdlnych rodzajéw paszy oraz minimalne dzienne
zapotrzebowanie na te sktadniki — w odpowiednich jednostkach\ — podaje -

tablica 1.5.

Tablica 1.5
Rodzaje pasz
o o artodé skiadnikow w 1 tonie paszy Minimaltng
. . . | dzienna dawka |-

Skladniki Siano Kiszonki P?S_Zg skladnika
tresciwe dla stada

“Bialko 60 40 40 1000

Weglowodany 30 60 40 806

Wiedzac, ze kg siana kosztuje 5 zt, kiszonki 10 z1, pasz tresciwych 13 zi,
nalezy wyznaczy¢ najtansza mieszanke pasz zaspokajajaca tygodniowe za--
potrzebowanie stada na wymienione sktadniki odzywcze. Zbudowaé model
matematyczny tego zagadnienia.

@ Zbudowa¢ model matematyczny analogicznego zagadnienia jak
w a), jesli gospodarstwo ma mozliwo$é zakupu n rodzajéw pasz i stadu trze-
ba zapewni¢ minimalne dzienne dawki m wyréznionych skladnikéw odzyw--
czych, przy czym znane sg liczby:

a;;(iel,m,jel,n) — zawarto$¢ i-tego sktadnika w 1 tonie paszy
Jj-tego rodzaju, :

b; (z'el,_m) — minimalne dzienne zapotrzebowanie stada na.
. i-ty sktadnik,
¢;(jel,n) — cena 1 tony paszy j-tego rodzaju.

1.23. Zaklad produkuje cztery wyroby: 4, B, C, D. Do ich produkcji
niczbgdne sa: praca maszyn M,;, M,, M5, M,, surowce S;, S,, S; oraz
robocizna R. Odpowiednic dane liczbowe podaje tablica 1.6.
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‘Tablica 1.6 .
Wyroby ~
. Nakiady $rodkéw na jednostke wyrobu
Srodki ol W naj ¢ wy Zasoby
A B C | D $rodkow
M, 2 5 0 0 3000
M, 2 3 0 4 2500
M 0 6 7 3 3200
M, 0 0 10 15 3 600
S, 10 15 23 - 16 25000
Sz 0 10 0 20 20 000
S3 30 0 20 5 30 000
R 10 2 3 15 160 00
Zysk na jednostce
produktu 2 3 6 5 X

“akind gt wwagledni woplasic produkeji nastgpujycy strukturg pro-
dukcji: wyrobu 4 nalezy wytworzy¢ dwa razy mniej niz wyrobu B, ale dwa
razy wiecej niz wyrobu D i péttora raza wigcej niz wyrobu C.

Przy jakim planie produkcji tych wyrobéw zaktad osiggnie najwigkszy
zysk?

Przy jakim planie produkcji wielkoéé produkcji wyrobu 4 bedzie naj-
wieksza? :

~Zbydowaé model matematyczny dla kazdego z tych zagadnien.
O\;::E) Zaklad futrzarski produkuje meskie i damskie czapki zimowe.
Na rodukowanie czapki meskiej potrzeba 0,6 m? skéry, czapki dam-
skiej — 0,4 m*. Zaklad ma w magazynic 12700 m? skéry. Pracochtonnogé
czapki meskiej oszacowano na 0,9 h, czapki damskiej — 1 h. Laczny zaséb
Czasu pracy, jakim dysponuje zaklad wynosi 19680 godzin. Zapotrzebowanie
na czapki futrzane w rozpatrywanym okresie szacuje si¢ na co najwyzej
10 tys. czapek meskich 1 co najmniej 15 tys. czapek damskich. Cena sprzeda-
zy czapki meskiej wynosi 2 tys. z}, czapki damskiej 2400 zt. Koszty wy-
produkowania wynosza odpowiednio: 1200 zt i 1350 zt.

Przy jakim planie produkcji czapek zaklad osiggnie najwigkszy zysk?

Zbudowaé model matematyczny zagadnienia.

1.25. Fabryka mebli produkuje stoly; krzesta, regaly i biurka, wyko-
“1zystujac do tego dwa rodzaje desek. Na okres objety planem fabryka ma do
dyspozycjt 1600 m desek I rodzaju oraz 1100 m desek IT rodzaju, a posiadane
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Tablica 1.7
o Wyroby
X Naklady na jednostke wyrobu
, Srodki stoly krzesta | regaly | biurka
Deski I rodzaju [m] 5 1 12 7
Deski II rodzaju [m] 2 2 9 4
Zasoby sily roboczej 3 2 . 6 3
[osobodni]
1 \
{ Zysk na jednostce | 110 |. 60 | 180 ' 95
— > |

zasoby sity roboczej szacuje si¢ na 900 osobogodzin. Informacje o Jednostko-

wych nakladach poszczegélnych rodzajow desek oraz sity roboczej podaje

tablica 1.7.
Spetniajac minimalne potrzeby odbiorcéw, fabryka musi Wyproduko-

i
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wal co najmnich
10 sztuk biurek. ]
 Przy jakim planie produkcji fabryka osiagnie maksymalny zysk9

Zbudowa¢ model matematyczny zagadnienia.
1.26. Wytwornia produkujaca soki jablkowe ma dostarczyé na rynek
w poszczegllnych kwartatach co najmniej nastepujace liczby butelek soku:

I kwartat — 20 000 ‘

II kwartat — 20000

III kwartat — 50 000

IV kwartat — 25000
Na wyprodukowanie butelki soku potrzeba 0,5 kg jablek i 0,05 kg cukru,
Przewidywane ceny jablek oraz maksymalne wielkosci ich zakupu v posz-
czegllnych kwartatach podaje tablica 1.8. Cena cukru jest stala ; Wynosi

Tablica 1_.8
Maksy-
Cenyza kgl malna
Kwartal (2] wielkosé
zakupu [t]
I 18 17 -
II 20 10
I 17 20
Iv 15 15

3 Zbiér zadan z programowania...
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46 71 za kilogram. Z uwagi na brak mozliwosci magazynowania owocéw, |
muszg one byé zuzyte w tym kwartale, w ktérym zostaly zakupione. Dos- E
tawy cukru w poszczegélnych kwartatach wynosza: Tkw. — 2t, I kw. — 2t¢,
I kw. — 2t, IV kw. — 1 t. Wytwdrnia moze produkowaé ,,na skiad”
ponoszac przy tym Kkoszty magazynowania. Dla uproszczenia za okres $§
,,sktadowania” butelki soku wyprodukowanej w i-tym kwartale, a sprze- .
danej w j-tym kwartale (7, jel,—4, i<j) przyjmuje sie¢ (j—i) kwartatéw.
Koszt magazynowania butelki soku w ciggu jednego kwartalhi wynosi
0,5 zt. Zaklada sie, ze produkcja roczna musi byé sprzedana w ciagu danego
roku.

Jaki roczny plan produkcji (z podzialem na kwartaly) zapewni reali-
zacje planowych zadafn przy minimalnych lacznych kosztach zakupu ja-
blek i magazynowania sokow?

Fhudewst mondc! materintyonny zagadnienio,

© (1.27) Pizedsigbiorstwo otrzymato zadanie wyprodukowania co najmnicj
80 jednostek wyrobu W, oraz co najmniej 120 jednostek wyrobu ¥W,.
Kazdy z wyrobéw moze by¢ produkowany zaréwno na maézynie M,
jak i M,. Potrzebne informacje zawiera tablica 1.9. Maksymalny czas
pracy maszyn jest ograniczony i wynosi odpowiednio 19 i 16 godzin.

Jak rozdzieli¢ produkcje wyrobdw na poszczegdlne maszyny, aby koszt
realizacji zadania byt najmniejszy?

Zbudowaé model matematyczny problemu.

Tablica 1.9
, 4]
{ VWydajnos¢ w jodpostee | Jeduostkows kosziy pro- ’
M, czasu [jednostka/h] dukcji [zl/jednostkal
oWy | Wa Wi W,
My 8 5 2 4
M, . 7 9 3 1 ,

1.28. Na trzech obrabiarkach (I; II, III) mozna wytwarzaé trzy detale
A, B, C. Z analizy zapotrzebowania wynika, Ze detalu 4 trzeba wytworzyé
co najwyzej 100 sztuk, detalu B co najwyzej 50 sztuk, detalu C co najwyZej
80 sztuk. Odpowiednie dane zawiera tablica 1.10.
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Tablica 1.10 _
2 o [ Obrabiarki _
- Wydajnosc obrabiarki Zysk na- jedn. wyrobu
Detale [szt./h] [zt/szt.] '
1 1T 1 1 I g
- 4 1 2 1,5 4 T2 4
B 3 6 4,5 4 3 6
c ' 5 10 7,5 3 5 4
racy obrabiarki i
Cz[is] e 30 20 | 40 X X X

Jak zaplanowa¢ produkcje wyrobdw, aby osiagnaé maksymalny zysk"b
Zbudowaé¢ model matematyczny zagadnienia.

1. 29 Kommnat rolry ma opracowuc plan zasiewow cz"erech podsta—

, -~
I

WOW
tulaty
— zbozami nalezv obsia¢ 4500 ha, w tym pszenica nie wiecej niz 1500 ha,
— laczne naklady pracy na produkcje zb6z nie moga przekroczyé
400 000 roboczogodzin, ,
— laczne zasoby nawozéw wynosza w rozpatrywanym okresie 450 000

eoonaleZy mwgicdn e

kg, \
- — przy przyjetej przecietnej wysokosci plonéw kazdej uprawy zada sie,

. aby laczny udzial zbioréw zyta i pszenicy w calosci zbioréw czterech zbéz

stanowit nie wigcej niz 70 %, a przy tym planowany zbidr pszenicy nie po-
winien by¢ mniejszy od 8000 kwintali, a jeczmienia — nie mniejszy od 4000
kwintali. Informacje o nakiadach i przecietnych plonach podaje tablica 1.11.
Nalezy opracowaé plan zasiewdw rml\ symalizujacy przewidywana
taczna wielkoé¢ zbiordw czterech zboz.
Zbudowal model matematyczny zagadnicnia.

Tablica 1.11

Naklady . Rodzajg zboz |
pszenica | Zyto | jeczmien | owies
Praca zywa [h/ha] 75 65 ) 70 45
Nawozy sztuczne [kg/ha] 115 100 110 120
Przecietne plony [q/ha] 40 31 35 ‘ 25

3
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-~

® 1\ 1.39. };Ta pewnym terenie planuje si¢ zbudowanie nowego osiedla miesz-.
kan o dla 100 tys. os6b, przy czym w gre wchodzg budynki 5-, 8-1 11-

pietrowe. Struktura mieszkaniowa poszczeg6lnych budynkéw jest naste-
pujgea:
5-pietrowe: 10 mieszkan typu M2,
10 mieszkan typu M3,
20 mieszkan typu M4,
10 mieszkan typu MS;

8-pigtrowe: 14 mieszkan typu M2,
15 mieszkan typu M3,
25 mieszkan typu M4,
15 mieszkan typu MS;

11 nisteawse 2% mieszkania typu M2,
10 mieszkan typu M3,
40 mieszkan typu M4,
20 mieszkan typu MS.

Zaklada sig, ze mieszkanie typu Mk jest zamieszkiwane przez k-0sobowe
rodziny (k=2, 3, 4, 5). Przewidywana struktura rodzin — przysziych miesz-
kancow osiedia — wyznacza nastgpujaca strukture zapotrzebowania na
mieszkania: :

M4-409%, M2-359%, M3-15%, M5-10%.

Z pewnych wzgledéw udziat budynkéw 8-pietrowych nie powinien prze-
kraczaé 409 wszystkich budynkow. Mieszkania tego samego typu maja te
sama powierzchnie we wszystkich budynkach, a mianowicie: M2 — 35 m?,
D - 44 m?, M4 — 56 m?, M5 — 65 m?. Koszt budowy m? powierzchni
n:ieszkalnej wynosi 11 000 zt w budynku 5-pigtrowym, 13000 zt w badynku
&-pigtrowym oraz 14 000 zt w budynku 11-pietrowym.

‘W opisanym zadaniu chodzi o ustalenie liczby budynkéw poszczegdlnych
rodzajéw gwarantujacych poniesienie minimalnego lacznego kosztu ich
"budowy. ~

Zbudowaé model matematyczny zagadnienia.

1.31. Pieé kserografdw réznych typoéw wymaga naprawy. Naprawg zaj-
muje sig pieé spdtdzielni ustugowych, przy czym kazda z nich moze przy-
jaé do naprawy dowolny, ale tylko jeden kserograf. Koszty naprawy {w ty-

' Tablica 1.12.

Zadania 37

~

Typ kserografu
Spoldzielnia 1 | - 1I m | v \%
A 7 5 8 5 9
B 7 6 8 6 8
c 11 5 7 7 6
i D 8 7 5 12 8
E 9 8 6 6 l 9

sigcach z¥) poszczegdlnych typdw kserografow w tych spéldzielniach podaje
tablica 1.12. , ,

Jak rozdzieli¢ kserografy pomigdzy spéldzielnie, aby laczny koszt ich
naprawy byl jak najmniejszy?

sbudowad moucl matanaiyezay zagadnienia.

1.32. Przewiduje si¢ uruchomienie produkeji nowego wyrobu. Oszaco-
wano zapotrzebowanie na ten wyréb w wysokosci 100 tys. sztuk. Na pod-
stawie wstepnego rozeznania ustalono, ze mozliwe jest wybudowanie za-
Kkladow wytwarzajacych ten produkt tylko w trzech miejscowosciach A4, B,
C. Koszty wybudowania zakladu, koszty wyprodukowania jednostki wy-
robu oraz maksymalne w okresie rocznym zdolnosci produkeyjne zaktadu
w roznych miejscowosciach sa rozne. Podaje je tablica 1.13.

Tablica 1.13

Koszt wybudowania| Koszt produkeji Maksymalna
Miciscowosé zaktadu -] ‘jednostki wyrobu zdolnosé
- . produkcyjna
[min zi] [z1] [tysiac sztuk]
A 100 43 70 o
B 130 40 60
C 120 44 80

Zaktadajac, ze kazdy zaklad bedzie pracowal przez 10 lat, a jednostkowe
koszty produkcji nie zmienia si¢ w tym okresie, wyznaczyé miejsca lokali-
zacji zakladéw oraz wielko$é rocznej ich produkeji tak, aby taczna suma
kosztéw poniesionych na budowe i kosztéw produkcji byta najmniejsza.

Zbudowa¢ model matematyczny zadania.




