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Zadanie 48. Poka», »e dla dowolnego u

f(t, x) = eux−
1
2u

2t

speªnia równanie wsteczne dla ruchu Browna. Oblicz pierwsz¡, drug¡, trzeci¡ i czwart¡
pochodn¡ f wzgl¦dem u. Nast¦pnie przyjmuj¡c u = 0 poka», »e funkcje

x, x2 − t, x3 − 3tx, x4 − 6tx2 + 3t2

równie» speªniaj¡ równanie wsteczne. Wywnioskuj st¡d, »e procesy

W 2
t − t, W 3

t − 3tWt, W 4
t − 6tW 2

t + 3t2

s¡ martyngaªami.

Zadanie 49. Niech Xt b¦dzie procesem dyfuzji o wspóªczynnikach µ(x) = cx, σ(x) = 1.
Wyznacz generator i poka», »e

X2
t − 2c

∫ t

0

X2
sds− t

jest martyngaªem.

Zadanie 50. Niech Xt b¦dzie procesem dyfuzji o wspóªczynnikach µ(x) = 2x, σ2(x) = 4x.
Wyznacz generator L. Rozwi¡» równanie Lf = 0 i podaj martyngaª Mf . Znajd¹ równanie
ró»niczkowe dla procesu Yt =

√
Xt i podaj jego generator.

Zadanie 51. Znajd¹ funkcj¦ f(x) tak¡, aby proces f(Wt + t) byª martyngaªem.

Zadanie 52. Za pomoc¡ funkcji generuj¡cej momenty i wzoru Dynkina wyka», »e

1.

∫ 1

0

sdWs 2.

∫ 1

0

Wsds

maj¡ rozkªad N(0, 13 ).

Zadanie 53. Korzystaj¡c ze wzoru Feynmana-Kaca, podaj probabilistyczn¡ reprezentacj¦
rozwi¡zania f(t, x) równa«

1.
1

2

∂2f

∂x2
+
∂f

∂t
= 0, f(T, x) = x2

2.
1

2
σ2x2

∂2f

∂x2
+ µx

∂f

∂x
+
∂f

∂t
= rf, f(T, x) = x2, σ, µ, r > 0.


