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Zadanie 59. Niech proces Y
(k)
t b¦dzie zde�niowany nast¦puj¡co

Y
(0)
t = X0, Y

(k+1)
t = X0 +

∫ t

0

b(s, Y (k)
s )ds+

∫ t

0

σ(s, Y (k)
s )dWs,

gdzie

1. |b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|) dla pewnej staªej C

2. |b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D|x− y| dla pewnej staªej D

3. X0 jest zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od ruchu Browna oraz E[|X0|2] <∞.

Poka», »e {Y (k)
t }∞n=0 jest zbie»ny jednostajnie dla t ∈ [0, T ].

Wskazówki :
1.) Zauwa», »e

sup
0≤t≤T

∣∣∣Y (k+1)
t − Y (k)

t

∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∣∣∣b(s, Y (k)
s )− b(s, Y (k−1)

s )
∣∣∣ ds

+ sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

(
σ(s, Y (k)

s )− σ(s, Y (k−1)
s )

)
dWs

∣∣∣∣ .
St¡d

P

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣Y (k+1)
t − Y (k)

t

∣∣∣ > 2−k
]
≤ P

[∫ T

0

∣∣∣b(s, Y (k)
s )− b(s, Y (k−1)

s )
∣∣∣ ds > 2−k−1

]

+ P

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

(
σ(s, Y (k)

s )− σ(s, Y (k−1)
s )

)
dWs

∣∣∣∣ > 2−k−1
]
.

= I1 + I2.

2.) Stosuj¡c nierówno±¢ Czebyszewa i nierówno±¢ Schwarza, wyka»:

I1 ≤ 22k+2D2T E

[∫ T

0

∣∣∣Y (k)
s − Y (k−1)

s

∣∣∣2 ds] .
3.) Wyka», »e

E
[∣∣∣Y (k+1)

t − Y (k)
t

∣∣∣2] ≤ 2(T + 1)D2

∫ t

0

E
[∣∣∣Y (k)

s − Y (k−1)
s

∣∣∣2] ds
E
[∣∣∣Y (1)

t − Y (0)
t

∣∣∣2] ≤ A1t dla pewnej staªej A1 > 0

oraz

E
[∣∣∣Y (k+1)

t − Y (k)
t

∣∣∣2] ≤ Ak+1
2 tk+1

(k + 1)!
dla pewnej staªej A2 > 0.

4.) Korzystaj¡c z poprzedniej wskazówki, wyka»

I1 ≤ 22k+2D2T k+2 Ak
2

(k + 1)!

5.) Stosuj¡c nierówno±¢ Dooba, wyka»

I2 ≤ 22k+1 E

∣∣∣∣∣
∫ T

0

(
σ(s, Y (k)

s )− σ(s, Y (k−1)
s )

)
dWs

∣∣∣∣∣
2
 .

6.) Korzystaj¡c z izometrii Ito i wskazówki 3, wyka»

I2 ≤ 22k+2D2T k+1 Ak
2

(k + 1)!

7.) Maj¡c

P

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣Y (k+1)
t − Y (k)

t

∣∣∣ > 2−k
]
≤ (A3T )

k+1

(k + 1)!

dla pewnej staªej A3 <∞, wywnioskuj, »e zbie»no±¢ wynika z lematu Borela-Cantelliego:

Niech ci¡g zdarze« A1, A2, . . . speªnia P (A1) +P (A2) + . . . <∞ oraz niech Bn = An ∪An+1 ∪ . . ..
Wtedy P (B1 ∩B2 ∩ . . .) = 0.


