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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Zad. 1. Niech Wt b¦dzie ruchem Browna. Znajd¹ rozkªad zmiennej losowej

1. X = 4W2 −W4 +W6

2. X = 3W5 −W3 − 2W9.

Zad. 2. Oblicz funkcj¦ warto±ci oczekiwanej i wariancji procesów:

1. Xt = at+Wt, t ≥ 0, a > 0

2. Xt = At+Wt, t ≥ 0, A - zmienna losowa niezale»na od Wt o rozkªadzie N(m, s2).

Zad. 3. Sprawd¹, czy 2Wt −Ws i Wt − 2Ws s¡ niezale»ne od Ws −Wr, gdy 0 ≤ r < s < t.

Zad. 4. Poka», »e E[WsWt] = min{s, t}.

Zad. 5. Oblicz E[(Wt −Ws)
2], gdy 0 ≤ s < t.

Zad. 6. Niech Wt b¦dzie ruchem Browna. Poka», »e podane procesy stochastyczne s¡ równie»

ruchami Browna.

1. Xt = −Wt, t ≥ 0

2. Xt =Wt+h −Wh, t ≥ 0, h > 0− ustalone.

3. Xt = aWt/a2 , t ≥ 0, a > 0− ustalone.

Zad. 7. Niech Wt i Bt b¦d¡ niezale»nymi ruchami Browna. Poka», »e

Xt =
1√
2
(Wt +Bt) , t ≥ 0

jest równie» ruchem Browna.

Zad. 8. Oblicz funkcj¦ korelacji procesów:

1. Wt, t ≥ 0

2. Xt = µt+ σWt, t ≥ 0

3. Xt =
Wt+h−Wt

h , t ≥ 0, h > 0 - ustalone

4. Xt =Wt − tW1, t ∈ [0, 1]

5. Xt = eµt+σWt , t ≥ 0. Wskazówka: Je»eli X ∼ N(m, s2), to E
[
eX

]
= em+ s2

2 .

Zad. 9. Oblicz korelacj¦ procesów Wt i Xt z zadania 7.

Zad. 10. Poka», »e podane procesy stochastyczne s¡ martyngaªami wzgl¦dem �ltracji {Ft}t≥0,

gdzie Ft = σ(Ws, 0 ≤ s ≤ t).

1. Wt, t ≥ 0

2. W 2
t − t, t ≥ 0

3. W 3
t − 3tWt, t ≥ 0

4. W 4
t − 6tW 2

t + 3t2, t ≥ 0

5. eθWt− θ2

2 t, θ - ustalone.

Wskazówka: Je»eli X ∼ N(0, σ2), to E[Xp] = 0, p-nieparzyste; E[Xp] = σp(p− 1)!!, p-parzyste.
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