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Niech πn: 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Dla procesów prostych adaptowanych

Xt = ξ0 1{0}(t) +

n∑
i=1

ξi−1 1(ti−1,ti](t), ξ0 − staªa, ξi jest Fti-mierzalny, E[ξ2i ] <∞

caªk¦ Itô de�niujemy wzorem

∫ T

0

XtdWt =

n∑
i=1

ξi−1
[
Wti −Wti−1

]
.

Dla procesów Xt ci¡gªych, adaptowanych, speªniaj¡cych

∫ T

0

E[X2
t ]dt <∞ okre±lamy

∫ T

0

XtdWt = lim
πn

n∑
i=1

Xti−1

[
Wti −Wti−1

]
.

Zad. 11. Oblicz caªk¦ Itô procesu Xt, jej warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ dla

1. Xt =

 −1, 0 ≤ t ≤ 1
1, 1 < t ≤ 2
2, 2 < t ≤ 3

2. Xt =

 3, 0 ≤ t ≤ 2
−1, 2 < t ≤ 5
4, 5 < t ≤ 6

Zad. 12. Korzystaj¡c z de�nicji caªki Itô, poka»

∫ T

0

WtdWt =
1

2
W 2
T −

1

2
T.

Wskazówka 1: Zde�niuj

Xt =Wt0 1{0}(t) +

n∑
i=1

Wti−1 1(ti−1,ti](t), ti =
iT

n
.

Wyka» lim
n→∞

E

[∫ T

0

|Wt −Xt|2 dt

]
= 0.

Wskazówka 2: a(b− a) = 1
2 [b

2 − a2 − (b− a)2], a =Wti−1
, b =Wti .

Wskazówka 3: Wariacja kwadratowa ruchu Browna [W ]t := lim
πn

n∑
i=1

∣∣Wti −Wti−1

∣∣2 = t.

Zad. 13. Korzystaj¡c z de�nicji caªki Itô, poka»

∫ T

0

tdWt = TWT −
∫ T

0

Wtdt.

Wskazówka 1: Zde�niuj

Xt = t0 1{0}(t) +

n∑
i=1

ti−1 1(ti−1,ti](t), ti =
iT

n
.

Wyka» lim
n→∞

E

[∫ T

0

|Xt − t|2 dt

]
= 0.

Wskazówka 2: c(b− a) = (db− ca)− b(d− c), a =Wti−1
, b =Wti , c = ti−1, d = ti.

Wskazówka 3:

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣
2

≤ n
n∑
i=1

|ai|2.

Wskazówka 4: Nierówno±¢ Schwarza:

(∫ T

0

XtYtdt

)2

≤
∫ T

0

X2
t dt

∫ T

0

Y 2
t dt.

Zad. 14. Poka», »e caªka Itô nie ma wªasno±ci monotoniczno±ci.

Wskazówka: Dla Xt = 0, Yt = 1 poka» P

(∫ 1

0

XtdWt <

∫ 1

0

YtdWt

)
6= 1.
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