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Zad. 37. Oblicz stochastyczny logarytm procesu

1. Ut = eWt

2. Ut =W 2
t + 1

Zad. 38. Poka», »e istnieje jednoznacznie wyznaczone rozwi¡zanie równania

dXt = ln(1 +X2
t )dt+ 1{Xt>0}XtdWt,

X0 = x0 ∈ R .

Zad. 39. Niech Xt b¦dzie jednoznacznie wyznaczonym rozwi¡zaniem równania

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt,

X0 = Z,

gdzie

1. |b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|) dla pewnej staªej C > 0,

2. |b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ L|x− y| dla pewnej staªej L > 0,

3. Z jest zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od ruchu Browna oraz E[|Z|2] <∞.

Poka», »e dla t ∈ [0, T ]:

E
[
|X2

t |
]
≤ K1e

K2t, K1 = 3E
[
|Z2|

]
+ 6C2T (T + 1), K2 = 6C2(T + 1).

Wskazówka 1: (p+ q)2 ≤ 2p2 + 2q2, (p+ q + r)2 ≤ 3p2 + 3q2 + 3r2, a2 + b2 ≤ (|a|+ |b|)2.
Wskazówka 2: (Nierówno±¢ Gronwalla)
Niech funkcje f = f(t), g = g(t), h = h(t) b¦d¡ nieujemne oraz dla ka»dego t ∈ [0, T ]

f(t) ≤ g(t) +
∫ t

0

h(s)f(s)ds.

Wtedy

f(t) ≤ g(t) +
∫ t

0

h(s)g(s)e
∫ t
s
h(u)duds.

Zad. 40. Poka», »e równanie Tanaki

dXt = sign(Xt)dWt, X0 = 0, sign(x) =

{
1, x ≥ 0

−1, x < 0

ma sªabe rozwi¡zanie (jest nim ruch Browna).

Zad. 41. Poka», »e ruch Browna ma wªasno±¢ Markowa.

Wskazówka: Wystarczy pokaza¢: E
[
euWt+s |Ft

]
= E

[
euWt+s |Wt

]
.

Zad. 42. Niech Xt b¦dzie rozwi¡zaniem równania

dXt = µXtdt+ σXtdWt,

X0 = x0,

gdzie µ = 0.1, σ = 0.2. Wyznacz funkcj¦ prawdopodobie«stwa przej±cia procesu Xt.
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