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Zad. 43. Wyka», »e funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa przej±cia dla ruchu Browna

p(t, y, s, x) =
1√

2π(t− s)
exp

(
−(y − x)2

2(t− s)

)
speªnia równanie Chapmana-Koªmogorowa

p(t, y, s, x) =

∫
R
p(t, y, τ, z)p(τ, z, s, x)dz.

Wskazówka 1:

− (z − x)2

2(τ − s)
− (y − z)2

2(t− τ)
= −

(
1

2(τ − s)
+

1

2(t− τ)

)
(z − x)2 + y − x

t− τ
(z − x)− (y − x)2

2(t− τ)
.

Wskazówka 2:

ax2 − bx+ c =

(√
ax− b

2
√
a

)2

− b2

4a
+ c.

Wskazówka 3: ∫
R
e−x

2

dx =
√
π.

Zad. 44. Wyka», »e dla ruchu Browna funkcja

P (t, y, s, x) = P (Xt ≤ y | Xs = x), P (t, y, s, x) =

∫ y

−∞
p(t, η, s, x)dη

speªnia równanie Chapmana-Koªmogorowa:

P (t, y, s, x) =

∫
R
P (t, y, τ, z)P (τ, dz, s, x).

Wskazówka : ∫
R
P (t, dy, s, x) =

∫
R
p(t, y, s, x)dy.

Zad. 45. Wyka», »e funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa przej±cia dla ruchu Browna speªnia rów-
nanie

∂u

∂s
(s, x) + Lsu(s, x) = 0,

gdzie Ls jest operatorem ró»niczkowym drugiego rz¦du

Lsu(s, x) =
1

2
σ2(s, x)

∂2u

∂x2
(s, x) + µ(s, x)

∂u

∂x
(s, x), dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt.

Zad. 46. Co trzeba doda¢ do

1. X2
t , 2. arctgXt, 3. eλXt ,

aby otrzyma¢ martyngaª? Podaj wzór ogólny dla dowolnego procesu dyfuzji Xt, a nast¦pnie dla

1. Xt =Wt, 2. dXt = 3Xtdt+ tdWt.

Wskazówka: Martyngaªem jest proces

Mt = f(t,Xt)−
∫ t

0

(
Lsf(s,Xs) +

∂f

∂s
(s,Xs)

)
ds.

Zad. 47. Sprawd¹ to»samo±¢∫
R
f(t, y)P (t, dy, s, x)− f(s, x) =

∫ t

s

∫
R

(
∂

∂τ
+ Lτ

)
f(τ, y)P (τ, dy, s, x)dτ,

gdzie P jest dystrybuant¡ warunkow¡ ruchu Browna oraz

1. f(t, x) = x,

2. f(t, x) = et+x.
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