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Wst¦p do równa« ró»niczkowych stochastycznych

Zad. 1. Niech Wt b¦dzie ruchem Browna. Znajd¹ rozkªad zmiennej losowej

1. X = 4W2 −W4 +W6

2. X = 3W5 −W3 − 2W9.

Zad. 2. Oblicz funkcj¦ warto±ci oczekiwanej i wariancji procesów:

1. Xt = at+Wt, t ≥ 0, a > 0

2. Xt = At+Wt, t ≥ 0, A - zmienna losowa niezale»na od Wt o rozkªadzie N(m, s2).

Zad. 3. Sprawd¹, czy 2Wt −Ws i Wt − 2Ws s¡ niezale»ne od Ws −Wr, gdy 0 ≤ r < s < t.

Zad. 4. Poka», »e E[WsWt] = min{s, t}.

Zad. 5. Oblicz E[(Wt −Ws)
2], gdy 0 ≤ s < t.

Zad. 6. Niech Wt b¦dzie ruchem Browna. Poka», »e podane procesy stochastyczne s¡ równie»
ruchami Browna.

1. Xt = −Wt, t ≥ 0

2. Xt =Wt+h −Wh, t ≥ 0, h > 0− ustalone.

3. Xt = aWt/a2 , t ≥ 0, a > 0− ustalone.

Zad. 7. Niech Wt i Bt b¦d¡ niezale»nymi ruchami Browna. Poka», »e

Xt =
1√
2
(Wt +Bt) , t ≥ 0

jest równie» ruchem Browna.

Zad. 8. Oblicz funkcj¦ korelacji procesów:

1. Wt, t ≥ 0

2. Xt = µt+ σWt, t ≥ 0

3. Xt =
Wt+h−Wt

h , t ≥ 0, h > 0 - ustalone

4. Xt =Wt − tW1, t ∈ [0, 1]

5. Xt = eµt+σWt , t ≥ 0. Wskazówka: Je»eli X ∼ N(m, s2), to E
[
eX
]
= em+ s2

2 .

Zad. 9. Oblicz korelacj¦ procesów Wt i Xt z zadania 7.

Zad. 10. Poka», »e podane procesy stochastyczne s¡ martyngaªami wzgl¦dem �ltracji {Ft}t≥0, gdzie
Ft = σ(Ws, 0 ≤ s ≤ t).

1. Wt, t ≥ 0

2. W 2
t − t, t ≥ 0

3. W 3
t − 3tWt, t ≥ 0

4. W 4
t − 6tW 2

t + 3t2, t ≥ 0

5. eθWt− θ
2

2 t, θ - ustalone.

Wskazówka: Je»eli X ∼ N(0, σ2), to E[Xp] = 0, p-nieparzyste; E[Xp] = σp(p− 1)!!, p-parzyste.
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Niech πn: 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Dla procesów prostych adaptowanych

Xt = ξ0 1{0}(t) +

n∑
i=1

ξi−1 1(ti−1,ti](t), ξ0 − staªa, ξi jest Fti-mierzalny, E[ξ2i ] <∞

caªk¦ Itô de�niujemy wzorem

∫ T

0

XtdWt =

n∑
i=1

ξi−1
[
Wti −Wti−1

]
.

Dla procesów Xt ci¡gªych, adaptowanych, speªniaj¡cych

∫ T

0

E[X2
t ]dt <∞ okre±lamy

∫ T

0

XtdWt = lim
πn

n∑
i=1

Xti−1

[
Wti −Wti−1

]
.

Zad. 11. Oblicz caªk¦ Itô procesu Xt, jej warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ dla

1. Xt =

 −1, 0 ≤ t ≤ 1
1, 1 < t ≤ 2
2, 2 < t ≤ 3

2. Xt =

 3, 0 ≤ t ≤ 2
−1, 2 < t ≤ 5
4, 5 < t ≤ 6

Zad. 12. Korzystaj¡c z de�nicji caªki Itô, poka»

∫ T

0

WtdWt =
1

2
W 2
T −

1

2
T.

Wskazówka 1: Zde�niuj

Xt =Wt0 1{0}(t) +

n∑
i=1

Wti−1
1(ti−1,ti](t), ti =

iT

n
.

Wyka» lim
n→∞

E

[∫ T

0

|Wt −Xt|2 dt

]
= 0.

Wskazówka 2: a(b− a) = 1
2 [b

2 − a2 − (b− a)2], a =Wti−1
, b =Wti .

Wskazówka 3: Wariacja kwadratowa ruchu Browna [W ]t := lim
πn

n∑
i=1

∣∣Wti −Wti−1

∣∣2 = t.

Zad. 13. Korzystaj¡c z de�nicji caªki Itô, poka»

∫ T

0

tdWt = TWT −
∫ T

0

Wtdt.

Wskazówka 1: Zde�niuj

Xt = t0 1{0}(t) +

n∑
i=1

ti−1 1(ti−1,ti](t), ti =
iT

n
.

Wyka» lim
n→∞

E

[∫ T

0

|Xt − t|2 dt

]
= 0.

Wskazówka 2: c(b− a) = (db− ca)− b(d− c), a =Wti−1
, b =Wti , c = ti−1, d = ti.

Wskazówka 3:

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣
2

≤ n
n∑
i=1

|ai|2.

Wskazówka 4: Nierówno±¢ Schwarza:

(∫ T

0

XtYtdt

)2

≤
∫ T

0

X2
t dt

∫ T

0

Y 2
t dt.

Zad. 14. Poka», »e caªka Itô nie ma wªasno±ci monotoniczno±ci.

Wskazówka: Dla Xt = 0, Yt = 1 poka» P

(∫ 1

0

XtdWt <

∫ 1

0

YtdWt

)
6= 1.
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Zad. 15. Oblicz pierwszy i drugi moment procesów

1.

∫ 1

0

tdWt 2.

∫ 1

0

WtdWt 3.

∫ 1

0

eWtdWt.

Zad. 16. Niech Xt, Yt - procesy adaptowane, takie »e E

[∫ T

0

X2
t dt

]
< ∞, E

[∫ T

0

Y 2
t dt

]
< ∞.

Wyka»

E

[∫ T

0

XtdWt

∫ T

0

YtdWt

]
=

∫ T

0

E[XtYt]dt.

Zad. 17. Stosuj¡c Lemat Itô, oblicz ró»niczk¦ stochastyczn¡ procesów:

1. Yt =W 2
t

2. Yt =
1
3W

3
t

3. Yt = eWt

4. Yt = cos(Wt)

5. Yt = arctg(Wt)

6. Yt =
1

1+W 2
t

7. Yt =
Wt

1+W 2
t

Zad. 18. Stosuj¡c Lemat Itô, oblicz ró»niczk¦ stochastyczn¡ procesów:

1. Yt = X3
t dla Xt = 2t+Wt

2. Yt = eXt dla Xt = t+ 3
∫ t
0
sdWs

Zad. 19. Niech Xt b¦dzie procesem Itô. Zastosuj wzór Itô do X2
t a nast¦pnie wyznacz st¡d wariacj¦

kwadratow¡.

Zad. 20. Zastosuj Lemat Itô do funkcji:

1. f(t,Wt) = 2 + t+ eWt

2. f(t,Wt) =W 2
t − t

3. f(t,Wt) = tWt

4. f(t,Wt) = eWt− 1
2 t

5. f(t,Wt) = e
1
2 t sin(Wt)

Zad. 21. Zastosuj Lemat Itô do funkcji:

1. f(t,Xt) = X2
t − t dla Xt = 5t+Wt

2. f(t,Xt) = tX2
t dla Xt =

∫ t
0
sdWs

Zad. 22. Oblicz:

1.
[
eW ,W

]
t

2.
[
W 2,W

]
t

3. [X,X]t dla Xt = tWt.

4. [X,X]t dla Xt = eWt− 1
2 t.

Zad. 23. Niech Xt = 1− t oraz Yt =
∫ t
0

1
1−sdWs. Oblicz d(XtYt).

Zad. 24. Niech Xt = tWt oraz Yt = eWt . Oblicz d
(
Xt
Yt

)
.
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Zad. 25. Oblicz ró»niczk¦ stochastyczn¡ procesów

1. Yt = (W
(1)
t )2 + (W

(2)
t )2, gdzie (W

(1)
t ,W

(2)
t ) jest dwuwymiarowym ruchem Browna.

2. Yt =
(
W

(1)
t +W

(2)
t +W

(3)
t , (W

(2)
t )2 −W (1)

t W
(3)
t

)
, gdzie (W

(1)
t ,W

(2)
t ,W

(3)
t ) jest

trójwymiarowym ruchem Browna.

Zad. 26. Niech c, α1, . . . , αn b¦d¡ staªymi, Wt = (W
(1)
t , . . .W

(n)
t ) ∈ Rn - wielowymiarowym

ruchem Browna. De�niujemy

Xt = exp

ct+ n∑
j=1

αjW
(j)
t

 .

Poka», »e

dXt =

c+ 1

2

n∑
j=1

α2
j

Xtdt+Xt

 n∑
j=1

αjdW
(j)
t

 .

Zad. 27. Niech Xt = (X
(1)
t , X

(2)
t ) speªnia

dX
(1)
t = µ

(1)
t dt+ σ

(1,1)
t dW

(1)
t

dX
(2)
t = µ

(2)
t dt+ σ

(2,1)
t dW

(1)
t + σ

(2,2)
t dW

(2)
t .

Korzystaj¡c ze wzoru Itô, oblicz d(X
(1)
t X

(2)
t ).

Zad. 28. Wyprowad¹ wzór na caªkowanie przez cz¦±ci

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + [X,Y ]t

1. z de�nicji kwadratowej kowariacji

2. ze wzoru Itô dla funkcji f(x, y) = xy.

Zad. 29. Niech
βk(t) = E[W k

t ], k = 0, 1, 2 . . . .

Korzystaj¡c ze wzoru Itô, udowodnij:

βk(t) =
1

2
k(k − 1)

∫ t

0

βk−2(s)ds, k ≥ 2.

Oblicz E[W 4
t ] i E[W 6

t ].

Zad. 30. Oblicz stochastyczny eksponent ruchu Browna.

Zad. 31. Rozwi¡» równania

1. dXt = (1 +X2
t )dt, X0 = 0

2. dXt = (aXt + b)dt, X0 = c

3. dXt = XtdWt, X0 = 2

4. dXt = 7XtdWt, X0 = 1

5. dXt = Xtdt+ 2XtdWt, X0 = 3

6. dXt = −3Xtdt+
1
3XtdWt, X0 = 2

7. dXt = XtdYt, Yt = t+ 2Wt, X0 = 1
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Zad. 32. Rozwi¡» równanie
dXt = Xtdt+ dWt.

Wskazówka: Pomnó» obie strony równania przez czynnik caªkuj¡cy e−t i porównaj z d (e−tXt).

Zad. 33. Rozwi¡» równanie
dXt = µXtdt+ σdWt, µ, σ ∈ R .

Zad. 34. Rozwi¡» równanie
dXt = rdt+ αXtdWt, r, α ∈ R .

Wskazówka: Pomnó» obie strony równania przez czynnik caªkuj¡cy Ft = exp
(
−αWt +

1
2α

2t
)
.

Zad. 35. Poka», »e rozwi¡zaniem ogólnego równania liniowego

dXt = (αt + βtXt) dt+ (γt + δtXt) dWt

jest

Xt = Ut

(
X0 +

∫ t

0

αs − δsγs
Us

ds+

∫ t

0

γs
Us
dWs

)
,

Ut = U0 exp

(∫ t

0

(βs −
1

2
δ2s)ds+

∫ t

0

δsdWs

)
.

Wskazówka:

1. Najpierw znajd¹ rozwi¡zanie równania w przypadku, gdy αt = 0 i γt = 0.

2. W przypadku ogólnym rozwi¡zania szukamy w postaci: Xt = UtVt, gdzie

dUt = βtUtdt+ δtUtdWt, U0 = 1

dVt = atdt+ btdWt, V0 = X0.

Zad. 36. Korzystaj¡c z poprzedniego zadania, rozwi¡» równania

1. dXt = (8−Xt)dt+ 3dWt, X0 = −5

2. dXt = (2Xt − 5)dt− dWt X0 = 1
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Zad. 37. Oblicz stochastyczny logarytm procesu

1. Ut = eWt

2. Ut =W 2
t + 1

Zad. 38. Poka», »e istnieje jednoznacznie wyznaczone rozwi¡zanie równania

dXt = ln(1 +X2
t )dt+ 1{Xt>0}XtdWt,

X0 = x0 ∈ R .

Zad. 39. Niech Xt b¦dzie jednoznacznie wyznaczonym rozwi¡zaniem równania

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt,

X0 = Z,

gdzie

1. |b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|) dla pewnej staªej C > 0,

2. |b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ L|x− y| dla pewnej staªej L > 0,

3. Z jest zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od ruchu Browna oraz E[|Z|2] <∞.

Poka», »e dla t ∈ [0, T ]:

E
[
|X2

t |
]
≤ K1e

K2t, K1 = 3E
[
|Z2|

]
+ 6C2T (T + 1), K2 = 6C2(T + 1).

Wskazówka 1: (p+ q)2 ≤ 2p2 + 2q2, (p+ q + r)2 ≤ 3p2 + 3q2 + 3r2, a2 + b2 ≤ (|a|+ |b|)2.
Wskazówka 2: (Nierówno±¢ Gronwalla)
Niech funkcje f = f(t), g = g(t), h = h(t) b¦d¡ nieujemne oraz dla ka»dego t ∈ [0, T ]

f(t) ≤ g(t) +
∫ t

0

h(s)f(s)ds.

Wtedy

f(t) ≤ g(t) +
∫ t

0

h(s)g(s)e
∫ t
s
h(u)duds.

Zad. 40. Poka», »e równanie Tanaki

dXt = sign(Xt)dWt, X0 = 0, sign(x) =

{
1, x ≥ 0

−1, x < 0

ma sªabe rozwi¡zanie (jest nim ruch Browna).

Zad. 41. Poka», »e ruch Browna ma wªasno±¢ Markowa.

Wskazówka: Wystarczy pokaza¢: E
[
euWt+s |Ft

]
= E

[
euWt+s |Wt

]
.

Zad. 42. Niech Xt b¦dzie rozwi¡zaniem równania

dXt = µXtdt+ σXtdWt,

X0 = x0,

gdzie µ = 0.1, σ = 0.2. Wyznacz funkcj¦ prawdopodobie«stwa przej±cia procesu Xt.
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Zad. 43. Wyka», »e funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa przej±cia dla ruchu Browna

p(t, y, s, x) =
1√

2π(t− s)
exp

(
−(y − x)2

2(t− s)

)
speªnia równanie Chapmana-Koªmogorowa

p(t, y, s, x) =

∫
R
p(t, y, τ, z)p(τ, z, s, x)dz.

Wskazówka 1:

− (z − x)2

2(τ − s)
− (y − z)2

2(t− τ)
= −

(
1

2(τ − s)
+

1

2(t− τ)

)
(z − x)2 + y − x

t− τ
(z − x)− (y − x)2

2(t− τ)
.

Wskazówka 2:

ax2 − bx+ c =

(√
ax− b

2
√
a

)2

− b2

4a
+ c.

Wskazówka 3: ∫
R
e−x

2

dx =
√
π.

Zad. 44. Wyka», »e dla ruchu Browna funkcja

P (t, y, s, x) = P (Xt ≤ y | Xs = x), P (t, y, s, x) =

∫ y

−∞
p(t, η, s, x)dη

speªnia równanie Chapmana-Koªmogorowa:

P (t, y, s, x) =

∫
R
P (t, y, τ, z)P (τ, dz, s, x).

Wskazówka: ∫
R
P (t, dy, s, x) =

∫
R
p(t, y, s, x)dy.

Zad. 45. Wyka», »e funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa przej±cia dla ruchu Browna speªnia rów-
nanie

∂f

∂s
(s, x) + Lsf(s, x) = 0,

gdzie Ls jest generatorem ruchu Browna.

Lsf(s, x) =
1

2
σ2(s, x)

∂2f

∂x2
(s, x) + µ(s, x)

∂f

∂x
(s, x), dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt.

Zad. 46. Co trzeba doda¢ do

1. X2
t , 2. arctgXt, 3. eλXt ,

aby otrzyma¢ martyngaª? Podaj wzór ogólny dla dowolnego procesu dyfuzji Xt, a nast¦pnie dla

1. Xt =Wt, 2. dXt = 3Xtdt+ tdWt.

Wskazówka: Martyngaªem jest proces

Mf,t = f(t,Xt)−
∫ t

0

(
Lsf(s,Xs) +

∂f

∂s
(s,Xs)

)
ds.

Zad. 47. Sprawd¹ to»samo±¢∫
R
f(t, y)P (t, dy, s, x)− f(s, x) =

∫ t

s

∫
R

(
∂

∂τ
+ Lτ

)
f(τ, y)P (τ, dy, s, x)dτ,

gdzie P jest dystrybuant¡ warunkow¡ ruchu Browna, L - generatorem ruchu Browna oraz

1. f(t, x) = x,

2. f(t, x) = et+x.
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Zad. 48. Poka», »e dla dowolnego u

f(t, x) = eux−
1
2u

2t

speªnia równanie wsteczne
∂f

∂s
(s, x) + Lsf(s, x) = 0

dla ruchu Browna. Oblicz pierwsz¡, drug¡, trzeci¡ i czwart¡ pochodn¡ f wzgl¦dem u. Nast¦pnie
przyjmuj¡c u = 0 poka», »e funkcje

x, x2 − t, x3 − 3tx, x4 − 6tx2 + 3t2

równie» speªniaj¡ równanie wsteczne. Wywnioskuj st¡d, »e procesy

W 2
t − t, W 3

t − 3tWt, W 4
t − 6tW 2

t + 3t2

s¡ martyngaªami.

Zad. 49. Niech Xt b¦dzie procesem dyfuzji o wspóªczynnikach µ(x) = cx, σ(x) = 1.

Wyznacz generator dla Xt i poka», »e X2
t − 2c

∫ t

0

X2
sds− t jest martyngaªem.

Zad. 50. Niech Xt b¦dzie procesem dyfuzji o wspóªczynnikach µ(x) = 2x, σ2(x) = 4x. Wyznacz
generator L dla Xt. Rozwi¡» równanie Lf = 0 i podaj martyngaª Mf . Znajd¹ równanie ró»niczkowe
dla procesu Yt =

√
Xt i podaj generator dla Yt.

Zad. 51. Znajd¹ funkcj¦ f(x) tak¡, aby proces f(Wt + t) byª martyngaªem.

Zad. 52. Za pomoc¡ funkcji generuj¡cej momenty i wzoru Dynkina wyka», »e

1.

∫ 1

0

sdWs 2.

∫ 1

0

Wsds

maj¡ rozkªad N(0, 13 ).

Zad. 53. Korzystaj¡c ze wzoru Feynmana-Kaca, podaj probabilistyczn¡ reprezentacj¦ rozwi¡zania
f(t, x) równania

1.
1

2

∂2f

∂x2
+
∂f

∂t
= 0, f(T, x) = x2

2.
1

2
σ2x2

∂2f

∂x2
+ µx

∂f

∂x
+
∂f

∂t
= rf, f(T, x) = x2, σ, µ, r > 0.

Zad. 54. Korzystaj¡c z de�nicji

Lf(x) = lim
t→0

E [f(Xt) |X0 = x]− f(x)
t

,

znajd¹ generator dla ruchu Browna, gdy

1. f(x) = x

2. f(x) = ex

Zad. 55. Dla geometrycznego ruchu Browna

dXt = µXtdt+ σXtdWt, X0 = x > 0

znajd¹ generator, gdy f(x) = xα, x > 0, α - staªa.

Zad. 56. Niech f(t, x) speªnia

Ltf(t, x) +
∂f

∂t
(t, x) = 0, f(T, x) = g(x).

Wyka», »e przy odpowiednich zaªo»eniach:

f(t, x) = E [g(XT ) |Xt = x] .

8
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Zad. 57. Niech f(t, x) speªnia

Ltf(t, x) +
∂f

∂t
(t, x) = −φ(x), f(T, x) = g(x).

Wyka», »e przy odpowiednich zaªo»eniach:

f(t, x) = E

[
g(XT ) +

∫ T

t

φ(Xs)ds
∣∣∣Xt = x

]
.

Zad. 58. Wyra¹ caªk¦ Stratonowicza w terminach caªki Itô

1.
∫ t
0
Wt∂Wt

2.
∫ t
0
Wt∂Xt, Xt = t2 +

∫ t
0
sdWs

Zad. 59. Oblicz ró»niczk¦ stochastyczn¡ w sensie Stratonowicza procesu

1. W 2
t

2. eWt

Zad. 60. Wyka» wzór na caªkowanie przez cz¦±ci w rachunku Stratonowicza:

∂ (XtYt) = Xt∂Yt + Yt∂Xt.

Zad. 61. Niech Xt speªnia równanie ró»niczkowe w sensie Stratonowicza

dXt = µ(Xt)dt+ σ(Xt)∂Wt

oraz σ b¦dzie klasy C2. Wyka», »e Xt speªnia równanie ró»niczkowe w sensie Itô

dXt =

(
µ(Xt) +

1

2
σ′(Xt)σ(Xt)

)
dt+ σ(Xt)dWt.

Zad. 62. Przeksztaª¢ równania ró»niczkowe w sensie Stratonowicza na równowa»ne równania w sensie
Itô

1. dXt = (Xt −X2
t )dt+X3

t ∂Wt

2. dXt = Xtdt+ 2e3Xt∂Wt
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