Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

1. Niech (Wi)¢ejo,7) bedzie ruchem Browna. Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej
1. X =4W, — Wy + Wy
2. X = 3W5 — W3 — 2W,.

2. Oblicz funkcje wartosci oczekiwanej i wariancji procesu

1. X, =6t+W,, tel0,T]

2. Xy = At+W,, tel0,T], A- zmienna losowa niezalezna od (Wy)¢epo, 7] 0 rozkladzie N (m, s?).

3. Niech (W})se[o,7 bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze podane procesy sa réwniez ruchami Browna.
1. X, = -W,, te0,T]
2. Xy = Wiy, — Wi, t €10,T], h > 0 — ustalone
3. Xy =aWy a2, t €[0,T], a > 0 — ustalone
4. Pokaz, ze E[W ;W] = min{s,t} dla s,t € [0,7T].
5. Oblicz funkcje korelacji procesu
1. X, =W, te[0,T].
2. Xy =pt+ oWy, tel0,T].

Wt+h B Wt
h ’
4. Xt:Wt—tWh tE[O,l]

3. X = t €1[0,7], h >0 - ustalone.
6. Niech (W})seo, 1) bedzie ruchem Browna.
1. Definiujemy proces X, = W; — 5, t € [0,T]. Oblicz P(X3 > 0).
2. Definiujemy proces X; = Wy + 1, t € [0,T]. Oblicz P(X3 > 2).
7. Pokaz, ze procesy
L X, =W2—t, tel0,T]
2. Xy = W32 —3tW,, tel0,T]
sa martyngatami wzgledem filtracji (F¢)c(o,7), gdzie Fy = o(W,,0 <s <t <T).

Niech m,: 0=ty <t; <...<t, =T. Dla nielosowych proceséw prostych

n—1
X =colo(t) + Z ci L, t,001(0), gdzie cg,cq,...,cn_1 S8 stalymi
i=0
T n—1
calke It6 definiujemy wzorem / Xy dW, = Z C; (VVtiJrl - Wti) .
0 i=0
Dla proceséw prostych adaptowanych

n—1
X =& 1o(t) + Z Ei it t0i0)(t), gdzie & jest Fy,-mierzalny, E[¢?] < oo

i=0

T n—1
catke It6 definiujemy wzorem / X dW, = Z & (I/Vti+1 - WfY) .

0 i=
0 T
Dla procesow X; cigglych, adaptowanych, spetniajacych / E[X?]dt < co caltke Ito okreslamy
0

n—1

T
/ X th = lim Z Xti (Wt¢+1 - th) .
0 R
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8. Oblicz calke Itd procesu

3, 0<t<2 7, 0<t<3
1. Xy =< 2, 2<t<3 2. V=<1, 3<t<8
-4, 3<t<Lh 2, 8<t<L10

9. Pokaz, ze calka Itd nie ma wtasno$ci monotonicznosci.

1 1
Wskazéwka: Dla X; =0,Y; =1 pokaz P (/ X dW; < / Kth> # 1.
0 0

10. (Granica sum catkowych Riemanna i It6) Wiemy, ze granica sum Riemanna
n—1
D flsi)(tivn —ti),  si € [t tiga]

=0

aproksymujacych catke funkeji f : [0,7] — R nie zalezy od wyboru punktu s;. Jednak granica sum Ito

n—1
D Fs) Wiy, = W), si € [tistiva]
=0

aproksymujacych caltke stochastyczna funkeji f : [0, 7] — R zalezy od wyboru punktu s;. Aby sie o tym przekonac,

oblicz podane granice
n—1

L. lim > Wi, (Wi, —We,)
n i—0
n—1
2. I;_m Z Wt71+1 (Wti+1 - Wtz)

1=0

Wskazéwka 1: Przeksztalé powyzsze sumy wedtug odpowiedniego wzoru

1. a(bfa):%[b27a2f(bfa)2} dla a =W, b=W,

i1

i+1°

2. bb—a :1b2—a2+ b—a)?] dla a=W;,, b=W;
3 ;

Wskazowka 2: Skorzystaj z faktu, ze wariacja kwadratowa ruchu Browna na odcinku [0, ¢] jest rowna
n—1
(Wle:=lim Y " [We,,, — W,
" =0
Ktoéra suma jest stosowana w aproksymacji calki It67

—

T T
11. Korzystajac z definicji catki It6, pokaz / tdWy, =TWyp — / Wy dt.
0 0

Wskazowki:
= iT
1. Zdefiniuj X;' = ;ti L0 (t), ti= o oraz zastosuj (1).

2. Skorzystaj z rownosci c(b—a) = (db—ca) —b(d—c) dla a=W;,, b=W;,,, c=ti, d=ti1.

n—1
3. Skorzystaj z zadania 10, by okresli¢ granice sum Riemanna: lim Z Wi q (g1 — ti).
" =0
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1. Lemat It6 dla funkcji f(W;)

o, /f dW+/f”

df (W) = f' (W) dW, + 5f”(Wt) dt

2. Lemat It6 dla funkcji f(t, W;)

f(t,Wt):f(0,0)+/0 (fs(s,Ws)—i—;fm(s,Ws)) ds+/0 Ful(s, W2) dIW,,

(0. W) = (ST + S Fen(tT)) i+ £(0, W)

12. Zastosuj Lemat It6 do procesow

1. f(Wy) =

2. f(W) =

3. f(Wy) = arctg(Wy)
4. f(Wy) = sinh(WW%)
5 S0 = 77
6. S(W) = 772

13. Korzystajac z Lematu Ito, oblicz catki
1. fot eWs dW,
2. [y Wkdw,
3. [ sin(Wy) dW,
14. Zastosuj Lemat It6 do funkcji
L f(t,Wy) =2+t +eWe
2. f(t, W) = W2 —t
3. f(t, W) = sin(t + W)
)
)
)

15. Stosujac Lemat Itd, oblicz rézniczke stochastyczna procesdéw
1. Y, = (W2 4 ()2, gdzie (W, W) jest dwuwymiarowym ruchem Browna.

2. Y, = (Wt(l) + Wt(Q) + Wt(S)a (Wt(Q))s - 5Wt(3))7 gdzie (Wt(l)a Wt(2)a Wt(g)) jest

tréjwymiarowym ruchem Browna.
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Proces dyfuzji It6 ma postaé¢ (i rozniczke stochastyczna)

t t
Xt:X()+/ asds+/ by dW.,
0 0
dXt = a¢ dt+btth,

dla t € [0,7T] i gdzie X jest Fo —mierzalne, procesy a:, by sa F: —adaptowane; a; jest catkowalny, b; jest
catkowalny z kwadratem. Procesy a;, b, moga zaleze¢ rowniez od Wy, X;.

16. Podany proces It6 przedstaw w postaci rézniczkowe]

1. X, =t+5W,

t
1
2. X, =t3+/ dW
0o 1—s
t t
3. X, = W, ds+/ sin(Xs) dW
0 0

17. Podaj postaé¢ procesu Ito6 X; i jego rozniczke, gdy

1. at:O, btzl, 2. at—t bt Wt, 3. at:cXt, bt:UXt.

Jezeli X, Y; sa procesami Itd oraz jeden z nich ma wahanie skoriczone na [0, ], to [X,Y], = 0.
Przyktad: X, = exp(t), Y = Wy, wtedy [X,Y]; = [exp, W], =

Wariacja kwadratowa ruchu Browna na [0, ¢] jest rowna [W, W], := hm Z Wiy — =t

Rachunek rézniczek. Wprowadzamy formalny zapis: d[X,Y]; = dX; dY;, d[X, X]; = (dX;)?. Wtedy

(dt)?> =dtdt =0, dW,dt=0, (dW;)?*=dW,dW; = dt.

PRZYKLAD. Obliczymy [V, W],.

Zaczynamy od rézniczki
1 1
d[e" W], = d(e")dW, = (eWtth + 2eW‘dt> dW, = et dW,dW, + 5eWtdtth =eMidt,

gdzie skorzystalismy z lematu Itd i rachunku rézniczek. Przechodzimy na catki

W W], = eeat

t
/d ]s:/ eWeds
[V, W], — [V 07/ eWeds
}t:/ eWeds.

0

18. Oblicz
L (w2 w],
2. [X,X], dla X, ="t
3. [X,Y], dla X,=sin(W,), Y;=W2
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3. Lemat It6 dla funkcji f(X;), gdzie X; jest procesem Ito
1(X0) = f(%0) /f dX+/f” XJ.,
df (Xy) = f'(Xy) dX + f”( ¢) d[X, X]¢
4. Lemat It6 dla funkcji f(¢, X;), gdzie X; jest procesem Itd
t t 1t
f(tht) = f(O,X(]) +/ fs(sts)dS +/ fm(sts) dX, + 5/ f.mc(Sva) d[X7 X]sv
0 0 0
1
df(t, Xt) = ft(t, Xt)dt —|— fx(t, Xt) dXt + wam (t, Xt) d[X, X]t
5. Lemat It6 dla funkcji f(X:,Y:), gdzie X, Y, sa procesami It6

(X0, Y2) = Fo(X0, Vo) A+ F (X0, Y0) A%, 4 3 Fua (X i) dIX, X]u 5 o (X YO dIY: Y]+ fiy (X0, ¥i) dIX, V],

19. Pokaz, ze jezeli dX; = aydt + by dW,, to wzory It6 3. i 4. przyjmuja postaé
L df(Xe) = (a0 f'(X0) + 302 £7(X0) ) dt + b f'(X2) W,
2. df(t, X0) = (folt, Xo) + aefolt, Xe) + 302 fra (b, X0) ) dt + e fult, Xe) AW
20. Zastosuj Lemat Itd do funkcji
L f(Xy) =X} dla X;=2t+W,
2. f(Xy)=eXr dla X, =t+3 [ sdW,
21. Zastosuj Lemat It6 do funkcji
L fit, X)) =X} —t dla X,=5t+W,
2. f(t,X,) =tX? dla X, = [, sdW,
22. Niech X; bedzie procesem Ito. Zastosuj wzor It6 do X7, a nastepnie wyznacz stad wariacje kwadratows [X, X];.

23. Pokaz, ze jezeli
dX, = a;*dt + b dW,

dY; = a) dt + b} dW;,
to wzoér Itd 5 przyjmuje postaé
AF(X0 Ye) = FulX0 Y0) AX (X0, V) AV o (X0 YOO V2l 4 fyy (X, V)B4 fuy (X, VOB BY .
24. Zastosuj Lemat It6 do funkcji
L f(Xe,Ys) =XV, dla X;=>+W,;, Vi=1+W,.
2. f(X, V) = X2 +Y2-2X, dla X;=1-t Y, =4W,.

25. Niech Bi(t) =E[W/}] dla k=0,1,2... Korzystajac ze wzoru Ito, udowodnij
1 t
Bult) = Sh(k - 1)/ Be_s(s)ds, k> 2.
0
Oblicz E[W3] i E[W]].

Wynik mozesz sprawdzié¢, korzystajac z ponizszego faktu.
Jezeli X ~ N(0,5%), to E[XP] =0, p-nieparzyste; E[XP] = sP(p — 1)!!, p-parzyste.
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Wzér na calkowanie przez czesci. d(X:Y;) = X:dY; + VidX; + d[X,Y]:.

t
26. Niech X; =t*+W,, Y=t —/ (s +5)dW,. Pokaz, ze
0

A(X,Y;) = (Xt YUY —t— 5>dt - ((t 15)X, — Yt>th.

t
1

27. Niech X; =1—t oraz Y; = / idWs. Oblicz d(X:Yy).
o 1—

X
28. Niech X, = tW,; oraz Y; = e"V. Oblicz d (Yt>

t

29. Wyprowadz wzor na catkowanie przez czesci, stosujac Lemat 1t6 do funkeji f(Xy,Y:) = X, Y5,

Stochastyczny eksponent. Jedynym rozwiazaniem réwnania
dX; = XydY;

jest

X, = Xoei—Yo- MYl (3)

Troche finanséw. W chwili ¢ = 0 wplacamy na rachunek bankowy 1 zt. Niech funkcja x(t) oznacza wartosé
1 zt w chwili ¢ > 0. Jezeli przez r oznaczymy stope procentowa, to funkcja x(t) spelnia deterministyczne
réwnanie rézniczkowe

dx(t dx(t
z(t) = rdt lub réwnowaznie z(t)
x(t) dt

z warunkiem poczatkowym x(0) = 1. Za pomoca rozdzielania zmiennych otrzymujemy rozwiazanie z(t) = e"".
Zalozmy teraz, ze stopa jest obarczona ryzykiem (up. 1 zt inwestujemy w akcje), co mozemy zapisaé¢ r + &,

= rz(t)

gdzie £ jest bialym szumem, formalnie: & = dg‘t/f . Wtedy proces X spelia stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dX,
o= (r+0&)X: €O oznacza dX; = r Xudt + o X dW, (4)

z warunkiem poczatkowym Xy = 1. Rozwiazaniem (4) jest geometryczny ruch Browna

X; = elrm 3o troWe, (5)

30. Sprawdz poprawnosé¢ rozwiazania (4). W tym celu

1. zastosuj Lemat It6 do In X, przy zalozeniu X; > 0;
2. podstaw (4) pod dXy;
3. pokaz, ze d[X, X|, = o2 X2dt;

4. przejdz na postaé catkowa.

W wyniku powyzszych krokéw otrzymujemy InX; —In X, = (r — 302) t + o(W, — Wy), skad wida¢ wynik.
31. Pokaz, ze rozwiazaniem (4) jest (5), korzystajac bezposrednio z (3).
32. Rozwiaz réwnania

L dX, = (1+X}dt, Xo=1.

2. dX, = TX,;dW,, Xo=2.

3. dX, =3Xydt +5X dWy, Xo=1.
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Czynnik calkujacy 1. Rozwazmy rownanie stochastyczne postaci
dX; = Xpdt +dW, te€][0,T]. (6)

Poniewaz (6) nie mozna sprowadzi¢ do postaci (2), przenosimy niewiadome na lewa strone réownania (6) i

mnozymy obustronnie przez czynnik calkujacy e~*:

dXt - Xtdt = th,
e_tht — e_tXtdt = e_tth. (7)

Zauwazmy, ze lewa strona (7) jest rowna d (e~ X;). Zatem (7) zapisujemy réwnowaznie

d (eftXt) = eftth

t t
/ d (e_SXS) = / e *dW,
0 0

t
e tX, —e¥ Xo = / e 5dW,
0

t
X; = Xyet —|—/ et =S AW,
0

33. Pokaz, ze d (e 'X;) =e tdX, — et X,dt.
34. Rozwiaz rownanie dX; = 5X,dt + 2dW,;, Xy =1, korzystajac z czynnika catkujacego.

Czynnik calkujacy 2. Rozwazmy réwnanie stochastyczne postaci

dX; = dt + aX, dWy, t€10,T], a€cR. (8)

Poniewaz (8) nie mozna sprowadzi¢ do postaci (2), mnozymy (8) przez czynnik catkujacy F; = emoWetgo’t

Ftht = Ffdt + OéFtXtth,
Ftht - OéFtXtth = Ftdt (9)

35. Pokaz, ze d(FiX;) = F;dX; — aFy X dW; i dokoncz (9).
36. Rozwiaz réownanie dX; = dt — 4X,dW;, X, = 3, korzystajac z czynnika calkujacego.

Rozwazmy ogoélne réwnanie liniowe
dX; = (o + B Xy) dt + (e + 0, X)) dW,  t € 0,77, (10)

gdzie «, (3, 7, § sa danymi ciaglymi procesami adaptowanymi. Pokazemy, ze rozwiazaniem tego réwnania jest

t t
043—55% Vs
X, =U; | X —d —dWs |,
t t(0+/o o [ g )

t t
Us = exp (/ (Bs — %53)615 +/ 55dWS> . (11)
0 0

37. Udowodnij wzor na rozwigzanie ogélnego réwnania liniowego stochastycznego. W tym celu
1. Najpierw rozwaz przypadek a; = 0, 1, = 0. Wtedy (10) przyjmuje postaé¢ dU; = B;Usdt + §;UrdW4.
Podaj rozwiazanie tego réwnania.
2. W przypadku og6lnym rozwiazania szukamy w postaci X; = U;V;, gdzie
dUt = BtUtdt + (StUtth, (12)

Nalezy znalezé procesy at, by. Przyjmij Vo = Xy. Zastosuj catkowanie przez czesci do d(U;V;), podstaw (12),
(13), uporzadkuj i poréwnaj z (10).
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38. Korzystajac z rozwiazania rownania ogolnego (10), podaj rozwiazanie
1. réwnania typu Langevina: dX; = a; Xdt + dWy, gdzie a; jest ciaglym procesem adaptowanym;

b— X,
T—1

2. réwnania mostu Browna: dX; = dt +dWy, t€10,T), Xo=a, X7 =b.

PRZYKEAD. (Stochastyczny logarytm)

We—1t

Proces e jest stochastycznym eksponentem ruchu Browna W;.

Ruch Browna W; jest stochastycznym logarytmem procesu Wizt

Obliczymy stochastyczny logarytm procesu U, = e"Vr.

I sposé6b.
Przypomnijmy, ze eksponent stochastyczny U procesu X spelnia dU; = Upd Xy, Uy = 1.

du,
7 definicji stochastyczny logarytm X procesu U # 0 spelnia dX; = 775, Xo=0.
t

Zatem korzystajac z lematu Itd
dv,  d(eVe)  eWridW, + zeVedt

1
T, eWt eWt et 2

Stad stochastyczny logarytm X procesu U; = eVt dany jest wzorem X; = W; + %t.

IT sposo6b.

Zastosujemy wzor

B U L dU, U,

7 lematu It6 i rachunku rézniczek
1 2
dlU, U], = d[e",e"], = (d(GWt))2 = (GWtth + 2vedt) =W t.
Podstawiamy do wzoru (14)
et tdle™,e%] be2Ws 1
X; =1 - W ——ds = W; + —t.
' n<1>+/o 2e2Ws t+/o 262w 7 1ty

39. Oblicz stochastyczny logarytm procesu U; = W2 + 1 dwoma sposobami przedstawionymi w przykladzie.

40. Niech X; bedzie procesem It6 takim, ze a; = X; + 3, b? = 4X;. Przy zalozeniu, ze X; > 0 znajdz stochastyczne
réwnanie rézniczkowe spelione przez proces Yy = v/ X;.

41. Znajdz stochastyczne réwnanie roézniczkowe, ktore spelnia proces
1. X; = Xoe® Wi Wskazowka: Zastosuj lemat Ito do b
2. X; =sin(aW; + arcsin Xg), Wskazdwka: Zastosuj lemat It6 do sin(ax + b)

3. Xy =sinh(t+ W, + C), gdzie C = arcsinhX,, Wskazéwka: Zastosuj lemat 1t6 do sinh(t + x)

Odpowiedzi: )
b
1. dX; = (a + 5) Xidt + b X dWy

1
2. dX; = —iaQXtdt +ay/1— X2dW,

1
3. dXy = (,/1 + X2+ 5Xt) dt + (\/1+Xt2) AWy



Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

PRZYKLAD. Pokazemy, ze istnieje dokladnie jedno rozwigzanie nieliniowego réwnania rézniczkowego

dXy =In(1 4 X7) dt + 1x, =0y Xi dW,
Xo=1x0 €R.
Przypomnijmy, ze zagadnienie
dXt = ,LL(t, Xt) dt + 0'(t7 Xt) th7
Xo=12,

posiada doktadnie jedno rozwigzanie, jezeli spetnione sa warunki

L ju(t,z)|+|o(t,z)| < C(1+|z|) dla pewnej stalej C' > 0,

2. |ult,z) — plt,y)| + |o(t, @) — o(t.y)| < Llz —y|  dla pewnej stalej L > 0,

3. Z jest zmienna losowa niezalezna od ruchu Browna oraz E[|Z]?] < oco.

Rozwiazanie.
Niech p(t,z) =In(1+2?), o(t,z) =z - Lguso).

Ad. 1. Mamy
lu(t, 2) + lo(t,2)] = [In(1+2%) + |2 - Liosoy |
< In(1+ [al)? + o
=2In(1 + |z|) + |z]
< 3|z| (In(1+u) <udlawu>0)
< 3(1 A+ [a).

Ad. 2. Chcemy oszacowaé
u(t,z) — p(t,y)| +lo(t,z) —o(ty)| = [In(1 +2?) = In(1+ )| + o Loy — ¥ Lyso -

Funkcja f(u) = In(1 + u?) jest rézniczkowalna. Zatem z twierdzenia o wartoéci $redniej dla 2 < y istnieje
¢ € (z,y) takie, ze
fly) = f@) = F )y — ).

Mamy

2€
1+¢2

= (&) = ’ <1, bo 26<1+¢&% atowynkaz (1—¢)2>0.

Zatem |f(y) — f(x)| = [f'Olly — =| < |y — z].

T kaz
eraz pokazemy |x . 1{I>0} —y- 1{y>0} | < |x . y|

Dla z > 0, y > 0: ‘.T-l{w>0} — y'l{y>0} | = |1‘—y|

Dlax >0, y<0: [2-1psoy — ¥ Lgygsoy| = lz[ <o+ (—y)l.

Dlaz <0, y>0: [z-1soy — ¥ 1o =1—yl =1yl <ly+ (=)l
Dlax <0, y<0: |v-1soy — ¥ s [ =0< |z —yl

Ostatecznie otrzymujemy

lu(t,z) = u(t,y)l +lo(t,2) — o(t,y)| = [In(1+2%) = In(1 + )| + |2 Lgsoy — ¥ Liysop| < 20z —yl.

Ad. 3. Zmienna losowa Z = x jest funkcja stala, a wigc niezalezna od ruchu Browna i E[|zg|?] = 2% < co.

42. Wykaz, ze istnieje dokladnie jedno rozwiazanie nieliniowego réwnania rézniczkowego

dX; = arctg(X:) dt + sin(Xy) dWy,
Xo=x29 €R.
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PRZYKEAD. (Generator dyfuzji)
Generator procesu dyfuzji, czyli procesu spelniajacego rownanie rézniczkowe stochastyczne

dXt = /,L(t, Xt)dt + 0'(t7 Xt)th7 (15)
dany jest wzorem
_ 1, o*f of
Ltf(t7x) - 50' (tax)@(tv 13) + u(t,x)%(t,x), (16)

gdzie f jest dowolna funkcja klasy C12. Generator dyfuzji jest wiec operatorem rézniczkowym drugiego rzedu
stowarzyszonym z rownaniem (15).

Wyznaczymy generator ruchu Browna. Mamy X; = W,, zatem dX; = dW; i poréwnujac z (20), otrzymujemy
wu(t, X)) =0, o(t,Xy) = 1. Wstawiamy do (16)

19%f

Lif(t,xz) = 3922

(t,z).

43. Wyznacz generator procesu
1. Xy =at+ bWy, a,beR

2. X; = e(a*%lﬁ)”bwf, a,beR

PRZYKEAD. (Martyngaty)
Co nalezy doda¢ do X2, aby otrzymaé¢ martyngal? Podamy wzor ogolny dla procesu dyfuzji, a nastepnie dla
X; = W;. Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia.

Niech X; bedzie rozwiazaniem (15), gdzie p i o spelniaja warunek Lipschitza ze wzgledu na druga zmienna
ze stala niezalezna od czasu, niech |u(t, x)| + |o(t,z)| < C(1 + |z|) oraz niech X posiada funkcje tworzaca
momenty. Wtedy martyngalem jest proces

t 0
My = 10650~ [ (s + i) ) as. (7
Mamy )
_ of _, 9f _ rr
f(t,z) =22 YT 0, o 2z, 5z = 2

Wstawiamy do (16)
1
Lif(t,2) = 50%(t,) - 2+ p(t, z) - 22 = 0°(t, 2) + 2ap(t, ).

Zatem .
My = X7 — / (Jz(S,XS) + 2X (s, Xs) 4 0) ds.
0
t

Aby otrzymaé martyngat, do X? nalezy dodac¢ —/ (02(5, Xs) + 2Xsu(s, XS)) ds.
0

Niech teraz X; = W;.

t t
Wtedy do W2 nalezy dodac: —/ (0%(s, Xs) +2X (s, X)) ds = —/ (1+2W,-0)ds = —t.
0 0

44. Niech X; bedzie procesem Itd. Co nalezy dodaé¢ do arctg X, aby otrzymaé¢ martyngal? Podaj wzor ogolny dla
dowolnego procesu It6, a nastepnie dla

1. Xt = Wt,

2. X; o rozniczce dX; = 3 X dt + tdW,.
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Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

PRZYKEAD. (Wzér Dynkina)

1
Za pomoca funkcji tworzacej momenty i wzoru Dynkina wykazemy, ze / sdW, ma rozklad N(0, %)
0

t
Wprowadzmy oznaczenie: X; = / sdWs dlat < 1.
0

Aby wykazaé, ze X; ma rozktad normalny, obliczymy funkcje tworzace momenty My, (u) = E [e“X t] zmiennych
losowych X; dla ¢t < 1. W tym celu skorzystamy ze wzoru Dynkina.

Wzér Dynkina. Niech X; bedzie rozwiazaniem RRS: dX; = u(t, Xy) dt+o(t, Xy) dW; przy odpowiednich
zalozeniach. Wtedy dla kazdego ¢ € [0, 7] zachodzi

BLS(.X0) = £0.%0) +E | [ t (restoxo+ P, x0) ).

Przyjmujemy wiec f(t,x) = f(x) = e"* i obliczamy generator

1

SoP(ta) f (@) + p(t,2) f'(z) = St*u® e,

Lif(x) = 9 9

poniewaz dX;=tdW;, astad u(t, X:) =0, o(t,X:) =t. Ponadto Xy =0 oraz f(Xo) = f(0) = 1.
Podstawiamy do wzoru Dynkina

t t
E[f(X:)] =E[e“*] =1+E [/ %5%2 et ds] =1+ %zﬂ/ s°E [e"“*<] ds.
0 0

Whprowadzajac oznaczenie h(t) = E [¢“**], mamy

1 t
h(t) =1+ §u2/ s2h(s) ds.
0

Roézniczkujemy
1
R (t) = 5u2752h(t), h(0) = 1.
Rozwiazujemy, rozdzielajac zmienne
dh 1 5,
— = P dt
h 2"

t
In|h(t)| —In|h(0)| = %u2/0 s*ds

Zatem
2

My, (u) = E [e"¥1] = o331 (18)

Przypomnijmy, ze funkcja tworzaca momenty zmiennej losowej Y o rozkladzie normalnym N (m, s2) dana jest

WZorem
1,2.2

My (u) = E[e""] = e*mF2rs (19)

Porownujac (18) i (19), stwierdzamy, ze dla t < 1 zmienna X; ma rozklad normalny ze $redniag m = 0 i
wariancjg s> = £t3. Zatem dla t = 1: X1 ~ N(0, %)

1
45. Za pomoca funkcji generujagcej momenty i wzoru Dynkina wykaz, ze / W ds ma rozktad N (0, %)
0

Wskazowka: Najpierw przeksztaté fol Wsds na catke stochastyczna, tj. fol(l — 8)dWs. W tym celu mozesz uzy¢
wzoru na calkowanie przez czesci.
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Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

PRZYKEAD. (Wzor Feynmana—Kaca)
Korzystajac ze wzoru Feynmana-Kaca, podamy probabilistyczna reprezentacje rozwiazania f(t, ) réwnania
2 20%f of L of _

1 2
iox@—kux% a—rf, f(T,x)=2%, o>0, u>0, r>0. (20)

Wzér Feynmana-Kaca. Niech r(t, z), g(x) beda funkcjami ciagtymi, ograniczonymi oraz
Ct,z) =K |e Ji re:X)ds g x) | X; = x} :

0
Zalozmy, ze istnieje rozwiazanie RRCz: Ly f (¢, z) + a—{(t, x) =r(t,z)f(t,x) z warunkiem f(T,x) = g(x).

Wtedy rozwiazanie f(t, ) zagadnienia jest jedyne oraz f(t,z) = C(¢,x).

Zauwazmy, ze dwa pierwsze skladniki lewej strony rownania (20) tworza generator pewnego procesu Xi,
takiego ze [i(t,z) = px, &(t,z) = ox. Stad rownanie

dXt = M(t, Xt)dt + O'(t, Xt)de = ,uXtdt + O'Xtth,

ktoérego rozwigzaniem jest X; = X e(h=39")t+eWs  Dyodatiowo zauwazmy, ze T(t,x) = r. Korzystamy ze
wzoru Feynmana—Kaca

f(t,z) =E [e_ S (s, Xo) ds 9(Xr) ’ Xy = x} =E {e_ Jrds X2 | X = x}
-E [e_T»(T—t) X2 ’ X, = x} — (T [X% | X, =a].
Metoda "dodaé¢—odja¢" przeksztatcamy X
Xp = Xgeln—30%)THowr [e—(ﬂ—%oz)t—owt e(u—%az)tJroWn}
= (Xo e(uf%a“’)twwt) o(n=30*)T+oWr —(n—$0?)t—oW:
= X, o(n=3") T -0 to(Wr-Wy)

Zatem E [X% ‘ X, = x] =K {th e2(u—%02)(T—t)+2<7(WT—Wt) ’ X, = x}

) {xz eQ(,uf%02)(T7t)+20(WT7Wt)]

— 22—ttt |:e2a(WT7Wt)} _

Dla ustalonego ¢ € [0, 7] zmienna losowa Wy — W, ma rozktad N(0,T —t), a jej funkcja generujaca momenty
dana jest wzorem E [e“(WT_W‘)] =e30°(T—1), Przyjmujemy a = 20 i otrzymujemy

E [ezo(WT—Wt)} — o340 (T—t) _ 207 (T—t)

Zatem E [X% ’ X, = x] — 2 2(n—30) Tt g {GQJ(WT—Wf,)}

2 (2#702 ) (T—t) 6202 (T—t)

2
—22e 2pu+o )(Tft)

— 22l
oraz

ft,z) = (TR [X% ‘ X, = x] — o r(T—1) 2 e(2u+g2)(T7t) — g2 e(2u+g27r)(T7t) '

46. Korzystajac ze wzoru Feynmana-Kaca, podaj probabilistyczna reprezentacje rozwiazania f(t, ) rownania

1% of _ _ s
5@“1‘5—0, f(T,x)—x .
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Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

PRZYKEAD. (Dyfuzja jednorodna w czasie) Niech X; bedzie procesem dyfuzji o wspolezynnikach pu(z) = cx,
o(x) = 1, gdzie ¢ jest pewna liczba. Wyznaczymy generator L dla X; i pokazemy, ze proces

t
X3—2c/ X2ds—t (21)
0

jest martyngatem.

Proces dyfuzji X; o wspotczynnikach p(z) = cx, o(x) = 1 spelnia dX; = cXdt+ dW;. Generator tego procesu
dany jest wzorem

LI() = 502 @) &) + (@) (@) = 37" (&) + o f (@)

Dla dyfuzji jednorodnej (przy odpowiednich zalozeniach) martyngatem jest proces postaci

My = £0) = [ LA s (22)

Poréwnujac (21) i (22) zauwazamy, ze nalezy przyja¢ f(z) = 22. Wtedy generator przyjmuje postaé
Lf(x) =1+ 2cx? oraz proces

¢ ¢
Mf,tZXtZ—/ (1+2ch)ds=Xt2—t—2c/ X2ds
0 0

jest martyngatem, co nalezalo wykazac.

PRZYKEAD. (Dyfuzja jednorodna w czasie) Znajdziemy funkcje f(x) taka, aby proces f(W; +t) byt martyn-
gatem.
Oznaczmy X; = W; +t. Wtedy dX; = dW, + dt oraz u(z) =1, o(z) = 1.

Szukamy takiej funkcji f, aby Lf(X;) = 0, poniewaz wtedy (22) przyjmie posta¢ My, = f(X;), a to bedzie
oznaczaé, ze [ jest martyngalem. Mamy zatem

10%f af
-/ ~2(z) =0,
2 0x? (z) + ox (z)

1

o)+ f() =0,
Jest to réwnanie jednorodne Il-rzedu. Piszemy dla niego réwnanie charakterystyczne %Az + A = 0, skad
otrzymujemy A\; = 0, Ay = —2. A zatem rozwiazaniem jest rodzina funkcji

fx)=C1e"" +Coe™" = Oy + Cye™®, (4, Cy — stale.

Martyngatem jest proces C + Cy e 2"ttt dla dowolnych statych Cy, Cs.

47. Niech X; bedzie procesem dyfuzji o wspotczynnikach p(x) = 2z, 0?(x) = 4x. Wyznacz generator L dla X;.
Rozwiaz réwnanie Lf = 0 i podaj martyngal My .
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Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

PRZYKEAD. (Dyfuzja jednorodna w czasie) Korzystajac z

Lf(x) = lim E[f(X) ]| X(:j — 1] - f(x)’

znajdziemy generator ruchu Browna, gdy f(z) = z.

Mamy X; = W, oraz

E[f(X¢)| Xo =] =E[f(W:) | Wy = 2]
=E[W; | Wy = z]
=E[(W; — Wo) + Wo | Wy = 1]
=E[(W; — Wo)| Wy = 2] + E[Ws | Wy = 2]
=E[W;, — Wy +

gdzie rownosé

E [(Wt — Wo)‘ Wo = SU] = E[Wt — Wo]
wynika z niezaleznosci przyrostu Wy — Wy od przesztosci. Wtedy

Lf(x):hm]E[f(Xt)lXOZx]_f(x)7:hmx_m —0.

t—0 t t—0 ¢

Sprawdzenie. Wiemy, ze generator ruchu Browna jest postaci Lf(z) = 3 f”(x). Dla funkcji f(z) = z jest on
rzeczywiscie rowny 0.

48. Korzystajac z (23), znajdz generator dla ruchu Browna, gdy f(z) = e*.

49. Korzystajac z (23), znajdz generator dla geometrycznego ruchu Browna

dXt = ‘[LXtdt + O'Xtth, XO =T > 0,
gdy

1. f(x)=2", neN,
2. f(z) =Inz.

PRZYKEAD. (Czas wyjscia z przedziatu) Obliczymy P, (T, < T,) dla ruchu Browna, a = =2, b = 3,
T,=inf{t>0: X;=a}, T, =inf{t >0: X, =0b}.

Przypomnijmy nastepujace twierdzenie. Niech (X;) bedzie procesem dyfuzji dX; = pu(X:)dt+o(X;)dWy, gdzie
o(x) > 0 jest funkcja ciagla na [a, b] oraz Xg = = € (a,b). Wtedy

— r 20(s) g
Px(Tb < Ta) - M S(CE) :/ e ffo 570 @ de.

Skorzystamy z wniosku z tego twierdzenia. Jezeli (X;) jest procesem dyfuzji bez dryfu, tzn. dX; = o(X;)dWs,
to
T —a
P(Ty <T,) = .
(To ) b—a

Mamy X; = Wy, pu(s) =0, o(s) =1, Xg = Wy =0 € (—2,3). Wtedy Py(T3 < T-2) = 2.
Jest to prawdopodobieristwo wyjscia procesu przez goérny brzeg b = 3 przed osiggnieciem dolnego brzegu
a = —2, startujac z punktu x = 0.

50. Oblicz P,(T, < T,) dla ruchu Browna z dryfem, gdy ji(z) = p, 6%(x) = o2. Nastepnie podaj odpowiedz,
przyjmujac a =1, b =4, p =2, 0 = 0.5.
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Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

PRZYKEAD. (Réwnania z wybuchem) Pokazemy, ze rozwigzanie rownania rézniczkowego
dX, = 3X2dt + dW,

wybucha w skoniczonym czasie.

Przypomnijmy nastepujace twierdzenie. Niech (X;) bedzie procesem dyfuzji dX; = u(X;)dt+o(X;)dW;, gdzie
funkcje u(-), o(-) sa lokalnie ograniczone, funkcja o(-) jest ciagla i dodatnia. Proces dyfuzji wybucha wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje xq, dla ktérego spelniony jest jeden z warunkow

o = 2u(s) o v 24(s)
/ |:€_ fT'O Ug( ) ds (/ %eleo o'g(é dédy):| d{]} < 0
oo P )
0 z 2u(s) z vy 2u(s)
/ [e_fmo o2 08 (/ 21 efTJU %) dsdy>:| dr < o0
To o o (y)

Mamy u(s) = 352, o(s) = 1 oraz

lub

e’ g
/ fx” ydaz

e2z3

3
[5 e dy

Oznaczmy h(x) = 05— 1 korzystajac z reguly de 'Hospitala obliczmy granice:
3
fm h@) = 1 € dy 1
wglgo :cggo eQIS o ZEi)HOIO 622 e
Zatem

o [ e dy o 1
B Wipn [ Sdr= — < ool
/wo e2? . /m 622" 69 >

0

51. Zbadaj, czy rozwiazanie rownania rézniczkowego
dX, = X2dt + X dW,

wybucha w skoriczonym czasie.
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Wstep do réwnan rézniczkowych stochastycznych

t
PrRzZYKEAD. Wyrazimy catke Stratonowicza / W, odW, w terminach calki Ito, korzystajac ze wzoru
0

t t
1
w postaci catkowej: / Y,o0dX, = Y,dX, + §[X7 Y],
0 0
1
w postaci rézniczkowej: Y; odX; =Y, dX; + id[X’ Y.

Mamy

t t 1 t 1
/WsodWS:/ ngWﬁf{W,W]t:/ W, dW, + ~t,
0 0 2 0 2

1
Wt o th = Wt th + idt

t t
52. Wyraz calke Stratonowicza / W,odX, dla X;=1t>+ / sdWs w terminach calki Ito.
0 0
53. Pokaz, ze
T
/ h(Wy) o dW, = H(Wr) — H(Wy), gdzie H'(z) = h(z).
0

Wskazowka: zastosuj wzor Itd do Y = H(W;).

Obliczymy rézniczke stochastyczna w sensie Stratonowicza procesu W), korzystajac ze wzoru
d(f (X)) = f(X¢) 0 d X
Mamy d(W}?) = 5W} o dW;.

1

54. Oblicz rézniczke stochastyczng w sensie Stratonowicza procesu Trx2
i

PRZYKEAD. Rozwiazania stochastycznego rownania rozniczkowego Stratonowicza
dXt = a(Xt) dt + b(Xt) o th

spelniaja stochastyczne réwnanie rézniczkowe Ito
1

W druga strone: rozwiazania stochastycznego rownania rézniczkowego It6
dXt = CL(Xt) dt + b(Xf) th

spelniaja stochastyczne rownanie rézniczkowe Stratonowicza
1
dXt = (G(Xt) - 2b(Xt)b/(Xt)> dt + b(Xt) 9} th

Roéwnanie Stratonowicza dX; = X;dt + X} o dW; jest rownowazne réwnaniu Itd postaci
dX; = (X; + 2X7) dt + X} dW,.

55. Wykonaj polecenia.

1. Przeksztalé rownanie rozniczkowe Stratonowicza dX; = X dt + 2e3Xt o dIW, na réwnowazne réwnanie Ito.

2. Roéwnanie Langevina z szumem addytywnym ma postaé¢ dX; = —aX,dt + bdW,. Pokaz, ze réwnowazne
roéwnanie Stratonowicza ma identyczna postac.

3. Pokaz, ze réwnania dX; =2X;odW; i dX; = 2X,dt+ 2X,dW,; maja to samo rozwiazanie.

16



