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Wstep

Istnieje wiele wlasnosci lokalnych niezmiennikéw topologicznych charaktery-
zujacych rzeczywiste zbiory algebraiczne. Najprostsza z nich zostata odkryta
przez Sullivana [42] w latach siedemdziesiatych dwudziestego wieku — ogniwo
zbioru algebraicznego w kazdym jego punkcie ma parzysta charakterystyke
Eulera.

Akbulut i King pokazali, ze w wyzszych wymiarach nie jest to warunek
dostateczny na to, by zbiér byl homeomorficzny ze zbiorem algebraicznym.
Od tej pory skonstruowano wiele topologicznych niezmiennikéw opisujacych
rzeczywiste zbiory algebraiczne i semialgebraiczne. Parusinski i McCrory zna-
lezli sposéb opisu takich warunkow przy uzyciu pierscienia funkcji konstru-
owalnych i pewnych operatoréw dajacych uogolnienie charakterystyki Eulera
ogniwa zbioru algebraicznego. Zdefiniowali oni funkcje algebraicznie konstru-
owalne, ktore tacza algebre rzeczywista z topologia zbiorow algebraicznych.

Parusiniski i Szafraniec podali [40], [41] charakteryzacje funkcji algebraicz-
nie konstruowalnych, ktora jest bardzo skuteczna w dowodzeniu wtasnosci tych
funkcji. Pokazali oni, ze funkcja algebraicznie konstruowalna jest sumg znakow
skoniczonej liczby wielomiandw.

Funkcje algebraicznie konstruowalne definiuje sie uzywajac charakterysty-
ki BEulera wiokien odwzorowan regularnych miedzy zbiorami algebraicznymi.
W dowodzie swojego twierdzenia Parusinski i Szafraniec wykorzystali miedzy
innymi wtasnosci tych zbiorow i odwzorowan, ktore wynikaja z tego, ze pier-
Scien wielomianow jest noetherowski. Nasuwa sie pytanie, czy uzywajac po-
dobnych metod da sie bada¢ niezmienniki topologiczne zbioréw zdefiniowanych
za pomocy funkcji z algebr €2 — noetherowskich. Definicja takich algebr zostala
podana przez El Khadiri i Tougerona [19].

W niniejszej pracy zajmiemy sie opisem ogniwa zbioru zer rodziny funk-
cji nalezacych do algebry €2 — noetherowskiej. Korzystajac z wlasnosci tych
algebr oraz z argumentow analogicznych do argumentéw stosowanych przez
Parusinskiego i Szafranca pokazemy, ze dla rodziny F funkcji nalezacych do
algebry Q — noetherowskiej (speliajacej pewne dodatkowe warunki) istnieja
w tej algebrze takie funkcje vy, v, ... v, ze dla w € Q) polowa charaktery-
styki Eulera ogniwa zbioru (.- f ~1(0) w punkcie w jest réwna sumie znakow
funkcji vy, vo, ..., vs W punkcie w.



WSTEP 3

Chciatabym wyrazi¢ ogromna wdzieczno$¢ mojemu promotorowi Panu Pro-
fesorowi Zbigniewowi Szafrancowi, ktory zaispirowal powstanie tej pracy, za-
interesowal mnie opisanym w niej problemem i poswiecit wiele czasu, zeby
przekaza¢ mi wiedze potrzebng do zajmowania sie ta tematyka. Dziekuje za
ogromne zaangazowanie, opieke, cenne wskazowki, rady i sugestie, a takze za
zyczliwosé, wsparcie, zachete 1 cierpliwosé.

Chciatabym takze podziekowa¢ Panu Profesorowi Adamowi Parusinskiemu
z Université d’Angers oraz zespotowi kierujacemu programem Research Trai-
ning Network Real Algebraic and Analytic Geometry. W trakcie stazu ,pre—
doc” sfinansowanego przez ten program, ktéory odbywatam pod kierunkiem
Profesora Parusinskiego, miatam mozliwo$¢ zajmowania sie redagowaniem ni-
niejszej pracy.

Serdecznie dziekuje wszystkim tym, dzieki ktorym moge zajmowac sie ma-
tematyka — moim Rodzicom i Siostrze, moim Przyjaciotom, Profesorom, Ko-
lezankom i Kolegom. Moja praca nie bytaby mozliwa bez ich pomocy, wsparcia
i wiary we mnie.



Historia problemu 1 opis wynikéw

Niech X bedzie rzeczywistym zbiorem semialgebraicznym w R™ i niech x € X.
Oznaczmy przez S, . sfere w R” o srodku w z i promieniu e. Na mocy lematu |7,
9.3.6] o lokalnie stozkowej postaci zbioru semialgebraicznego, przekroj zbioru
X 7z kula o $rodku w punkcie z i promieniu € jest dla dostatecznie matych
€ homeomorficzny ze stozkiem o podstawie S, N X, zatem dla dostatecznie
malych e typ topologiczny przestrzeni S, N X nie zalezy od e. Przestrzen ta
jest nazywana ogniwem zbioru X w punkcie x € X i oznaczana przez lk(z, X).
W 1971 roku Sullivan [42| dowiédl, ze charakterystyka Eulera ogniwa rze-
czywistego zbioru algebraicznego w dowolnym punkcie jest liczbg parzysta:

Twierdzenie 1 Jesli X jest rzeczywistym zbiorem algebraicznym w R™ oraz
xr € X, to charakterystyka Eulera x(1k(z, X)) jest parzysta.

Przyklad 2 Zbior X C R?

X={(z,9) |y=0}U{(z,y) | y >0, =0}

nie moze byé homeomorficzny ze zbiorem algebraicznym, poniewaz jeqgo ogni-
wem w punkcie (0,0) jest zbior sktadajgcy sie z trzech punktow, zatem jego
charakterystyka FEulera jest rowna trzy, czyli jest liczbg nieparzystq.

Oryginalny dowo6d Sullivana opieral sie na uzyciu kompleksyfikacji. Sulli-
van pokazal, ze ogniwo kompleksyfikacji X¢ w punkcie x ma charakterystyke
Eulera rowng 0 i korzystajac z tego, ze 1k(z, X) jest zbiorem punktow statych
sprzezenia lk(x, X¢), udowodnit, ze

X(Ik(z, X)) = x(Ik(z, X¢)) mod 2.

Ogolniejsze twierdzenie, o tym, ze w dowolnej rodzinie rzeczywistych zbio-
row algebraicznych charakterystyka Fulera wiokna odwzorowania regularnego
jest generycznie stata mod 2, zostalo udowodnione przez Akbuluta i Kinga [1,
2.3.2] (zob. tez [2]):

Twierdzenie 3 Niech X, Y bedg rzeczywistymi zbiorami algebraicznymsi i niech
Y bedzie nierozktadalny. Niech f . X — Y bedzie odwzorowaniem regular-
nym. Istnieje taki podzbior algebraiczny Z C Y, Zze dim Z < dimY i charakte-
rystyka Eulera x(f~'(y)) jest stata mod 2 dlay € Y \ Z.
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Wrynik Sullivana jest szczegolnym przypadkiem tego twierdzenia dla Y = R,
z9 € X 1 f(z) = ||z — 20> Dlay < 0 wtokno f~*(y) jest zbiorem pustym, dla
dostatecznie matych y > 0 widkno f~1(y) jest rowne lk(xq, X).

Benedetti i Dedo [4] oraz Akbulut i King [1] pokazali, ze warunek Sullivana
dla zwartych zbiorow triangulowalnych wymiaru mniejszego lub réwnego 2 jest
nie tylko konieczny, ale tez wystarczajacy na to, zeby zbior byl homeomorficzny
z vzeczywistym zbiorem algebraicznym. Akbulut i King [2]| skonstruowali topo-
logiczne niezmienniki, definiujace warunki konieczne i dostateczne na to, zeby
zwarta 3-wymiarowa triangulowalna przestrzen topologiczna byta homeomor-
ficzna z rzeczywistym zbiorem algebraicznym.

Badaniem niezmiennikow topologicznych zwigzanych z rzeczywistymi zbio-
rami algebraicznymi w kontekscie wyniku Sullivana zajmowali sie réwniez Co-
ste i Kurdyka [14], [15]. Udowodnili oni nastepujace twierdzenie (Coste [13]
udowodnit je najpierw w przypadku dim X — dim V' < 2):

Twierdzenie 4 Niech X bedzie rzeczywistym zbiorem algebraicznym, V' jego
nierozktadalnym podzbiorem algebraicznym. Istnieje taki podzbior algebraiczny
W CV, zedimW < dimV oraz charakterystyka Eulera x(lk(x, X)) jest stata
mod 4 dla x € V \ W.

Coste i Kurdyka zdefiniowali niezmienniki mod 2% stowarzyszone ze zbio-
rami algebraicznymi, ktore dla & = 2, k& = 3 pokrywaja sie 7z niezmien-
nikami Akbuluta i Kinga. Nowa interpretacje i uogélnienie tych niezmien-
nikow (charakterystyka Eulera ogniw iterowanych) podali McCrory i Paru-
sinski w [34]. Stosujac w [33] metody uzywane przez Coste’a i Kurdyke,
skonstruowali oni réwniez nowe ogoélniejsze niezmienniki Akbuluta i Kinga,
wprowadzajac pojecie funkcji algebraicznie konstruowalnych (sa to funkcje
p(w) = S5 mux(f; 1 (w)), gdzie m; € Z, f; : X; — W sa regularnymi wia-
$ciwymi odwzorowaniami miedzy zbiorami algebraicznymi) i dowodzac wielu
ich wlasnosci.

Bardzo uzyteczng charakteryzacje funkcji algebraicznie konstruowalnych
podali Parusinski i Szafraniec [40], [41] oraz Coste i Kurdyka [16]. Pokazali
oni, ze funkcje algebraicznie konstruowalne na zbiorze algebraicznym W sa
reprezentowane przez sumy znakow skonczonej liczby wielomianéw na W':

Twierdzenie 5 Niech W bedzie rzeczywistym zbiorem algebraicznym. Funkcja
¢ : W — Z jest algebraicznie konstruowalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq
takie wielomiany g1, 92, ...,9s na W, ze

d(w) = sgn g1 (w) + sgn go(w) + . .. + sgn gs(w),
gdzie sgn g(w) oznacza znak g w punkcie w.

Pierwszy dowod Parusinskiego i Szafranca [40| wykorzystywal twierdzenie
Eisenbuda i Levine’a |17] oraz formute Khimshiashvili [26|. Krotszy i prostszy
dowod tych samych autorow w [41] jest oparty na twierdzeniu Hermite’a [23],
[24] 1 Sylvestera [43] o zwiazku liczby pierwiastkow wielomianu z sygnatura
stowarzyszonej z nim formy kwadratowe;.
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Bonnard [10], [11] podala ograniczenie na minimalna liczbe wielomianow
potrzebnych do reprezentacji funkcji algebraicznie konstruowalnej oraz scha-
rakteryzowala te wielomiany, podajac kryterium pozwalajace sprawdzaé, czy
funkcja konstruowalna jest algebraicznie konstruowalna.

McCrory i Parusiniski wprowadzili tez funkcje Nasha konstruowalne i zasto-
sowali je jako narzedzie do opisu topologii zbioréw tukowo symetrycznych, zde-
finiowanych przez Kurdyke [27]. Pokazali, ze zbior S jest tukowo symetryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy jego funkcja charakterystyczna jest Nasha konstru-
owalna. Bonnard udowodnita [8], ze funkcje Nasha konstruowalne na zbiorze
zwartym sg sumami znakow funkcji semialgebraicznych tukowo analitycznych
(funkcja jest tukowo analityczna, jesli jej ztozenie z dowolnym tukiem analitycz-
nym jest funkcja analityczna). W przypadku wymiaru 2 zalozenie o zwartosci
dziedziny mozna opuscic (zob. [12]).

Bonnard i Pieroni [12| badaly zwiazek pomiedzy funkcjami analitycznie
konstruowalnymi (zdefiniowanymi analogicznie do funkcji algebraicznie kon-
struowalnych McCrory’ego i Parusiriskiego) a sumami znakéow funkeji anali-
tycznych. Inaczej niz w przypadku algebraicznym, funkcje analitycznie kon-
struowalne nie musza by¢ semianalitycznie konstruowalne (tzn. postaci ¢(z) =
> milx,, m; € Z, X, semianalityczne). Bonnard i Pieroni pokazaly, ze w wy-
miarze 2 wérod funkeji semianalitycznie konstruowalnych klasy funkcji anali-
tycznie konstruowalnych i sum znakéw funkeji analitycznych sie pokrywaja.

X ok ok

Badajac rzeczywiste zbiory algebraiczne czesto dowodzi sie najpierw, ze pew-
ne wtlasnosci zachodza ,generycznie” tzn. wszedzie poza wlasciwym podzbio-
rem algebraicznym. Nastepnie stosowana jest indukcja wzgledem wymiaru
zbioru. Zeby zastosowaé¢ podobny sposéb w przypadku rzeczywistych zbiorow
analitycznych wykorzystamy wtasnosci rodzin noetherowskich i algebr noethe-
rowskich zdefiniowanych przez El Khadiri i Tougerona [19].

Niech 2 C R" bedzie zwartym zbiorem semianalitycznym i niech F bedzie
dowolng rodzing rzeczywistych funkcji analitycznych zdefiniowanych w otocze-
niu zbioru ). Kazdemu punktowi w € ) przyporzadkowujemy kietek ana-
lityczny w punkcie w Y, =) feF f7(0) oraz kietek analityczny w punkcie 0
X, ={z | x4+w € Y,}. Podobnie jak dla zbioréw semialgebraicznych, na mocy
wtasnosci lokalnie stozkowej postaci zbioréw semianalitycznych, ogniwo zbioru
semianalitycznego jest dobrze zdefiniowane, zatem takze w tym przypadku dla
dostatecznie matego € typ topologiczny przestrzeni S"'NX,, (gdzie S"~! ozna-
cza sfere w R™ o srodku w zerze i promieniu €) nie zalezy od € i mozemy rozwa-
zaé ogniwo 1k(0, X,). Celem niniejszej pracy jest pokazanie, ze istnieja takie
funkcje analityczne vy, vs,...,vs zdefiniowane w otoczeniu zbioru €2, ze dla
kazdego w € (2

%X(lk(w, Y,)) = %x(lk((LXw)) =D senvi(w).
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Wynik ten jest prawdziwy w og6lniejszym przypadku, kiedy F jest rodzing
funkcji analitycznych nalezacych do spetniajacej pewne dodatkowe warunki
(zob. 4.14) algebry Q-noetherowskiej, np.:

— algebry funkcji Nasha (semialgebraicznych funkcji analitycznych) na €,
gdzie €2 jest otwartym zbiorem semialgebraicznym w R"™,

— algebry Rz][f1, ..., f], gdzie R[z] = R[z1, ..., x,] jest pierscieniem wie-
lomianéw na R", f; = €9 Q; € Rz],

— algebry funkcji analitycznych i jednoczesnie subanalitycznych (tzn. ta-
kich, ktorych wykresy sa zbiorami subanalitycznymi) na €, gdzie € jest
otwartym subanalitycznym podzbiorem R" relatywnie zwartym.

W powyzszych przypadkach funkeje vy, v, ..., vs mozna wybra¢ w danej alge-
brze (2-noetherowskiej.

Rezultat ten umozliwia przeniesienie niektérych wynikow Parusinskiego
i McCrory’ego [33], [35], Parusiriskiego i Szafranca [40] oraz Coste’a i Kurdyki
[16], dotyczacych funkeji algebraicznie konstruowalnych i lokalnych wtasnosci
topologicznych zbioréw algebraicznych, na przypadek rodzin noetherowskich
kietkow analitycznych.

Glowne wyniki zaprezentowane w pracy zostana opublikowane w artykule
[39].



Rozdzial 1

Wprowadzenie

W tym rozdziale sformutujemy definicje i twierdzenia, ktore beda wykorzysty-
wane w rozdzialach nastepnych. Bedzie to jedynie krotki przeglad znanych
faktow z algebry oraz geometrii algebraicznej i analitycznej, bez przytaczania
dowodow, ktore mozna znalezé w ksiazkach [3], [7], [29], [37], [38] oraz artykule
[5].

Zdefiniujemy kietki funkcji i zbioréw, zbiory algebraiczne, analityczne i se-
mianalityczne i przytoczymy ich podstawowe wilasnoséci. Podamy roéwniez
pewne wlasnosci kietkow zbioréw analitycznych i kietkdéw funkeji holomorficz-
nych. Omoéwimy rozktad prymarny idealow (odp. podmodultéw) w pierscieniu
(odp. module) noetherowskim jako analogie dla rozktadu kietkow analitycz-
nych na skladowe nierozkladalne. Na koniec przypomnimy pojecia lokalnego
stopnia topologicznego odwzorowania w zerze i charakterystyki Eulera zbioru
i sformutujemy twierdzenia Khimshiashvili i Eisenbuda-Levine’a.

Sprecyzujemy réwniez terminologie i oznaczenia, ktérych bedziemy uzywac
w dalszej czesci pracy.

W podrozdziale 1.2.4 przedstawione beda dowody kilku wtasnych wynikow,
dotyczacych szczegdlnych wlasnosci kietkow pewnych zbioréw analitycznych
w C" (lematy 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, 1.20 oraz wniosek 1.22). Dowody te
zamieszczone sa rowniez w [39)].

1.1 Kielki zbioréw i funkcji

Definicja Niech T bedzie przestrzenia topologiczng i niech a € T. Defi-
niujemy nastepujaca relacje réwnowaznosci w klasie wszystkich podzbiorow
przestrzeni T: zbiory Ey, Fs sa ze soba w relacji, jesli £y NU = E; N U dla
pewnego otwartego otoczenia U punktu a. Klase abstrakcji zbioru E nazy-
wamy kietkiem zbioru E w punkcie a i oznaczamy przez F,.

Relacja zawierania, dziatania skoriczonej sumy i skoriczonego przekroju
zbioréw, roznicy zbioréw i uzupelnienia zbioru i ich elementarne wlasnosci
przenosza sie w naturalny sposob na kietki w punkcie a. W tym kontekscie
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role zbioru pustego pelni kietek zbioru pustego w a, a role catej przestrzeni —
jej kietek w punkcie a. Mamy zatem E,UF, = (EUF),, E,NF,=(ENF),
itd., zawieranie FE, C F, oznacza, ze istnieje takie otoczenie U punktu a,
ze ENU CFNU.

Kietki zbiorow analitycznych (w zaleznosci od kontekstu zespolonych lub rze-
czywistych — zob. rozdzial 1.2) bedziemy nazywaé kietkami analitycznymi.

Definicja Niech A bedzie kietkiem zbioru w punkcie a € T i niech X bedzie
dowolnym zbiorem. Definiujemy nastepujaca relacje rownowaznosci w klasie
wszystkich funkcji zdefiniowanych na reprezentantach A o wartosciach w X:
funkcje f1, f2 sa ze sobg w relacji, jesli f; = f; na pewnym reprezentancie kietka
A. Klase abstrakcji funkcji f nazywamy kietkiem funkcji f na A i oznaczamy
przez fa.

Zatem dla kazdej funkcji f, ktorej dziedzina zawiera A, kielek fa = (f|1)a
jest dobrze zdefiniowany, gdzie A oznacza reprezentanta kietka A.

W przypadku, kiedy X jest pierscieniem (odp. modutem nad pierscieniem
R), powyzsza relacja jest zgodna z dodawaniem i mnozeniem funkcji (lub odp.
mnozeniem funkcji przez elementy z R): fa +ga = (f + 9)a, faga = (fg)a
(odp. Cfa = (Cf)a). W rezultacie w zbiorze kietkow funkcji na A o wartosciach
w X otrzymujemy strukture pierscienia (odp. modutu nad pierscieniem R).

W przypadku kiedy A jest kietkiem calej przestrzeni, tzn. A = T, kielek
fa funkcji f na A nazywamy kietkiem funkcji f w punkcie a i oznaczamy f,.
Bedziemy rowniez stosowac oznaczenie f : (T,a) — (X,b), gdzie b = f(a).

Podobnie jak kietki zbioru i funkcji w jednym punkcie mozemy zdefinio-
wacé kietki zbioru w pewnym podzbiorze tego zbioru i funkcji na kietku zbioru
w pewnym jego podzbiorze. Definiujemy nastepujaca relacje rownowaznosci
w klasie wszystkich zbioréw w przestrzeni topologicznej T: zbiory Ei, E5 sa
ze soba w relacji, jesli £y NU = E> N U dla pewnego otwartego otoczenia U
podzbioru A. Klase abstrakcji zbioru E nazywamy kietkiem zbioru E w pod-
zbiorze A i oznaczamy przez E,. Kietki funkcji na takich kietkach zbiorow
definiujemy analogicznie jak kietki funkcji na kietkach zbioréw w punkcie.

1.2 Zbiory algebraiczne i semialgebraiczne, ana-
lityczne i semianalityczne

1.2.1 Zbiory algebraiczne i semialgebraiczne

Niech R[zy, . .., z,] oznacza piericieni wielomianéw zmiennych x4, . .., z, o wspol-
czynnikach w R.

Definicja Zbior X C R"™ nazywamy zbiorem algebraicznym, jesli jest on
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postaci .
X =({z | P(z) =0}.
i=1
gdzie P, € Rlxq,...,z,) dlai=1,... k.
Ideatem podzbioru S C R™ nazywamy ideat
Z(S)={P e R[z1,...,2,) | Voes P(x) =0}.

Zbiorem zer podzbioru B C Rxy, ..., x,| nazywamy zbior

V(B) = {z € R" | Vpep Plz) =0},

Jesli B ={Py,..., P}, to oznaczamy V(B) =V (P,..., P).
Niech I bedzie ideatem w Rzy,...,z,] generowanym przez wielomiany
Py, ..., P,. Zbior algebraiczny

V(I)={x € R" | Vser f(x) =0}

nazywamy zbiorem zer ideatu I. Nie zalezy on od wyboru generatoréw i po-
krywa sie ze zbiorem V (P, ..., Py).

Dla dowolnego zbioru algebraicznego A C R" istnieje taki wielomian P
w pierScieniu Rz, ...,x,], ze A= V(P).

Definicja Zbior X C R" nazywamy zbiorem semialgebraicznym, jesli jest on

postaci
x=J ({x | P(x —O}ﬂﬂ{x | Qij(x >0}>

=1

gdzie P, Qi; € Rlzy, ..., x,] dlaz:l,...,m,jzl,...,k‘i.

1.2.2 Zbiory analityczne i semianalityczne

Niech M bedzie rozmaitoscia analityczna rzeczywista (odp. zespolona). Dla
otwartego podzbioru U C M oznaczmy przez A(U) (odp. H(U)) pierscien
rzeczywistych funkeji analitycznych na U (odp. zespolonych funkeji holomor-
ficznych na U).

Definicja Zbior X C M nazywamy zbiorem analitycznym, jesli dla kazdego
a € M istnieja jego otoczenie U i funkcje fi,...,fr € A(U) (odp. H(U))
takie, ze

XU =Y | fiz) =0}

Zbior analityczny jest zawsze domkniety w M.
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Twierdzenie 1.1 [37, Corollary V 2.1| Niech Ay D Ay D ... D Ap D ...
bedzie ciggiem zstepujgcym zbiorow analitycznych w zbiorze otwartym U C k",
gdzie k = R lub k = C. Cligg ten stabilizuje sie na kazdym zbiorze zwartym
zawartym w U.

Whniosek 1.2 [37, Corollary V 2.2] Dla dowolnej rodziny {A.} zbioréw ana-
litycznych w zbiorze otwartym U C K" zbidr (| A, jest zbiorem analitycznym

wU.

Definicja Niech U C M bedzie zbiorem otwartym. Stratyfikacjg zbioru U
nazywamy taka lokalnie skoniczona rodzine zbiorow { Ay}, ze:

(1) U jest sumg rozltaczna zbiorow Ay;
(2) kazdy zbior Ay jest spojna podrozmaitoscia M;
(3) (,Warunek brzegu”) jesli Ay N A; # 0, to A, C A; i dim A, < dim A,.

Zbiory A, nazywamy stratams tej stratyfikacji.
Jesli dana jest rodzina {X,};c; podzbioréw U, to méwimy, ze stratyfikacja
jest zgodna z ta rodzina, jesli kazdy zbior X; jest suma stratoéw tej stratyfikacji.

Zatozmy, ze M jest rozmaitoscia rzeczywista.

Definicja Zbior X C M nazywamy zbiorem semianalitycznym, jesli dla kaz-
dego a € M istnieja jego otoczenie U oraz funkcje ¢;, fi; € A(U), i =1,...,m,
jg=1,..., k;, takie, ze

xnu=/ ({x i) =0} (Vi | Jo) >0}) .

i=1

Zbiory semianalityczne posiadaja nastepujace wlasnosci:
1. Sktadowe spdjnosci zbioru semianalitycznego sg semianalityczne.

2. Rodzina sktadowych sp6jnosci zbioru semianalitycznego jest lokalnie skon-
czona.

3. Zbior semianalityczny jest lokalnie spojny.
4. Domkniecie i wnetrze zbioru semianalitycznego jest semianalityczne.

5. Zbiory semianalityczne sa triangulowalne (zob. [30]).
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Twierdzenie 1.3 (|5, Corollary 2.11]) Niech {X;} bedzie lokalnie skoriczong
rodzing semianalitycznych podzbiorow M. Istnieje taka stratyfikacja {Ag} roz-
maitosct M, ze Ay sq podzbiorami semianalitycznym 1 analitycznymi podroz-
maitosciami M oraz {Ax} jest zgodna z {X;}.

Majac stratyfikacje { Ay} zbioru semianalitycznego X, mozemy zdefiniowac
jego wymiar: dim X = max;dim Ag. Definicja jest niezalezna od wyboru
stratyfikacji, dim X = d wtedy i tylko wtedy, gdy X zawiera zbiér otwarty
homeomorficzny z otwarta kula w R?, a nie zawiera zadnego zbioru otwartego
homeomorficznego z otwarta kulag w R e > d.

Twierdzenie 1.4 (|29, Proposition 19.2] Lemat o wyborze tuku) Jezeli A jest
podzbiorem semianalitycznym rzeczywiste] rozmaitosci analitycznej M 1 a € A
nie jest jego punktem izolowanym, to istnieje taki tuk \ klasy C*, o koricu a,

ze M\ {a} C A.

Fakt, ze rzut zbioru semianalitycznego nie musi by¢ zbiorem semianalitycz-
nym, stal siec motywacja do wprowadzenia i badania wlasnosci szerszej klasy
zbiorow:

Definicja Podzbior X C M nazywamy zbiorem subanalitycznym, jesli dla
kazdego punktu z M istnieje takie otoczenie U, ze X NU jest rzutem relatyw-
nie zwartego zbioru semianalitycznego (tzn. istnieje rzeczywista rozmaitosé
analityczna N i relatywnie zwarty zbior semianalityczny A C M x N takie,
ze XNU =m(A), gdzie 7 : M x N — M jest rzutem).

Zbiory subanalityczne takze posiadaja wtasnosci 1. — 5. wymienione wyzej
dla zbioréw semianalitycznych. Kazdy zbioér subanalityczny relatywnie zwarty
ma skoriczong liczbe sktadowych spdjnosci.

Zalozmy teraz, ze M jest rozmaitoscig zespolong wymiaru n.

Definicja Niepusty zbior analityczny V' C M nazywamy nierozktadalnym,
jesli nie jest sumg dwoch swoich wtasciwych podzbioréow, ktore sa analityczne
w M. W przeciwnym wypadku zbior V nazywamy rozktadalnym.

Twierdzenie 1.5 (|28, Wniosek IV 2.4, Wniosek IV 2.3]) Nierozktadalne zbiory
analityczne w M sq spdjne.

Zbior analityczny V- C M jest nierozktadalny wiedy 1 tylko wtedy, gdy jest
domknieciem niepustej spojnej podrozmaitosci rozmaitosci M.

Twierdzenie 1.6 (|28, Propozycja IV 2.3|) Niech V,W C M bedg zbiorami
analitycznymi. Jesli W C 'V 'V jest nierozktadalny, to

W CV & W jest nigdziegesty wV < dim W < dim V.
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Nieskracalnym rozktadem zbioru analitycznego V-C M na sktadowe nie-
rozktadalne nazywamy rozklad zbioru V' na sume lokalnie skonczonej rodziny
takich nierozktadalnych zbioréw analitycznych V; C M, ze V; ¢ V; dla i # j.

Twierdzenie 1.7 (|28, Twierdzenie IV 2.4|) Kazdy zbior analityczny V C M
posiada jednoznaczny nieskracalny rozktad V- = |J, V; na sktadowe nierozkta-
dalne.

Zbiory V; nazywamy sktadowymi nierozktadalnymi zbioru V.

Twierdzenie 1.8 (|28, Twierdzenie IV 2.5|) Niech VW C M bedq zbiorami
analitycznymi. Zbior V. \ W jest sumq sktadowych nierozktadalnych zbioru V,
ktore nie sq zawarte w W, zatem jest analityczny.

Twierdzenie 1.9 (|28, Propozycja IV 8.2|) Dla dowolnej lokalnie skoriczonej
rodziny {W;} zbioréw analitycznych w M istnieje taka stratyfikacja M, ktorej
strata sq zespolonymi podrozmaitoSciami M, a ich domkniecia zbiorami anali-
tycznymi, © ktora jest zgodna z tg rodzing.

1.2.3 Zbiory analitycznie konstruowalne

Zatozmy, ze M jest rozmaitoscig zespolona wymiaru n.

Definicja Zbioram: analitycznie konstruowalnymi w M nazywamy elementy
najmniejszej rodziny podzbioréw rozmaitosci M, ktora zawiera wszystkie zbiory
analityczne w M i jest zamknieta ze wzgledu na lokalnie skoficzong sume zbio-
row i na dopelnienie zbioru.

Roéznica i skoniczony przekroj zbioréw analitycznie konstruowalnych jest tez
zbiorem analitycznie konstruowalnym.

Twierdzenie 1.10 ([28, IV 8.4] Lemat o wyborze tuku) Jezeli E jest zbiorem
analitycznie konstruowalnym oraz a € E nie jest jeqgo punktem izolowanym, to
istnieje taki tuk \ klasy C1, o koricu a, ze A\ {a} C E.

Twierdzenie 1.11 (|28, Twierdzenie IV 8.5]) Domkniecie zbioru analitycz-
nie konstruowalnego jest zbiorem analitycznym. Rodzina domknietych zbiorow
analitycznie konstruowalnych pokrywa sie z rodzing zbiorow analitycznych.

Zbior E C M jest analitycznie konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
E =,(V; \ W,), gdzie {V;} jest lokalnie skoticzona rodzina nierozkladalnych
zbioréw analitycznych, W, sa zbiorami analitycznymi; ponadto V;, W, mozna
wybra¢ tak, ze W; C V.

—=
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1.2.4 Kielki zespolonych zbioréw analitycznych

Definicja Niech M bedzie rozmaitoscig rzeczywista (odp. zespolona) i niech
a € M. Pierscien kietkow rzeczywistych funkcji analitycznych (odp. zespo-
lonych funkeji holomorficznych) w a oznaczamy A, lub A,(M) (odp. H,
lub H,(M)).

W szczegolnosei A, = Ag(R") (odp. H,, = Ho(C")) oznacza pierscien kiel-
kow funkcji holomorficznych w 0 € R™ (odp. C™). Zauwazmy, ze za pomoca
izomorfizmu, ktéry kietkowi funkcji w zerze przyporzadkowuje jej rozwiniecie
w szereg w zerze, pierscien A, (odp. H,) mozna identyfikowa¢ z pierscieniem
R{zy,...z,} (odp. C{z,...z,}) szeregow formalnych o wspotczynnikach rze-
czywistych (odp. zespolonych) zbieznych w otoczeniu zera.

Pierscienie A, i A, (odp. H, i H,) sa izomorficzne, izomorfizm definiuje
sie za pomocg lokalnego uktadu wspotrzednych ¢ w otoczeniu punktu a:

AsdfrfopteA, (odp. HyaD frs fogp™t €Hy).

Pierscienie A,, H, sa noetherowskie i lokalne, idealem maksymalnym jest

m, = {f € A, | f(a) =0} (odp. m, = {f € Hq | f(a) = 0}).

Niech M bedzie rozmaitoscia zespolong.

Niech a € M i niech A bedzie kietkiem analitycznym w a. Ideatem kielka
analitycznego A nazywamy zbior

I(A) ={f € Ha | fa=0}.
Dla dowolnych kietkow analitycznych A, Ay, ..., Ay, B w punkcie a:
1. AC B Z(A) D I(B).
2. A=B < I(A)=1I(B).
3. Z(A 1 U...UAL) =Z(A) N...NZ(Ap).
4. radZ(A) =Z(A).

Niech I bedzie idealem w ‘H,. Poniewaz H, jest pierScieniem noetherow-

skim, to I ma skoticzong liczbe generatoréw, oznaczmy je przez fi,..., fr.
Zatem istnieje wspdlne otoczenie punktu a, na ktérym sa okreslone reprezen-
tanty fi,..., fr generatorow idealtu I.
Kietek analityczny w a
VD=V (fi,....fi)={zeM|fi=...= fi =0},

nie zalezy od wyboru generatorow. Nazywamy go zbiorem zer ideatu I.
Dla dowolnych ideatow I, 1y,..., Iy, J C H, oraz dowolnego kietka anali-
tycznego A w punkcie a:

L. I1cJ=V(I)DV(J).
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2. V(LN..NI,)=V(L)U...UV(L).
3. V(rad I) = V(I).

1. V(Z(A)) = A.

.1 CZ(V(I)) (zob. 1.12).

<t

Twierdzenie 1.12 |28, IIT 4.1] (Lokalne twierdzenie Hilberta o zerach) Niech
a € M i niech I bedzie ideatem w pierscieniu H,. Wtedy

Z(V(I)) =radl.

W szezegdlnosei Z(V (1)) = I, jesli I jest ideatem pierwszym.

Definicja Niepusty kielek analityczny A w punkcie a € M nazywamy nie-
rozktadalnym, jesli dla dowolnych kietkéw analitycznych A;, Ay w a

A:A1UA2 :>A:A1hle:A2

Lemat 1.13 (|28, Propozycja 11 4.2|) Kietek analityczny A jest nierozkladalny
wtedy i tylko wtedy, gdy jego ideat T(A) jest pierwszy.

Twierdzenie 1.14 (|28, Propozycja Il 4.1]) Kazdy kietek analityczny A przed-
stawia sie jednoznacznie jako suma skonczona takich nierozktadalnych kietkow

analitycznych A;, ze A; ¢ A; dla i # j.

Udowodnimy teraz szczegolne wlasnosci kietkow pewnych zbioréw anali-
tycznych w C", ktore bedziemy wykorzystywaé¢ w dalszej czesci pracy.

Niech f: (C",0) — (C,0) bedzie kietkiem funkcji holomorficznej w zerze
iniech r(z) = zi+...+22dlaz = (21,...,2,) € C". Oznaczmy przez G kielek
w zerze zbioru analitycznego

or  Or
ﬂ{ze@”| det [%Zf %] :O}

i<j 0z;  0zj

Zi Zj
:ﬂ zeC"|det o oa7|=0¢,

i<j 0z; 0Ozj

tzn. G jest kietkiem zbioru tych z € C", dla ktorych
or or
Vi) = (@ )

oraz Vf(z) = (g—zfl(z), ey %(z)) sa liniowo zalezne. W zaleznosci od kon-

tekstu G bedzie tez oznaczaé¢ pewnego reprezentanta tego kietka.

Oznaczmy przez G’ kielek w punkcie zero zbioru G\ f~1(0). Pokazemy,
ze G'N f710) =G Nnr10).
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Lemat 1.15 GNr=1(0) C f~1(0).

Dowdd. Zalozmy, ze (GNr=1(0))\ (GN f71(0)) # 0. Jest to zbiér analitycznie
konstruowalny, zatem na mocy lematu o wyborze tuku 1.10 istnieje taki tuk
v = (71, ..,7) klasy C', ze v(0) = 0 oraz v\ {0} C (GNr=1(0))\ (GNf~1(0)).
Zatem r(vy(t)) = 0. Stad

(1.1)

Sr00) = (FrO0), 5790} = 2- GV O+ 4 3OO 50 =0

gdzie (u,v) =37 ujv; dlau = (uy,...,u,), v=(v1,...,v,) € C".
Poniewaz Vr(z) = (221,...,22,) # 0 dla z # 0 oraz v(t) € G, to z definicji
kietka G

Ve Jeec VI(1(1) = c(t)Vr(v(1))-

Zatem z (1.1) mamy

d d

%f(v(t)) = {Vf(v(®)), Z7(0)) = c(t){Vr(7(t)), =~ (1))

0,

czyli f oy = const. Poniewaz (f o~)(0) =0, to v C f~1(0) — sprzecznos¢.
0J

Lemat 1.16 G’ jest kietkiem zbioru analitycznego.

Dowdd. Kietki G, G N f~1(0) sa kietkami zbioréw analitycznych, zatem re-
prezentant G \ f~1(0) jest zbiorem analitycznie konstruowalnym. Na mocy
twierdzenia 1.11 domkniecie zespolone zbioru konstruowalnego analitycznie
jest zbiorem analitycznym, zatem reprezentant kietka G’ jest zbiorem anali-
tycznym.

OJ

Lemat 1.17 Niech Gi,...,G, bedg takimi sktadowymi nierozktadalnymi G,
ze G\ f7Y0) # 0 dlai =1,...,p. Wtedy G = G1 U ... UG,. Ponadto
G\ f710) jest gesty w G;.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 1.8, G’ = G; U ... UG,. Poniewaz kielki G; sa
nierozktadalne, G; N f~1(0) jest nigdziegesty w G; zgodnie z twierdzeniem 1.6,
zatem G; \ f1(0) = G; \ (GiN f71(0)) jest gesty w G;.

O

Lemat 1.18 Niech Gi,...,G, bedg zdefiniowane jak w lemacie 1.17. Niech
Gi \ r71(0) = J Aix bedzie rozktadem na skoriczong liczbe rozlgcznych podroz-
maitosci analitycznych (zob. twierdzenie 1.9). Wiedy istnieje otoczenie zera,
w ktorym dla kazdych i, k obciecie v do zbioru A;j nie ma zadnych punktow
krytycznych.
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Dowdd. Ustalmy i, k i zalézmy, ze w kazdym otoczeniu zera zbiér punktow
krytycznych r|,,, jest niepusty. Wtedy jest on analitycznie konstruowalny.
Na mocy lematu o wyborze tuku 1.10 istnieje taki tuk ~, ze v(0) = 0 oraz v\ {0}
jest zawarty w zbiorze punktéw krytycznych r|s, . Zatem funkcja r|4,, o
jest stata. Poniewaz r(7(0)) = 7(0) = 0, zatem 7|4,, oy = 0. Otrzymujemy
v C Aip Nr~(0) = 0 — sprzecznosé. W konsekwencji w pewnym otoczeniu
zera zbior punktow krytycznych 7|4, , musi by¢ zbiorem pustym.

O

Przypomnijmy definicje warunkow Whitneya oraz stratyfikacji Whitneya
(zob. np. |7, Definition 9.7.1]). Niech T, X oznacza przestrzen styczna do
rozmaitosci X w punkcie x € X.

Definicja Niech X 1Y beda dwiema rozlacznymi spojnymi podrozmaito-
sciami k™, k = R lub k = C, takimi, ze Y C X. Niech y € Y i k = dim(X).

a) Para (X,Y) speilnia warunek a w punkcie y, jesli dla kazdego ciagu
(xy)veny W X takiego, ze lim, oz, =y i lim, o Ty, X =7 € G 1(k),
T zawlera Ty Y.

b) Para (X,Y) spelia warunek b w punkcie y, jesli dla kazdego ciggu
(xy)ven W X 1ciagu (y,)veny W Y takich, ze lim, o z, = lim, .y, = ¥,
lim, .o Ty, X = 7 € G, x(k) oraz lim, . k(z, —y,) = 6 € P,_1(k),
zachodzi § C 7.

Symbol G, x(k) oznacza tu grassmannian (zbior podprzestrzeni wektorowych
wymiaru k przestrzeni k™), a IP,,_;(k) — przestrzen rzutowa.

Bedziemy mo6wic, ze zbior analityczny posiada stratyfikacje Whitneya, jesli
istnieje taka jego stratyfikacja, ktorej kazde strata X, Y takie, ze Y C X,
spetniaja warunki Whitneya a i b.

Twierdzenie 1.19 (zob. np. [50, Theorem 19.2|, 7, Theorem 9.7.11]). Kazdy
zbidr analityczny posiada stratyfikacje Whitneya. Dla dowolnej stratyfikacyi
(Ei)ier zbioru analitycznego istnieje taka stratyfikacja Whitneya (Fj) ey tego
zbioru, Ze kazde stratum E; jest sumg pewnych stratow z (Fj)jes.

Lemat 1.20 G/ N £~1(0)\ 7 1(0) = 0.

Dowdd. Niech Gy,...,G, beda zdefiniowane jak w lemacie 1.17. Ustalmy ¢
w zbiorze {1,...,p}. Pokazemy, 7e

G f7H0)\ r~1(0) = 0.

Z twierdzenia 1.19 zbiér G; posiada taka stratyfikacje Whitneya G; = |J A; j,
ze G; N f71(0) oraz G; \ r~(0) sa sumami stratoéw. Niech A;; bedzie pewnym
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stratum zawartym w G; \ 7~1(0). Na mocy lematu 1.18 istnieje takie otoczenie
zera, w ktorym obciecie 7|4, , jest submersja.

Zalozmy, 7e zy € G N f71(0) \ r~1(0). Niech A bedzie takim stratum,
7e 2o € A (wtedy A C G; \ 771(0), czyli A jest jednym ze stratow A;x) i niech
B C G\ f7Y(0) bedzie takim stratum, ze A C B. Lemat 1.17 implikuje
istnienie co najmniej jednego niepustego stratum spetniajacego ten warunek.

Uzywajac twierdzenia Thoma—Mathera pokazemy, ze 2y nie jest izolowany
w zbiorze B Nr~1(r(z)).

Twierdzenie 1.21 (Thom-Mather, zob. [46, Theorem 4.3.1]) Niech X =
U X. bedzie przestrzeniq analitycznag, ktora posiada stratyfikacje Whitneya.
Dla dowolnego x € X, lokalnego zanurzenia X C C" w otoczenie x i lokalnej
holomorficznej retrakcji p : C* — X, istniejg otwarte otoczenie U punktu
x w C" 1 homeomorfizm zgodny z retrakcjq p taki, ze jesh V- = U N X, oraz
Iy : (pH2)N X NU)xV — V jest rzutem na drugq zmienng, to diagram

XNU ~ (pHa)ynXnNU)xV

P|XnU N /1
V

jest przemienny. o
Homeomorfizm ten indukuje dla kazdego X g zawierajgcego X, analogiczny
homeomorfizm

XsNU =~ (pYo)NXsgNU) xV
p’?@ﬁU\ /HQ
V

Zbior A U B spetnia zalozenia tego twierdzenia. Oznaczmy k = dimc A,
7 = r|4. Poniewaz 7 nie ma punktoéw krytycznych, to istnieja takie holomor-
ficzne ro,...,rp : C" — C, ze dla z z pewnego otoczenia zy rézniczki od-
wzorowan 7; = ;|4 tworza uktad liniowo niezalezny d7(z), dra(z),. .., drg(z).
Przyjmijmy R = (r,72,...,1) : C* — CF. Niech R = R|4, wtedy rzad
macierzy pochodnej dR(z) wynosi k. Zatem R : (A, z) — (C*, R(z)) jest
holomorficznym dyfeomorfizmem. Oznaczmy przez S : (CF, R(z)) — (A, 20)
odwzorowanie odwrotne do R.

Definiujemy lokalna retrakcje p : C* — A jako zlozenie p(z) = (So R)(2).
Na mocy twierdzenia 1.21 istnieje otoczenie U punktu 2y i homeomorfizm h
takie, zedlaV =UNA

BnU & (P Hz)NBNU)xV
/)|§0U\ /1o

Poniewaz
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to w otoczeniu zy mamy
(P Hz2)NBNU)xV = (RYR(2))NBNU)xV C (r*(r(z))NnBNU)xV.

Poniewaz A C B, to istnieje taki ciag (z,) C B, ze 2z, — 2. Niech ciag
(yn) C (R7Y(R(2)) N BN U) bedzie taki, ze 2, = h™'(y,, p(z,)). Wtedy
Yn — 20 012z (Yn) C r1(r(20))-

Stad zp nie jest punktem izolowanym w BN r~!(r(z)). Lemat o wyborze
tuku 1.10 implikuje istnienie takiego tuku 7, ze v\ {20} € B N7 Y (r(2))
i7(0) = z.

Poniewaz Y\{z} C B C G;\ f~'(0), namocy lematu 1.18 r|p jest submersja
i7|p(v(t)) = r(20), to uzywajac takich samych argumentow jak w dowodzie
lematu 1.15 mozemy wnioskowaé, ze f|p jest stala wzdtluz .

Rzeczywiscie, poniewaz r|p(v(t)) = r(2), to Lr|p(y(t)) = 0. Oznaczmy
przez i : B — C" zanurzenie B w C". Mamy wtedy r|p =roi, flp = foi
oraz

Vi Jeec VI (i(1(1))) = c()Vr(i(y(2)))-
Stad df(i(y(t))) = ¢(t) dr(i(y(t))). Poniewaz

Tp(r(6)) = TG 0)) =

~ (= £GO ) 10 ) S0 =

= (VGO i60)) = (OTO ), Fi00)) =
= e(t) (i (1) = elt) Sl ((0),
gdzie (u,v) =" ujv; dla u= (u1,...,uy), v = (vq,...,v,) € C", to mamy

d

j
rowniez 5 f|p(7(t)) =0, czyli f|p jest stata wzdtuz ~.

)
Poniewaz f(v(0)) = f(z0) = 0, to flg = 0 wzdtuz . Ale v\ {2z} jest
zawarte w G; \ f71(0), sprzecznosé. Zatem G' N f~1(0) \ r~1(0) = 0.
U

Stad otrzymujemy

Whiosek 1.22 ¢'N f71(0) = ¢ nr=1(0).

1.3 PierScienie i moduly noetherowskie.
Rozktad prymarny

Definicja Pierécien R nazywamy noetherowskim, jesli kazdy jego ideat jest
skoniczenie generowany.



WPROWADZENIE 20

Definicja Ideatem prymarnym pierScienia R nazywamy ideal wtasciwy I spel-
niajacy nastepujacy warunek:

xyel=(xgl=Feny" €1).
Oczywiscie kazdy ideal pierwszy jest prymarny.

Jesli ideal J jest prymarny, to jego radykat I = rad J jest idealem pierw-
szym. Mowimy wtedy, ze J jest I — prymarny.

Jesli ideaty Jy,...,J, sa I — prymarne, to ideat ﬂle J; tez jest I — pry-
marny.

Definicja Ideatem nierozktadalnym pierscienia R nazywamy ideal wlasciwy
I spelniajacy nastepujacy warunek: jesli I =1, NIy, to [ =1 lub I = I.

W pierscieniu noetherowskim idealy nierozkladalne sg prymarne.

Przypomnijmy (zob. twierdzenie 1.14), ze kazdy kielek analityczny A
w rozmaitosci zespolonej M posiada rozklad A = (J!_; A; na skladowe nie-
rozkladalne. Zatem jego ideal Z(A) w pierscieniu noetherowskim H, jest prze-
krojem Z(A) = (N}, Z(A;). Idealy Z(A;) sa nierozkladalne, poniewaz jesli
A; CV(L),astad Iy CZ(V(L)) CZ(A), czyli I = Z(A;).

Lemat 1.23 (|3, Lemat 2.3.9|) Kazdy ideal wlaSciwy w pierscieniu noethe-
rowskim R jest przekrojem skoriczonej liczby ideatow nierozktadalnych.

W przytoczonym wyzej rozkladzie Z(A) = (N, Z(4;) idealy Z(4;) sa
pierwsze. W sytuacji og6lnej ideal w pierscieniu noetherowskim mozemy roz-
tozy¢ na idealy prymarne.

Twierdzenie 1.24 (|3, Wniosek 2.3.14|) Kazdy wtasciwy ideat I pierscienia
noetherowskiego R posiada nieskracalny rozktad prymarny, tzn. isiniejq takie
wdeaty prymarne J1, ..., Ji, ze I = JyN...NJg, Zaden z ideatow J; nie zawiera
przekroju pozostatych oraz idealy I; = rad J; sq parami rozne. Idealy I; sq
pierwsze 1 wyznaczone jednoznacznie przez I.

W szczegolnosci rad I = I N ... N 1.

Ideaty I; nazywamy ideatami stowarzyszonymi z I. Ideatami stowarzyszo-
nymiz Z(A)saZ(4;),1=1,...,q.

Modutem noetherowskim nazywamy modul, ktérego kazdy podmodut ma
skoniczong liczbe generatorow.

Niech J C R (odp. J C M) bedzie idealem w pierscieniu noetherow-
skim R (odp. podmodutem noetherowskiego R — modutu M). Wprowadzamy
oznaczenie:

Anng(J) ={r € R | Vjes rj = 0}.
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Lemat 1.25 Niech I bedzie ideatem w piericieniu noetherowskim R. I jest
prymarny wtedy 1 tylko wtedy, gdy pierscienn R/I # 0 i dla kazdego dzielnika
zera a w pierscieniu R/I isinieje takie k € N, ze a*(R/I) = 0. Ponadto
rad I = rad Anng(R/I).

Powyzsza charakteryzacja prymarnosci pozwala uogoélni¢ to pojecie na mo-
dutly. Takze w tym ogélniejszym przypadku prawdziwa jest wlasnosé istnienia
rozktadu prymarnego.

Definicja Podmodut N modutu noetherowskiego M nad pierécieniem R nazy-
wamy prymarnym, jesli M /N # 01 dla kazdego dzielnika zera a w R — module
M/N istnieje takie k € N, ze a*(M/N) = 0.

Jesli N jest podmodutem prymarnym M, to ideat I = rad Anng(M/N)
jest pierwszy. Mowimy, ze N jest I — prymarny.

Twierdzenie 1.26 (|3, 2.3.11]) Kazdy wtasciwy podmodut N modutu noethe-
rowskiego M nad pierScieniem R posiada nieskracalny rozktad prymarny, tzn.
wstniejg podmoduty prymarne Ny, ..., Ny takie, ze N = Ny N ...N Ny, Zaden
z podmodutéw N; nie zawiera przekroju pozostatych i ideaty I; = rad Anng(M/N;)
sq parami rozne. Idealy I; sq pierwsze i wyznaczone jednoznacznie przez N.
Nazywamy je ideatami stowarzyszonymi z N.

1.4 Lokalny stopien topologiczny odwzorowania
i charakterystyka Eulera

Niech M, N beda zorientowanymi, zwartymi i spéjnymi rozmaito$ciami o wy-
miarach dimM = dim N = n. Niech f : M — N bedzie odwzorowaniem
gltadkim i niech x € M bedzie puktem regularnym tego odwzorowania, tzn.
takim, ze macierz pochodnej df, jest nieosobliwa. Wtedy

dfm . TIM — Tf(x) N
jest liniowym izomorfizmem zorientowanych przestrzeni wektorowych. Niech

; |1, jesli df, zachowuje orientacje
sandfe = {—1, jesli df, zmienia orientacje

Niech y € N bedzie wartoscia regularna (tzn. przeciwobraz f~!(y) jest pusty
lub zawiera tylko punkty regularne). Definiujemy

deg(f,y) = Y signdf,.

zef~y)

Twierdzenie 1.27 (|36, Twierdzenie 5.A|) deg(f,y) nie zalezy od wyboru war-
tosci regularnej y.
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Definicja Niech y € N bedzie dowolnie ustalong wartoscia regularng od-
wzorowania f. Liczbe deg f = deg(f,y) nazywamy stopniem odwzorowania f.

Stopien odwzorowania jest niezmiennikiem homotopii, tzn. odwzorowania
homotopijne maja ten sam stopien.

Niech B C R"™ bedzie n—wymiarowa zwarta rozmaitoscia z brzegiem i niech
f: B — R" bedzie takim odwzorowaniem, ze 0 € f(0B), gdzie OB oznacza
brzeg B. Oznaczmy przez S™ ! sfere w R" o §rodku w punkcie 0 i promieniu
1. Wtedy ﬁ : 9B — S L.

Definicja Stopniem odwzorowania f : B — R"™ w zerze nazywamy stopien

odwzorowania L na 0B i oznaczamy deg(f, B,0).

171

Podobnie jak w przypadku stopnia odwzorowania, homotopijne odwzoro-
wania z B w R"” maja ten sam stopieni w zerze:

Wnhniosek 1.28 Niech ¢, : B x [0;1] — R" bedzie jednoparametrowq rodzing
odwzorowar, ciggltq na B x [0;1] i klasy C' dla kazdego t € [0;1]. Zatdzmy,
ze dla kazdego t zachodzi 0 & ¢(0B). Wtedy deg(¢y, B,0) nie zalezy od t.

Niech teraz U C R"™ bedzie zbiorem otwartym zawierajacym zero. Oznaczmy
przez g : U — R" gladkie odwzorowanie, ktére ma zero izolowane w punkcie
0, tzn. g(0) = 0 oraz 0 jest punktem izolowanym w zbiorze g~*(0). Dla dosta-
tecznie matego € > 0 mamy ¢~1(0) N B, = {0}, gdzie B. oznacza kule w R”
o Srodku w punkcie 0 i promieniu e.

Definicja Liczbe deg,g = deg(g, B.,0) nazywamy lokalnym stopniem topo-
logicznym odwzorowania g w punkcie 0.

Niech F' = (f1,..., fu) : R* — R" bedzie kietkiem rzeczywistego odwzoro-
wania analitycznego. Oznaczmy przez I ideal w R[[z]] = R[[z1, ... x,]] genero-
wany przez fi,..., fn. Wtedy Q = R][x]]/I jest R-algebra. Jesli dimg @ < oo,
to F' ma w 0 zero izolowane, i méwimy wtedy, ze ' ma algebraicznie izolowane
zero w punkcie 0. (Jesli 0 € C" jest izolowane w przeciwobrazie 0 wzgledem
kompleksyfikacji F, to 0 jest zerem algebraicznie izolowanym kietka F'.) Niech

ofi
Ox;

J oznacza klase abstrakcji w () wyznacznika Jacobiego det [ } .

1<i,j<n
Twierdzenie 1.29 (Eisenbuda—Levine’a [17]) Zatdzmy, zZe dimg Q < co. Wie-
dy

(i) J#0w@,

(i1) dla dowolnej formy R-liniowej ¢ : Q — R takiej, ze ¢(J) > 0, odpowia-
dajgca jej forma dwuliniowa symetryczna ® : Q x QQ — R, dana wzorem
O(f,9) = &(f9g), jest niezdegenerowana oraz lokalny stopien topologiczny
w zerze odwzorowania F' jest rowny sygnaturze formy .
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Zalozmy, ze zbior X jest triangulowalny oraz K = { K"} jest skoriczonym
kompleksem symplicjalnym homeomorficznym ze zbiorem X. Oznaczmy przez
oy, liczbe symplekséw n—wymiarowych w K.

Definicja Charakterystykq Fulera (charakterystykq Eulera — Poincaré) zbioru

X nazywamy liczbe
X(X) = (=1)"an.

n>0

Charakterystyka FEulera nie zalezy od wyboru triangulacji i jest niezmien-
nikiem topologicznym.

Twierdzenie 1.30 ([31, Theorem IX 4.3]) Niech X bedzie zbiorem triangu-
lowalnym homeomorficznym ze skoriczonym kompleksem symplicjalnym. Cha-
rakterystyka Fulera zbioru X spetnia nastepujgcg rownosé:

X(X) =) (=1)" rank(H, (X)),

n>0

gdzie H,(X) oznacza n—tqg grupe homologii zbioru X .

Nastepujgca formuta Khimshiashvili wigze charakterystyke Eulera z lokal-
nym stopniem topologicznym odwzorowania:

Twierdzenie 1.31 (Formutla Khimshiashvili [26]) Niech f : (R",0) — (R, 0)
bedzie kietkiem rzeczywistej funkeji analityczney, ktora ma izolowany punkt kry-
tyczny w 0. Wtedy gradient V f = (%, ceey %) : R* — R"™ ma zero izolo-

wane w punkcie 0 oraz dla dostatecznie matych € > 0

X(SETIN{f < 0}) =1 - degy(Vf).



Rozdzial 2

Rodziny noetherowskie 1 algebry
()-noetherowskie

Rodziny noetherowskie zostaly wprowadzone przez El Khadiri i Tougerona
[19] w 1984r. Autorzy udowodnili m. in. wiele wtasnosci podmoduléw mo-
dutu A[[z]]? nad pierscieniem A[[z]] oraz idealow w A[[z]], gdzie A jest al-
gebra spelniajaca odpowiednie zalozenia (zob. warunki (a) i (b) w podroz-
dziale 2.1), scharakteryzowali rodziny noetherowskie oraz zdefiniowali algebry
(1-noetherowskie, spelniajace wspomniane warunki (a) i (b), i podali ich przy-
ktady. W rozdziale tym przypomnimy te z wynikéw El Khadiri i Tougerona,
ktore bedziemy wykorzystywaé¢ w dalszej czesci pracy, przedstawimy rowniez
wlasne proste uwagi (2.6, 2.7) i kilka przyktadow.

2.1 Rodziny noetherowskie

Na poczatku przypomnimy pojecie spektrum pierwszego i spektrum maksy-
malnego pierscienia oraz zdefiniowana w nich topologie.

Definicja Spektrum pierwszym pierScienia R nazywamy zbior Spec(R) wszyst-
kich idealow pierwszych pier§cienia R. Podzbior SM(R) C Spec(R) sktadajacy
sie ze wszystkich idealéw maksymalnych w R nazywamy spektrum maksymal-
nym pierscienia R.

Okreslamy topologie na zbiorze Spec(R). Dla dowolnego zbioru B C R
przyjmujemy V(B) = {p € Spec(R) | B C p}. Rodzina podzbioréw Spec(R)
postaci V(B) jest zamknieta wzgledem dowolnych przekrojow i skonczonych
sum, zawiera zbior pusty i Spec(R). Wobec tego istnieje jedyna topologia
w zbiorze Spec(R), w ktorej zbiory domkniete sa postaci V(B) dla B C R.
Nazywamy ja topologiq Zariskiego.

Zbiér domkniety w powyzszej topologii bedziemy nazywaé nierozktadal-
nym, jesli nie jest on sumg dwoch zbioréw domknietych silnie w nim zawartych.
W przeciwnym razie zbiér ten nazywamy rozktadalnym.

24
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Okreslenie algebra (podalgebra) bedzie oznacza¢ zawsze algebre przemienng
z jednoscia.

Niech A bedzie algebra nad ciatem k charakterystyki zero i niech I' bedzie
podzbiorem spektrum maksymalnego SM(A) algebry A z topologia induko-
wang z SM(A), tzn. F jest domkniety w I" jesli F = {y € T' | B C v} dla
pewnego B C A.

Zatozmy jak w [20], ze A i T spelniaja nastepujace warunki:

(a) dla kazdego v € T kanoniczne odwzorowanie k — A/~v jest izomorfi-
zmem

(b) T z topologia z SM (A) jest przestrzenia noetherowska (kazdy zstepujacy
ciag podzbiorow domknietych w I' stabilizuje sie)

W konsekwencji kazdy domkniety podzbior I' jest suma skoniczonej liczby nie-
rozktadalnych zbioréw domknietych. Rzeczywiscie, niech F' C I' bedzie roz-
kltadalnym zbiorem domknietym. Wtedy istniejg takie Fy C F, Fy, C F,
ze F' = Fy UF,. Jesli oba te podzbiory sa nierozktadalne, to mamy za-
dany rozktad. Jesli ktory$ ze zbiorow Fy, Fy jest rozktadalny, np. F}, to
7zn6w mozemy go roztozy¢ na sume jego wtasciwych podzbioréw domknietych:
Fy = F ;1 U Fi3. Kontynuujac to postgpowanie otrzymamy zstepujace ciagi
zbioréw domknietych w I'. Noetherowsko$é¢ przestrzeni I' gwarantuje stabi-
lizowanie sie tych ciggow, a zatem rozkiad na skoriczong liczbe podzbiorow
nierozktadalnych F' = (J;_, F;. Usunmy sposrod zbiorow Fj takie, ktore zawie-
raja sie¢ w sumie U#i F;. Otrzymany w ten sposob rozktad bedziemy nazywac
(nieskracalnym) rozktadem zbioru F' na sktadowe nierozktadalne.

Zatozmy, ze a € A, v € ', F jest podzbiorem I', S jest podzbiorem A.
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

a(y) € k — obraz a przy odwzorowaniu A — A/y =2k
I(F)={a€A:a(y)=0, ye€ F}
V(S)={yeT:a(y)=0, a € S}

Zatem zbiorami domknietymi w I" sa zbiory V(5), gdzie S C A. Zbior do-
mkniety £’ w I jest nierozkladalny wtedy i tylko wtedy, gdy Z(F') jest idealem
pierwszym.

Niech x = (x1,...,z,). Bedziemy oznaczaé¢ przez

Al[z]] (odp. k[[z]]) — pierscien szeregow formalnych zmiennych z o wspot-
czynnikach w A (odp. w k)

R{z} (odp. C{z}) — pierScien szeregow formalnych o wspotczynnikach w R
(odp. w C) zbieznych w pewnym otoczeniu zera

Niech v € T, f = Y 5ap2° € Al[z]], F = (f1,...,f,) € Al[z]]P i niech N
bedzie podmodutem A[[z]]? generowanym przez F,. Bedziemy wtedy uzywaé
nastepujacych symboli:

fy = Zﬁ ag(y)xﬁ € k[[z]]

Fy, = (flm SRR fzw)
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N, — podmodut k[[z]]? generowany przez Fy, ,

Przypomnimy teraz niektore z wlasnosci podmodutow A[[z]]P, udowodnio-
nych przez El Khadiri i Tougerona w [20].

Twierdzenie 2.1 (|20, Proposition 6.2.1]) Niech N bedzie podmodutem A[[z]]P.
Istnieje podmodut N’ C N, generowany przez skoriczong liczbe elementdiw
i taki, ze Ny = N/ dla vy €T,

Twierdzenie 2.2 (|20, Proposition 6.8]) Niech I bedzie ideatem w Al[x]]. Ist-
nieje taka liczba naturalna p, ze

Vyer (rad(Zy))" C L,.

Niech k = R lub k = C. Oznaczmy przez A.[[x]] podpiericien pierscienia
Al[z]] zlozony 7 takich szeregow formalnych f € Al[z]], ze

\Vlwe[‘ fﬁ/ S k{$}

Twierdzenia 2.1 i 2.2 pozostaja prawdziwe, jesli zastapimy A[[x]] przez A.[[z]].

Definicja Rodzine N podmodutow k[[z]]? (odp. k{z}?) nazywamy rodzing
noetherowskq (sparametryzowang przez (A,T')), jesli istnieje para (A,T'), spel-
niajaca podane w podrozdziale 2.1 warunki (a) i (b), oraz taki podmodut
N C A[[z]]” (odp. N C Ac[[]F), ze N = (N5)yer

Kazda podrodzina rodziny noetherowskiej jest rodzina noetherowsks, suma
skonczonej liczby rodzin noetherowskich jest rodzing noetherowska (jesli N
i Ny sa rodzinami noetherowskimi sparametryzowanymi odp. przez (A;,T'y),
(As,T3), to N7 UN; jest sparametryzowana przez (A; @ Ay, Ty UT,)).

Definicja Niech [ bedzie idealem w R{z} generowanym przez fi,..., f,
i niech V(I) bedzie kietkiem w zerze zbioru zer ideatu I. Wyktadnikiem Loja-
stewicza ideatu I nazywamy kres dolny zbioru liczb a > 0, dla ktorych istnieje
taka stata ¢ > 0, ze

Z £(@)| = cola, V(D)°

w pewnym otoczeniu zera (o oznacza odlegltosé euklidesowa, o(z,0) = 1).
Wykladnik Lojasiewicza idealu I bedziemy oznaczaé¢ symbolem L(1).

Twierdzenie 2.3 (|20, Proposition 8.3|) Niech (I,) er bedzie rodzing noethe-
rowskq ideatow w R{z}. Wtedy rodzina wyktadnikéw Lojasiewicza L(I,) ide-
atow I, jest ograniczona.
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Definicja Niech pary (A,T), (A,T') spetniajg warunki (a) i (b).  Zmiang
parametryzacyi nazywamy taki homomorfizm k- algebr ¢ : A — A, 7e odwzo-
rowanie ¢, : Spec A — Spec A indukuje morfizm z ' na I Oznaczmy przez
¢ : Al[z]]? — A[[z]]? naturalne rozszerzenie ¢ na A[[z]]?. Jesli N = (N, ) er
jest rodzing noetherowsks oraz NJest podmodutem A[[z]]? (odp. A.[[x]]?) ge-
nerowanym przez ¢(N), to N = (N. 5)ser 1 (A,T) jest inna parametryzacja tej
rodziny.

Zlozenie zmian parametryzacji jest tez zmiana parametryzacji.

Twierdzenie 2.4 ([19, Proposition 6.6]) Niech N bedzie podmodutem A[[z]]P.
Istniejq 2zmiana parametryzacji ¢ : (A, T') — (A, 1), skoriczony podziat (I';)ier
zbioru T', ideaty pi, ... ps w Al[z]], podmoduly Ny, ..., Ny modutu A[[x]]P oraz
state s; < 's, i € I, takie, ze dla 5 € Ty, takich, Ze v = ¢.(7), zachodzi:

(1) P17, ..., Ds; 5 6 ideatami pierwszymi wk[[x]] i jesli j > s;, to p;5 = k[[z]]

(2) N, jest pj5 — prymarny dla 1 < j <s;, i Nj5 =Kk[[z]]? dla j > s;

(3) N, = Ni5N...N Ny, 5 i jest to nieskracalny rozktad prymarny N,.

Twierdzenie 2.5 (|20, Proposition 6.4]) Niech N, N bedq podmodutami A[[z]]P.
Istnieje zmiana parametryzacji ¢ : (A, I') — (A,T') oraz podmodut N modutu
Al[z]]P takie, ze dla 7 € T, takich, zZe v = ¢.(%), zachodzi:

N, =N,NN..
Innymi stowy, jesli (N, ) er, (IV!),er sa dwiema rodzinami noetherowskimi,
to rodzina przekrojow (N, N N!),cr tez jest rodzing noetherowska.

W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé¢ podmoduty modutu Af[z]]? tylko
dla przypadku p = 1, czyli idealy w A[[z]].

2.2 Algebry (2—noetherowskie

Niech Q2 C k", gdzie k = R lub k = C, bedzie zbiorem lokalnie domknie-
tym, tzn. otwartym w swoim domknieciu. Przez A(Q2) (odp. H(2)) bedziemy
oznacza¢ algebre rzeczywistych funkcji analitycznych (odp. zespolonych funk-
cji holomorficznych) zdefiniowanych w pewnym otwartym otoczeniu zbioru §.

Niech O(€2) bedzie k-podalgebra algebry A(Q2) (odp. H(2)). Utozsa-
miamy zbior Q z podzbiorem spektrum maksymalnego SM(O(2)) za pomoca
nastepujacego odwzorowania:

Q5w p, = {fe0Q) | flw) =0} € SMO(Q)).

Topologia w SM(O(€2)) indukuje topologie w €2, tzn. {[;g FH0)N QY scow)
jest rodzing wszystkich zbiorow domknietych w €.

Definicja Podalgebre O(€2) nazywamy algebrg QQ—noetherowskq, jesli
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(1) zawiera ona pierscieni wielomianow,
(2) jest zamknieta ze wzgledu na rozniczkowanie,

(3) Q z topologia indukowana z SM(QO(2)) jest przestrzenia noetherowska.

Uwaga 2.6 Zauwazmy, ze jesli Q z topologiq indukowang z SM(O(Q)) jest
przestrzeniq noetherowskq, to dla kazdego zbioru domknietego D w ) istniejg
takie fi,...,f, € O(Q), ze D = (Y, f71(0) N Q, zatem D jest przekrojem
zbioru Q) i pewnego zbioru analitycznego.

Niech I bedzie idealem w O(Q). Jesli O(2) jest pierscieniem noetherow-
skim, to I ma skonczong liczbe generatoréw, oznaczmy je przez fi,..., fr. Mo-
zemy wtedy znalez¢ takie otwarte otoczenie U zbioru €2, na ktérym okreslone
sg wszystkie funkcje f;. Definiujemy zbior zer ideatu I jako kietek w zbiorze
Q2 zbioru

(weU| fi(z)=...= fulz) = 0},

Zbior zer idealu I oznaczamy symbolem V' (I). Nie zalezy on od wyboru gene-
ratoréw ideatu I.

Rzeczywiscie, jesli wybierzemy inny uktad generatorow fi,..., fi, to mo-
zemy znalezé¢ takie otwarte otoczenie U’ zbioru €2, na ktorym okreslone sa
wszystkie funkcje f/. Istnieja otwarte otoczenia W, W' C U N U’ zbioru {2
oraz takie funkcje g;;, hij € O(€) okreslone odpowiednio na W oraz na W,
ze f; = Zle 9iif; na Woraz fi = Z?:l hi;f; na W'. Wtedy oczywiscie

{reWnW| filz)=...= fi(z) =0} =

—{e e WAW| fi@) = ... = filz) = 0},

zatem mamy rowno$é kietkow.
Zauwazmy, ze

Veeanv(nVrer f(z) = 0.
Ideatem podzbioru S C (2 nazywamy ideatl
Z(S) ={f € O(Q) | Voes f(x) = 0}.

Uwaga 2.7 Jesli algebra O(Q) jest pierscieniem noetherowskim, to spetnia
warunek (3) definicji algebry Q—noetherowskie.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w dwoch krokach.
1. Pokazemy najpierw, ze jesli A, B sa domknietymi podzbiorami €2, to

AC B&I(A) DI(B).
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Oczywiscie A C B = Z(A) D Z(B).

Niech Z(B) C Z(A). B jest domkniety, zatem istnieje taki podzbior
Sw OQ), ze B =g f(0)NQ = V(S), oczywiscie S C Z(B).
Poniewaz O(12) jest piercieniem noetherowskim, to Z(A) jest skorczenie
generowany i V(Z(A)) jest dobrze zdefiniowany. Mamy:

ACQnV(Z(A) cQnV(Z(B) canV(s)=an (] f'(0)=B.
fes

2. Niech D; D Dy D ... D Dy D ... bedzie ciagiem zstepujacym zbioréw
domknietych w  z topologia indukowana z SM(O(Q?)). Wtedy Z(D;) C
Z(Dy) C ... CZ(Dy) C ... stabilizuje sie jako ciagg wstepujacy idealow
w O(Q). Na mocy pierwszego kroku dowodu ciag D1 D Dy D ... D
Dy D ... tez musi sie stabilizowaé.

OJ

Jesli O(Q) jest algebra Q2-noetherowska, to para (O(f2), ) spelnia warunki
(a) i (b) podane w podrozdziale 2.1. Rzeczywiscie, warunek (b) jest spelniony
wprost z definicji, a dla kazdego w € 2 odwzorowanie O(Q?)/p, — k dane
wzorem O(Q)/p, 3 f — f(w) € k jest izomorfizmem, zatem warunek (a) jest
takze spetniony.

Dlaideatu I € O(Q) przez Reg V(I) bedziemy oznacza¢ zbior tych punktow
V(I), w otoczeniu ktorych V(I) jest podrozmaitoscia. Zbior RegV (I) jest
gesty w V' (I). Jesli I jest generowany przez pojedynczy element f, to bedziemy
pisa¢ Reg V' (f).

Twierdzenie 2.8 (|18, Proposition 4]) Niech O(QY) bedzie podalgebrq algebry
A(Q) (odp. H(Q)) zawierajgeq piericier wielomiandw i zamknietq ze wzgledu
na rozniczkowanie. Jesli dla kazdego f € O(2) zbior Reg V (f) ma skoticzong
liczbe sktadowych spdjnosci, to O(Q) jest algebrg Q-noetherowskq.

Przytoczymy przyktady rodzin (2-noetherowskich, podanych przez El Kha-
diri i Tougerona w [20] oraz El Khadiri i Hlala w [18].

Przyktad 2.9 Niech Q bedzie zwartym semianalitycznym podzbiorem R™. Al-
gebra A(QY) funkcji analitycznych okreslonych w otoczeniu Q jest Q—noetherow-
ska.

Przyklad 2.10 Niech Q bedzie otwartym semialgebraicznym podzbiorem R™.
Algebra N (Q) funkcji Nasha (tzn. funkcji analitycznych, ktérych wykresy sq
zbiorami semialgebraicznymi) okreslonych na Q) jest Q—noetherowska.

Przyktad 2.11 Rozwaimy algebre R[z][f1, ..., f4], gdzie Rlx] = Rxq, ..., x,)
jest pierscieniem wielomiandw na R", f; = 9, Q; € Rlx] dlai =1,...,q.
Algebra R[z|[f1,. .., 4] jest R"—noetherowska.
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Oczywiscie we wszystkich powyzszych przykitadach wielomiany o wspol-
czynnikach rzeczywistych zdefiniowane w (otoczeniu) €2 naleza do danej alge-
bry, algebry te sa tez zamknieta ze wzgledu na rézniczkowanie.

Algebry A(Q) i R[z][f1,..., f,] sa noetherowskie, zachodzi réwniez naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.12 (J.J. Risler, zob. [7, Theorem 8.7.15]) Niech M C R”"
bedzie rozmaitosciq Nasha. Pierscien N (M) funkcji Nasha jest pierscieniem
noetherowskim.

Zatem na mocy uwagi 2.7 warunek (3) jest spetniony dla wszystkich poda-
nych algebr.

Przyklad 2.13 Niech ) bedzie otwartym ¢ ograniczonym subanalitycznym pod-
zbiorem R™. Algebra funkcji analitycznych f okreslonych na Q) i takich, ze dla
kazdego w € Q kietek f w punkcie w jest algebraiczny nad A(R™), jest Q-
noetherowska (zob. [18, Lemme 1]).

Przyktad 2.14 Niech ) bedzie otwartym subanalitycznym podzbiorem R™ re-
latywnie zwartym. Algebra Sub(Q)) funkeji analitycznych i jednoczesnie subana-
litycznych (tzn. o wykresach subanalitycznych) okreslonych na S jest Q—noethe-
rowska na mocy twierdzenia 2.8.



Rozdzial 3

Wlasnosci rodzin noetherowskich

Jak juz zostalo wspomniane, gtowny wynik pracy (twierdzenie 4.13) jest praw-
dziwy dla podalgebr Q-noetherowskich O({2) algebry rzeczywistych funkcji
analitycznych zdefiniowanych w pewnym otoczeniu zbioru lokalnie domknie-
tego Q, spehiajacych dwa dodatkowe zatozenia (zob. 4.14). Dla ustalenia
uwagi dowod tego twierdzenia przeprowadzimy dla algebry A(Q) z przykladu
2.9. Bedziemy przy tym korzysta¢ z pewnych szczegdlnych wilasnosci rodzin
noetherowskich, ktore udowodnimy w tym rozdziale.

Zalozmy jak w przykladzie 2.9, ze 2 C R” jest zwartym zbiorem semiana-
litycznym i rozwazmy algebre A(2) rzeczywistych funkcji analitycznych zde-
finiowanych w pewnym otwartym otoczeniu zbioru 2. Mozemy potraktowac
R™ jako podprzestrzen C", wtedy Q2 C C" i mozemy oznaczy¢ przez H(S2) al-
gebre zespolonych funkcji analitycznych zdefiniowanych w pewnym otwartym
otoczeniu zbioru €.

Dla f € A(Q) oraz w € Q) oznaczamy

f= ZéDO‘ fa%, f, = Z&Da fw)z®.
Oczywiscie f € A(Q).[[z].

Definiujemy fC : (C",0) — C jako fC =Y L D f(w)z®, wtedy

a ol

fo = 30 DR £ € Q)]

Twierdzenie 3.1 Niech f € A(Q). Istnieje takie Ny > 0, Ze dla kazdego
N > Ny i w € Q istniejg takie €, >0 i ¢, >0, ze jesli e € (0;€,) i punkt
re Shh\ fw_l(()) jest punktem krytycznym odwzorowania f;]sg_l, to

ol > el Y.

w

31
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Dowdd. Niech r(z) = 2 + ...+ 22 dla z € C". Definiujemy

or or
M —det| B
0z; 0z;
Wtedy M7 € H(Q).[[z]], M¥ sa kietkami w zerze funkcji holomorficznych.

Niech G, = V((M/4);<;) dla w € Q. Na mocy lematu 1.17 dla kazdego w €
istnieja p(w), [(w) oraz taki rozktad na sktadowe nierozkladalne

gw = gl,w U...u gp(w),w U...u gl(w),wa

ze ngu = gw \ (fg)_l(o) = ng U...U gp(w),w-

Mamy I1(G,) = I(Giw) N ... N I(Gpeyw) N - N I(Gyuwyw) oraz 1(G)) =
I(Giw) N ... N I(Gpyw). Oznaczmy przez J;, = 1(Gjw). Gjw jest skltadows
nierozktadalng kietka zbioru analitycznego w C", zatem z lematu 1.13 J;,, sa
ideatami pierwszymi i

](gw> =Jiu,N...N Jl(w)w

jest nieskracalnym rozkladem prymarnym.
Oznaczmy przez J ideal w H(Q).[[z]] generowany przez M%7, i < j, wtedy
Jo = ((M¥);;). Zatem na mocy lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach 1.12,

w

rad(J,) = 1(9e)-

Z twierdzenia 2.4 istniejg zmiana parametryzaql ¢: (H(Q),Q) — (A1),
skoniczony podzial (I';);er zbioru T, idealy py,...ps w A.[[z]] i state s; < s,
i € I takie, ze dla wszystkich v € T, jesli w = ¢*( )y £0 D1yt Psiny S8
ideatami pierwszymi stowarzyszonymi z 7, czyli

rad(J,) = piy N ... NPy, o

Poniewaz Ji,,N...NJj)w jest nieskracalnym rozktadem prymarnym rad(7,),
to dla kazdego j € {1,...,l(w)} istnieje takie ¢ € {1,...,s;}, ze J; 0 = Py

7 twierdzenie 2.5 istnieje zmiana parametryzacji ¢ : (A4,T) — (A, T) oraz
idealy N° w A[[]], Q € {1,..., s}, takie, ze dla ¥ € Ty, i € I, jesli v = ¢.(7),
to N? = ﬂ icq Piny-

Skoﬁczojna suma rodzin noetherowskich jest rodzing noetherowska, zatem
niech K C A[[z]] bedzie takim ideatem, ze K = (K 5)ser jest rodzina no-
etherowska zawierajaca wszystkie rodziny (Ng)ﬁef, Q C {1,...,s}. Wtedy
do K naleza wszystkie idealy 1(G!), w € Q. Niech M C A[[z]] oznacza taki
ideal, ze (My),cr jest rodzing noetherowska (f:?)weg po zmianie parametry-
zacji ¢' : (H(2),Q) — (A, I') (ktora jest zlozeniem zmian parametryzacji).
Poniewaz K + M jest ideatem w A[[z]], to (K5 + M), r jest rodzina noethe-
rowska idealow sparametryzowana przez (A,I'). Na mocy twierdzenia 2.2

g0 Vser (rad(K5 + M5))N C (K5 4 Ms).
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Whiosek 1.22 implikuje, ze V(I(G.,)+(r)) = G,nr~1(0) = G,N(f$)~1(0) =
V(I(G) + (f9)) dla w € Q. Z lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach 1.12
mamy

rad(I(G,,) + (r)) = rad(1(G,,) + (/).
Poniewaz I(G,) € K, fC e (M5)5cr 1 ¢.]F odwzorowuje T na €, to dla kazdego
w € € istnieje takie ¥ € I', ze w = ¢, (7) i mozemy przyja¢ 1(G),) = K5
f;c = M. Mamy zatem

(I(GL) + ()™ C (rad(I(G,) + (r)))"° = (rad(1(G.) + (f$)Ne =
= (rad(K5 + M) C (K5 + M) = (I(G)) + (f9))-

Niech g;., bedg generatorami 1(G). Wtedy r™o = a, fC + > i Ciwliw dla
pewnych kietkéw funkcji holomorficznych ay,, ¢; .

Niech 0 < €, < 1 bedzie takie, ze reprezentanty kietkow f;o, Qy, OTAZ Cj,
Giw sa zdefiniowane w zbiorze {z € C"|||z|| < €,}. Jesli 0 < € < ¢, 1 = jest
g1, 7€ T & fw_l(O), to x € G i dla kazdego i
mamy g;,(r) = 0. Zatem ro(z) = a,(z) f.(z), czyli

takim punktem krytycznym fw

Jeu>0 Yvzng (@) < 770(2) = |ay (@)1 fu(2)] < el ful@)].

Poniewaz x € R", to r(z) = ||z]|* i mamy
~ 1 1
fol@)] = —r¥(z) = —||=[[*".
C(A} w

O

Wnhniosek 3.2 Niech f € A(QQ). Wiedy istnieje takie o« = 2Ny + 1, Ze dla
kazdego w € Q istnieje takie 0 < e, < 1, Ze jesli 0 < e < e, ix € S?_l\fw_l(())
jest punktem krytycznym fo|gn-1, to

[fo(@)] 2 [la]]*.



Rozdzial 4

Rodziny kieltkéw rzeczywistych
funkcji analitycznych

Wykorzystujac m. in. argumenty z [40] i wtasnosci rodzin noetherowskich po-
kazemy, ze pewne rodziny kietkow rzeczywistych funkcji analitycznych mozna
zastapi¢ przez inne rodziny kietkéw o takim samym lokalnym stopniu topo-
logicznym w 0, ktore maja w punkcie 0 zero algebraicznie izolowane. Udo-
wodnimy, ze lokalny stopien topologiczny takich kietkoéw mozna przedstawic
za pomoca sumy znakow funkcji analitycznych. Pokazemy réwniez, ze charak-
terystyke Eulera ogniwa zbioru punktéw, w ktorych funkcja analityczna jest
niedodatnia, mozna zareprezentowac¢ za pomoca lokalnego stopnia topologicz-
nego pewnego odwzorowania. Korzystajac z tych faktéw udowodnimy gltowny
wynik pracy.

4.1 Lokalny stopien topologiczny rodziny kiel-
kéw odwzorowan analitycznych

Niech k = R lub k = C i niech m bedzie ideatem maksymalnym w k[[z]] =
k[[z1,...,2,]]. Niech F, = @,m C k[[z]]’. Jesli g € F,, to g = (g1,---,9p),
gdzie

[

a®
gj = Z &—Jlxo‘ (tzn. af = D" g;(0) ).

o >1

Niech Wy, ... ¥, bedg szeregami formalnymi zmiennych z o wspotczynni-

kach, ktore zaleza wielomianowo od af. Dla g = (g1, .. ,gp) € F, oznaczamy
przez V; , szereg formalny otrzymany przez podstawienie af = D* g;(0) w ;.
Niech I, bedzie idealem w k[[z]|] generowanym przez Uy 4, ..., Wy .

Oznaczmy przez W), zbior {g € F, | dimy(k[[z]]/I,) > h}. Wtedy

W, = {g € F, | dimy(I, + m"'/m"™) < (” : h> — h}

34
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(zob. [48, Corollary II 5.2]). Rozwazamy skoriczenie wymiarowa przestrzen
afiniczna k[[z]]+m"* /m" ™ oraz jej podprzestrzeri wektorowa [,+m" ! /m"+?!
generowanyg przez z°W,; ,, gdzie o € N, 0 < |oo| < h.

Twierdzenie 4.1 (|48, Lemma VII 5.3|) Zbiory W), sq algebraiczne oraz
{9 € 7, | dim(K[[z]]/I;) < 00} = F,\ (| Wa
h=0

Uwaga 4.2 Niech \I/zf, 18] < h, |a| < h bedg wspotczynnikami przy 2° w sze-
regu x4V, .
Zbior Wy, jgest algebraiczny w nastepujgcym sensie: jest on zbiorem lych

g € Fp, dla ktorych wszystkie minory macierzy (\1;;"95) stopnia <n :lr h) o

sie zerujq ((i, @) jest tu indeksem wiersza, 3 — kolumny).

Niech D C Q bedzie zbiorem domknietym, J = {f € A(Q)|f|p = 0}.
Definiujemy
A(D) = A(Q)/J.

Jesli D jest nierozkladalny, to J jest idealem pierwszym, zatem A(D) jest
dziedzina catkowitosci.

Oznaczmy przez S,(D) zbior takich rodzin kietkow w zerze odwzorowaril
analitycznych {F, = (F},..., F") : (R",0) — (R"™,0)}.ep, z¢

Vicicn Irea@).lw)) Ywen Fu(2) = filw,z).
W szczegolnosei jesli
Vici<n nea@) Yoed Fj(a:) = hi(r +w),

to {Fl}wep € Siu(D). Jako f; wystarczy wtedy wziac ), 5 D% h;(w)z®.

Lemat 4.3 Zalozmy, ze podzbior D C ) jest domkniety i nierozktadalny,
{F,}uep € Su(D) 10 € R" jest izolowane w F;1(0) dla kazdego w € D. Wtedy
istniejq wtasciwy domkniety podzbior ¥ C D i rodzina {G,}wep € Sp(D) takie,
ze

(i) Voep\s G ma w 0 zero algebraicznie izolowane,

(”) vwED dego F, = dego G
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Dowdd. Dla w € D definiujemy kietek G,,:

Go(r) = F,(z) +a(zh,... o5),

gdzie k jest liczba naturalna, a # 0. Mamy G’ (z) = fi(w,z) + ax¥, zatem
G' jest kielkiem funkcji analitycznej. Niech ¢;, € A(D) bedzie klasa abstrak-
¢ji funkeji w — & D*GL(0) nalezacej do A(Q). Definiujemy odpowiadajacy
kietkowi G, szereg formalny

Pw,2) = Y calw)a® € A(D)[[a]).

«

Na mocy twierdzenia 4.1
{we D | dimg(R[[z]]/(Pi(w,"),...,Pu(w,"))) < o0} =D\ (] S,
h=0

gdzie ¥, = {w € D | dimg(R[[z]]/(Pi(w,"),..., Pu(w,-))) > h}. Zbior ¥,
jest domkniety w D poniewaz jest przekrojem zbioru zer funkcji ¢;, ztozonych
z wielomianami (zob. uwaga 4.2). Zatem ¥ = (,~, X, jest takim domknietym
podzbiorem D, ze 0 jest zerem algebraicznie izolowanym w G_'(0) C R" dla
weD\X.

Uzywajac podobnych argumentow jak w dowodzie [45, Lemma 1.3] mozemy
pokazad, ze X jest wlasciwym podzbiorem D. Mamy

Pi(w,z) = G'(2) = F'(2) + az} = fi(w,7) + az}
dla x dostatecznie blisko 0. Ustalmy wg € D. Zbior
A= {acR\{0}| dimg (R{[z]]/(fi(wo,x) + azl,. .., fulwo, ) + azl)) > h}

jest skonczony dla dostatecznie duzych h.
Rzeczywicie, oznaczmy H! (z) = afi(wo, r)+zF dla a € R. Wtedy Hf = x¥

oraz dimg (R[[z]]/(z},...,2%)) = k™. Zatem na mocy twierdzenia 4.1 zbior

A'={aeR| dimg (R[[z]]/(H,,...,H])) > h}

jest algebraiczny i 0 € A" dla h > k™, czyli A" jest skonczony dla h > k™. Jesli
a # 0, to mamy Hi(x) = L P(wy, ), zatem A jest takze skoticzony dla h > k™.

a

Wezmy a € A w definicji G,,, wtedy
wo € Xp ={w € D | dimg (R[[z]]/(P(w, ), ..., Py(w,-))) > h},

zatem X, # D dla h dostatecznie duzych i X jest wlasciwym podzbiorem D.
Niech I, C R{z} bedzie idealem generowanym przez kietki F! ... F™.
Z twierdzenia 2.3 rodzina wyktadnikow Lojasiewicza dla I, jest ograniczona:

n

I Vuep 0w =inf{a| 3o Y |[Fi(@)] > cole,V(L,)*} < M.

i=1
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Poniewaz punkt 0 jest izolowany w zbiorze zer F,, to

Inr Veep Jeoso Z |FZ)($)| > c,0(w, V(1,))™ = c,0(x, {0})* > CwaHM

=1

dla z blisko 0.
Stad jesli wezmiemy k > M w definicji G, to istnieje takie ¢, > 0, ze

[tGu(z) + (1 = ) F,(2)]] = [|[Fo(x) + at(ay,... 2)|| >

C
> collolM — atl(ah, . bl > el ¥,

rrn

gdzie 0 <t <1, x jest blisko 0 (zob. [40]).
Dla dostatecznie malego € > 0 mamy 0 & [tG,, + (1 — ¢)F,](S"!), zatem

na mocy twierdzenia 1.28 deg, F,, = deg, G.,.
OJ

Zanim sformutujemy nastepny lemat, przypomnimy pojecie i wlasnosci dia-
gramu wyktadnikow wiodacych ideatu w A[[z]] (zob. [25] i [5]).

Niech k = R lub k = C, niech A bedzie k-algebra, ktora jest dziedzina
catkowitosci, i niech I bedzie idealem w A[[z]] (odp. k[[z]]), z = (x1, ..., z,).
Stowarzyszymy z nim zbior D(I) C N", gdzie N oznacza zbior liczb natural-
nych.

Jesli B = (B1,...,0,) € N, to oznaczamy |G| = 1 + ...+ B,. W zbio-
rze skorniczonych ciagow o (n + 1) elementach (5, ..., 3., |3]), gdzie § € N",
wprowadzamy prawostronny porzadek leksykograficzny. Indukuje to liniowy
porzadek w N"™.

Niech f € A[z]] (odp. Kk[[z]]), f =2, fsz®. Wprowadzamy oznaczenie
supp f = {8 € N"| fg # 0}. Niech v(f) oznacza najmniejszy element supp f.
Przez in f bedziemy oznaczaé fl,(f)x”(f).

Definiujemy diagram wyktadnikéw wiodgeych D(I) jako zbior

{v(f)1f eI \{0}}.
Oczywiscie D(I) + N* = D(I).

Niech W C N" bedzie takie, ze W + N" = W. Najmniejszy taki skoriczony
podzbior V-C W, ze W =V + N”, nazywamy zbiorem wierzchotkéw W .
Dla ideatu I C A[[z]] definiujemy

A =N\ D(I).

Niech V' = {f,..., s} bedzie zbiorem wierzchotkow diagramu D(I). Wy-
bierzmy takie g',...,¢° € I, ze 3; = v(g') dlai =1,... 5. Nieching’ = g} y”,
wtedy géi # 0. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

Ag — cialo ulamkow A,
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S — multiplikatywny podzbior A generowany przez g%i,

S—tA — odpowiadajgca zbiorowi S lokalizacja algebry A, tzn. podpiers-
cien Ay zawierajacy utamki o mianownikach z S

S~ [[z]] — ideal generowany przez I w S™A[[z]].

Mamy S™'A[z]] C Ao[[x]]. ST A[[z]]/S~I[[z]] jest skonczenie generowany
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbior A jest skonczony, i wtedy S~ A[[z]]/S™ I[[z]]
jest wolnym S~!'A-modulem. Jako baze przyjmujemy jednomiany z°%, 8 € A.

Lemat 4.4 Przy zatozeniach lematu 4.3 istniejq q1,...,q € A(Q2) oraz wla-
Sciwy domkniety podzbior XX C D takie, Ze dla w € D\ X

degy F, =sgnq(w) + ... +sgn ¢:(w).

Dowdd. Na mocy lematu 4.3 mozemy zatozy¢, ze { F,,},ep jest rodzing nalezaca
do S, (D), dla ktorej istnieje domkniety wlasciwy podzbior ¥/ C D taki, ze F,
ma w 0 algebraicznie izolowane zero dla w € D\ ¥'.

Przyjmujac A = A(D) (dziedzina catkowitosci) mozemy powtorzyé argu-
menty z |40, rozdzial 2 i Lemma 3.3|.

Niech f; € A(Q).[[z]] beda takie, ze F(x) = f;(w,x). Oznaczmy przez

J — ideal w A(Q).[[z]] generowanym przez fi,..., f, (wtedy J, sa ide-
alami w R[[z]] generowanymi przez F!, ... F"),

Qu = Rl[z]]/ Jo,

A =N"\D(J)

A, =N"\D(J,),

{B1,...,Bs} — zbior wierzchotkow diagramu D(J),

g',...,g° — takie elementy ideatu J, ze 3; = v(¢') dlai =1,...,s,
gy’ =ing’,

S — multiplikatywny podzbiér A(D) generowany przez gg

Poniewaz dimg Q, < +oo dlaw € D\ ¥/, to dla w € D\ ¥ zbior A, jest
skoficzony i A, = A (zob. [6]). Niech 3 bedzie najwickszym elementem w A.
Przyjmijmy
t
=Y U| fweD|gyw) =0}
i=1

Wtedy ¥ jest wlasciwym domknietym podzbiorem D i klasa abstrakcji z”
w @, jest niezerowa dla w € D\ X.

Definiujemy odwzorowanie liniowe ¢, : (), — R. Na elementach bazo-
wych przyjmujemy:
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wa(lﬁ) =1,
¢u(2”) =0 dla 8 € A\ {B}

i rozszerzamy ¢, liniowo na @),. Niech &, : @, x ), — R bedzie odpowia-
dajacym mu symetrycznym odwzorowaniem dwuliniowym danym wzorem

®u(f,9) = ¢u(f9)-

Przez M, oznaczaé¢ bedziemy macierz odwzorowania ®,, w bazie ztozonej z jed-
nomianéw z°, 3 € A. Wtedy istnieje taka macierz symetryczna M o elemen-
tach z STLA(D), ze M, = M (w).

Oznaczmy przez Jac jakobian 207"

D@1,y
takie A € STLA(D), ze dla w € D\ ¥ mamy Jac, = Mw)2? w Q..

Odwzorowanie liniowe ¢, = A(w)¢,, : @, — R spelnia na D\ ¥ zalozenia
twierdzenia Eisenbuda-Levine’a 1.29. B

Rzeczywiscie, ¥, (Jac,) = AMw)d, (Jac,) = Mw)?d,(z°) = Mw)? > 0 oraz
1, jest niezdegenerowane (zob. [17]).

Zatem na mocy tego twierdzenia stowarzyszona z nim symetryczna forma
kwadratowa W, jest niezdegenerowana oraz lokalny stopieni topologiczny w ze-
rze odwzorowania F}, jest rowny sygnaturze tej formy.

Macierz formy W, mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej przez zamiane
zmiennych i pomnozenie elementéw powstalej macierzy przez kwadraty mia-
nownikow. Powieckszmy > w ten sposob, zeby zera mianownikéw nalezaly do
Y. Otrzymujemy taka macierz symetryczna T o elementach z A(D), ze dla
kazdego w € D \ ¥ macierz T(w) jest niezdegenerowana i deg, F,, jest rowny
sygnaturze macierzy T'(w). Niech ¢y, ..., ¢ € A(D) beda elementami na prze-
katnej. Przyjmijmy takie g; € A(Q2), ze g; sa klasami abstrakeji g;, i = 1,.. .t
Wtedy

. Na mocy [40, Lemma 2.6|) istnieje

degy Fi, = sgnqi(w) + ... + sgn g(w)

dlawe D\ 2.
0

W dalszej czesci rozdzialu bedziemy korzystaé¢ z nastepujacego faktu (zob.
[40]):

Uwaga 4.5 Jesli funkcja f: QQ — Z i domkniety podzbior D C ) spetniajg
nastepujgee warunki: istnieje taki wtaSciwy domkniety podzbior X C D, ze

(i) flp\s daje si¢ wyrazié na D\ ¥ przez sume znakow funkcji z A(S),
(i1) f|s daje sie wyrazié na ¥ przez sume znakow funkcji z A(S2),

to [ daje sie tez wyrazié na D przez sume znakéw funkeji z A(S2).
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Poniewaz (2 jest przestrzenia noetherowska, to Z(X) jest generowany przez
skoriczona liczbe elementow z A(Q2). Niech h € A(Q2) bedzie suma kwadratow
tych elementow, wtedy h jest nieujemne i h~1(0) N D = . Mamy zatem dla

V; € A(Q)
Z sgn h(w)v;(w) = Z sgn v;(w)

Z sgn h(w)vi(w) =0
dla w € X.
Podobnie, niech py,...,p. € A(Q), wtedy

ngnp] +ngn (w)) =10

dlawe D\Xi

dlawe D\Xi

> senpi(w) + ) sen(—h(w)p;(w)) = Y senp;(w)

dlaw € X.
Otrzymujemy

Z sgn h(w)v;( Z sgn p;(w Z sgn(— (w)) =

_ {ngnvi(w), weD\X
dosgnpj(w), wex

Zatem jesli pewna funkcja z ) w Z daje sie wyrazi¢ przez sume znakoéow funkcji

z A(Q2) na D\ ¥ oraz na X, to daje sie tez wyrazi¢ przez sume znakow funkeji
z A(Q2) na D.

Lemat 4.6 Jesli g : QQ — Z, D C 2 jest zbiorem domknietym i dla kazdego
domknietego nierozktadalnego podzbioru D' C Q) istniejq wtasciwy domkniety
podzbior X C D' oraz q1,...,q € A(Q) takie, ze

Vuenns g(w ngn qi(w
to istniejq takie gy, ..., gs € A(S2), Ze

Vuen g(w Z sgn gi(w

W szczegolnosci lemat jest prawdziwy dla D = ).

Dowdd. Dowédd przeprowadzimy w dwodch krokach.
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1. Pokazemy, ze dla kazdego domknietego podzbioru D C € istnieje do-
mkniety podzbior wlasciwy ¥ C D i takie funkcje u; € A(Q), ze

t
Voen\s g(w) = ngn ui(w).
i=1

Niech D = D; U Dy U .. .U D,, bedzie rozkladem D na sktadowe nie-
rozkladalne. Oznaczmy D = Dy U ... U D,,. Niech h € A(Q2) bedzie
nieujemne i takie, ze
h=0naD, h#0naD,.
Na mocy zalozenia istnieja qi, ..., ¢ € A(Q) i wlasciwy domkniety pod-
zbior X' C Dy taki, ze dla w € Dy \ ¥’ mamy
gw) =sgnqi(w) + ... +sgnq(w).

Niech ¥ = X' U D U (h~1(0) N Dy). Poniewaz D; jest nierozkladalny, to
YU (h~1(0) N Dy) # Dy, zatem D\ X #£ (0 i

g(w) = Z sgn h(w)gi(w)

dlaw € D\X. Przyjmujemy u;(w) = h(w)g;(w) dlai = 1,...¢. Dlazbioru
domknietego D C 2 wskazaliSmy jego domkniety podzbior wlasciwy X
i takie funkcje u; € A(Q), ze

t
Voen\s g(w) = ngn ui(w).
i=1

2. Na mocy pierwszego kroku dowodu istniejg wtasciwy domkniety podzbior

Y1 CDiug,...usm € AQ) takie, ze dlaw € D\ ¥,

g(w) = sgnuy(w) + ... + sgnuym(w).
Rozwazmy zbior Y, stosujac ponownie krok 1., otrzymujemy Yo C ¥4
1w, ..., wse) € A(Q) takie, ze dla w € Xy \ Xy

g(w) =sgnwi(w) + ... 4+ sgnws)(w).
Kontynuujac te konstrukcje, otrzymujemy zstepujacy ciag wlasciwych
domknietych podzbioréw

DDYXiDX¥XyD ...

Q) jest przestrzenia noetherowska, zatem ten ciagg musi sie stabilizowac
i dla pewnego naturalnego k mamy X, = (). Zatem g jest sumg znakow
funkeji z A(2) na kazdym ze zbiorow D\X1, X1\ 3o, ..., 2k 2\ Xp_1, Dk_1-

Stosujac uwage 4.5 do zbiorow X _o 1 X1, nastepnie Xj_3 1 Xp_o itd.
az do D i X otrzymujemy, ze g jest suma znakéw funkeji z A(€2) na D.

O
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Lematy 4.4 i1 4.6 implikuja nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.7 Niech {F,},cq € S,(2), X C Q bedzie zbiorem domknietym
i niech dla kazdego w € X punkt 0 € R"™ bedzie izolowany w F;1(0). Wtedy
istniejq takie vy, ..., vs € A(Q), ze dlaw € &

degy F, = sgnvy(w) + ... + sgnug(w).

Przypomnijmy, ze dla f € A(Q) oznaczamy f = 3 L D* fz™ € A(Q).[[z],

adlah=>_hex* € AQ)[[z]] i w € Q oznaczamy h, =) ha(w)z®.

Niech F C A(). Dla kazdego w € Q niech I, C R{z} = R{xy,...,2,}
oznacza ideal generowany przez fo |feF } iniech X, oznacza reprezentanta
kietka w zerze V(I,). Pokazemy, ze istnieje takie h € A(Q).[[z]], ze X, =

V(hy).
Lemat 4.8 Istniejq takie hy, hy, ... hy € A(Q).[[z]], Ze dla w € Q
Xy =V(hiw, . hyw):

Dowdd. Oznaczmy przez I ideal w A(Q).[[z]] generowany przez {f| f € F}.
Z twierdzenia 2.1 istnieje taki skoficzenie generowany ideal I’ = (hy, ..., hy) C
A(Q)[[2]]; ze

vwEQ Iw = Il,};

gdzie I, = (h1, ..., hgw). Mamy
Xo=V(,)=V{)=V(h1w - hgw)-
U

Whiosek 4.9 Istnieje takie h = hi + ...+ h2 € A(Q).[[z]], ze X, = V(hs)
dla kazdego w € (.

4.2 Charakterystyka Eulera ogniw rodziny zbio-
row semianalitycznych i analitycznych

Wezmy h € A(Q).[[z]]. Wtedy ¥ = {w € Q| h(0) = 0} jest zbiorem domknie-
tym. Pokazemy, ze istnieje takie k > 0, ze dla w € X

Gu(z) = hy(x) — (22 + ...+ 22)F
ma w 0 izolowany punkt krytyczny oraz

X(lk(()? {hw < 0})) =1- dego Vg,
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oz’ ) Oxp

Powtorzymy argumentacje z dowodu [44, Theorem 1].

gdzie Vg, = (ﬁ aﬂ) : (R™,0) — (R™,0).

Oznaczmy r(z) = a3 + ... + z2. Zalézmy, ze h,, r sa reprezentantami

kietkow zdefiniowanymi w otwartym otoczeniu U punktu 0. Definiujemy
Vo ={(z,6,y) €U x Rx R|r(x) = ¢, rank(dr(z),dh,(z)) <1, y = hy(z)}.

Wtedy x i y sa odpowiednio punktami i wartosciami krytycznymi funkeji h,,
na sferze o promieniu e.

Niech 7 : R" x R x R — R x R bedzie rzutem na dwie ostatnie wspot-
rzedne. V,, jest zbiorem analitycznym (nieréwnosé w definicji mozna zastapié
przyrownaniem odpowiednich minoréw do zera, otrzymamy wtedy skoriczong
liczbe rownan) i 7w : V,, — m(V,) jest w pewnym otoczeniu zera odwzoro-
waniem wlasciwym. Stad (V) jest domkniety i subanalityczny w pewnym
otoczeniu zera.

Oznaczmy Y) = R x {0}, ¥3* = w(V,) \ Y. Wtedy Y5’ jest zbiorem suba-
nalitycznym. Jesli € #£ 0, to

(Vo) N{e} x R = {e} x {zbior wartosci krytycznych hy|gn-1}.
Na mocy wniosku 3.2 istnieje taka stala a > 0, ze dla w € Q
yl = |ho(2)] = [|2]|" = €
dla kazdej takiej pary (e,y) € Y3, ze € < €, 1 y jest dostatecznie bliski 0.
Wezmy liczbe catkowita k > . Definiujemy g, (x) = h,(x) — ().
Niech
V! ={(z,e,y) €U x R x R|r(x) = ¢, rank(dr(z),dg,(z)) <1, y = g,(z)}.
Poniewaz rank(dr(z), dg,(x)) = rank(dr(z), dh,(x)), to
V! ={(x,e,y) € UxRxR|r(z) = %, rank(dr(z),dh,(z)) <1, y = hy(z)—e*}.
Definiujemy G(e,y) = (e,y — €**). Wtedy 7(V!) = G(n(V,,)), zatem mamy
m(V2) NRx {0} = {(0,0)}

w odpowiednio malym otoczeniu zera. Stad, jesli ¢ # 0 jest dostatecznie
blisko 0, to 0 jest wartoscia regularna g,|gn-1, zatem g, ma w 0 izolowany
punkt krytyczny.

Rzeczywiscie, gdyby punkt krytyczny g, w 0 nie byt izolowany, to z lematu
o wyborze tuku 1.4 istnialaby taka krzywa ~(t), ze Vg(y(t)) = 0. Jezeli
x €SI Vgu(z) =0, to x jest punktem krytycznym g, |gn—1. Mamy

%gw(v(t)) = <ng(7(t)), %’y(t)> _
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= D0y By 4y By D =

gdzie (u,v) =37 vy dlau = (uy, ..., up), v=(v1,...,v,) € R™

Zatem g, bytaby stala na krzywej v, a poniewaz v(0) = 0, to g, (y(t)) = 0.
Jest to sprzeczne z tym, ze m(V!) NR x {0} = {(0,0)}.

[44, Lemma 1| implikuje, ze dla kazdego w € ¥ i dla dostatecznie malego
€ =e(w)

X(S:7 N {h, <0}) =1 — degy Vo,

Zauwazmy, ze dla w € Q i dostatecznie matych ¢ > 0 jesli h,(0) # 0, to
mamy x(S"' N {h, < 0}) = 0 dla n parzystych i x(S"' N {h, < 0}) =
1 + sgn(—h,(0)) dla n nieparzystych. Zatem na Q \ X

0, n parzyste

n—1 —
xS N {h, <0}) = {1 + sgn(—h,(0)), n nieparzyste

Stosujac twierdzenie 4.7 oraz uwage 4.5, otrzymujemy:

Twierdzenie 4.10 Dla h € A(Q).[[z]] istniejq takie vy, ve,...,vs € A(Q),
ze dla w € Q)

x(k(0, {h, <0}) = ngn vi(w).

Nastepny lemat bedzie odgrywat kluczowa role w dowodach twierdzen 4.13
i5.2.

Lemat 4.11 Dia h € A(Q).[[z]] istniejq takie hy, ho,... hs € A(Q), Ze dla
w e

%(X(lk(oa {he = 0})) £ x(IK(0, {h, < 0}))) = ngn hi(w).

Dowdd. Definiujemy g(w,t,z) = th(w,z) dla w z pewnego otoczenia zbioru
O, t € [-1;1]. Zbior Q x [—1,1] jest zwarty i semianalityczny, zatem g nalezy
do A(€2 x [=1,1])[[]].

Wtedy dlaw € Q, ¢t € [-1; 1] mamy g, > 0jesli h, > 01t >01lub h, <0
it<0.

Niech dla ¢ > 0 i ustalonego w € (2

Ay ={(2,7) € Sy e | Gor(2) 2017 > 1}

Ay ={(x,7) € S(0.),¢ | gur(x) > 0171 <t}
Wtedy dla e dostatecznie malych S(’B’t)’e N{gw: >0} = A3 U Ay oraz

AiNAy = {(x,7) € S(0.).¢ | gor(x) >0i7=1}={(x,1) € S(0,0),¢ | hy(x) > 0},
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Zbiory A; i As sa homeomorficzne ze zbiorem {z € R™ | h,(z) > 0, ||z] < €},
ktory dla matych e > 0 jest homeomorficzny ze stozkiem. Poniewaz A; i Ay sg
Sciagalne do punktu, to x(A;) = x(As) = 1idlat > 0 i dostatecznie matych
€ > 0 mamy

X(S{op).c N {gwa 2 0}) =2 = x (ST N {h, > 0}).
Analogicznie
X(S(%,ft),e N {gw,t > 0}) =2- X(S:Lil N {hw < 0})

dla ¢ > 0 i dostatecznie malych e.
Na mocy twierdzenia 4.10 istniejg takie g1, ¢ga,...,9s € A(Q x [—1;1]), ze

Ve X0, {gos > 0)) = D sengi(w,1).
Otrzymujemy
SO0, {he 2 01) = x(1K(0, {h < 0})) =

= L yin (2 (100, g0 > 01)) — 2+ 1(IK(0, {guy > 0})) =

t—0+

= 5 Jim (C(1K(0, {gu1 2 01)) = X(K(O, {gus 2 0}))) =

t—0

s

=—lim » (sgng;(w,—t)—sgn g;(w,1)).

Niech D bedzie domknietym podzbiorem nierozktadalnym 2. Mozemy za-
tozy¢, ze g; Z 0 na D x [—1;1]. Dlai = 1,...,s istnieja h; € A(Q x [-1;1))
i nieujemne liczby calkowite k; takie, 7e g;(w,t) = t*h;(w,t) oraz h; # 0
na D x {0}. Niech

77777

wtedy ¥ jest wlasciwym domknietym podzbiorem D. Dla w € D\ &

S

. . /
— hm+ (sgn gi(w, —t) —sgn g;(w,t)) = ESgn hi(w),

gdzie hl(w) = —h;(w,0) jesli k; jest nieparzyste, a hl(w) = 0 jesli k; jest
parzyste. Oczywiscie h; € A(Q).
7 drugiej strony

%(X(lk(o, {he 2 03)) + x(Ik(0, {h, < 0}))) =
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-3 nm+<2 = X(K(0, {gs 2 O1) +2 = x(1K(0, {5, 2 O})) =

~ L im (4 = x(Ik(0, {gu,~¢ > 0})) — x(1k(0, {gus > 0}))) =

t—0t

S

1
=2 — - lim (sgn g;(w, —t) + sgn g;(w, t))

t—0t i1
idlaw e D\ X otrzymujemy jak wyzej

s

1

: "
5 tlirg}r 2 (sgn g;(w, —t) +sgn g;(w, 1)) Z sgn b (

gdzie b} (w) = h;(w,0) jesli k; jest parzyste, a h}(w) = 0 jesli k; jest nieparzyste.

Pokazalismy, ze 5(x(1k(0, {h, > 0})) £ x(Ik(0, {h, < 0}))) jest suma zna-

kow funkeji analitycznych na D\ ¥. Zastosowanie lematu 4.6 konczy dowod.
O

Whniosek 4.12 Dia f € A(QQ) istniejg takie g1, ga, - . ., g4 € A(2), Ze dlaw € Q
1
SX(k(w, V(f))) = <1k (0, V(£.))) ngngz

gdzie V(f) jest kietkiem w w, a V(f,) kietkiem w 0.
Dowod. Mamy
XS V(L) = x (ST 0 {f S 0+ x(SET N {2 0}) = x (57,

zatem na mocy lematu 4.11

(S”lme anh 4y
w g 2 :

Whioski 4.9 1 4.12 implikuja:

Twierdzenie 4.13 Niech () C R" bedzie zwartym zbiorem semianalitycznym
i niech F bedzie dowolng rodzing funkcji zawartq w A(S). Dlaw € Q oznaczmy

przez 1, ideat generowany w R{z} = R{xq,...,x,} przez zbidr {f; | f € ]—“},
a przez X, reprezentanta kietka w zerze zbioru V(I,). Wtedy istniejq takie
V1,2, . .., 0, € A(Q), Ze

vweQ Sx(1k(0, X,,) ngn vi(w
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Uwaga 4.14 Sledzgc dowdd lematu 4.11 mozna sprawdzié, ze wynik ten jest
prawdziwy takie w przypadku, gdy zamiast A(Q) bedziemy rozpatrywadé takq
algebre Q-noetherowskq O(Y) (gdzie Q jest lokalnie domknietym podzbiorem
R™), ze

1) istnieje taki podzbior I C R zawierajgcy otoczenie 0, ze O(2 x I) jest
(Q x I)—noetherowska oraz istnieje naturalne wtozenie O(2) — O(x 1)

2) dla g € O(Q2 x 1) i sktadowej nierozktadalnej D zbioru Q takich, Ze g # 0
na Dx1, istniejg h € O(Qx 1) i nieujemne catkowite k takie, ze g(w,t) =
thh(w,t) dla w € D it dostatecznie blisko 0, h(-,0) € O(Q) oraz h # 0
na D x {0}.

Algebra funkcji Nasha na otwartym zbiorze semialgebraicznym 2 C R”
z przykladu 2.10 oraz algebry z przykladow 2.13, 2.14 spelniaja te warunki.
Dla przyktadu podamy argumentacje dla algebry funkeji Nasha (dla pozosta-
tych analogicznie).

Mozemy przyja¢ I = (—1;1). Niech g e N(Q2 x I), g # 0 na D x I, gdzie
D jest skltadowa nierozkladalna Q. Jesli ¢ = 0 na D x {0} (w przeciwnym
wypadku przyjmujemy h = g), to:

glart) = glo.t) = g(w.0) = [ gl st)ds =

0
1 ag 189
—/0 ta(x,st)ds—t/o a(az,st)ds,

czyli g(x,t) = tf(x,t). Pokazemy, ze f(x,t) = 01%(:70,(%) ds € N(Q x I).
Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.15 (7, Proposition 8.1.8]) Niech U bedzie otwartym semial-
gebraicznym podzbiorem R™. Funkcja f : U — R jest funkcjg Nasha wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest funkcjqg analityczng, spetniajocqg nietrywialne rownanie
algebraiczne na U.

Innymi stowy funkcja f jest Nasha wtedy i tylko wtedy, gdy jest anali-
tyczna oraz istnieje taki wielomian P € Rlxy,...,z,,y] = Rlz,y], P #Z 0,
ze P(x, f(x)) =0naU.

Niech P € Rz, t,y| bedzie takim wielomianem dla funkcji g, tzn. na Q x I
mamy P(z,t,g(r,t)) = 0. Przyjmijmy P’ € Rz,t,y], P'(x,t,y) = P(,t,ty),
wtedy P’ # 0. Funkcja f(x,t) = J%(x, st)ds jest funkcja analityczna
oraz spelnia réwnanie P'(z,t, f(x,t)) = P(xz,t,tf(z,t)) = P(z,t,g(x,t)) =0

na ) x I, zatem jest funkcja Nasha na €2 x I.

Jesli f = 0 na D x {0}, to powtarzamy dla f wczesniejszy rachunek, po
skoniczonej liczbie krokéw otrzymamy h o zadanych wlasnosciach.
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Algebra Rz][f1,..., f,] (przyklad 2.11) takze spelnia powyzsze warunki.
Mozemy bowiem zdefiniowaé¢ algebre Rz, t|[Fi, ..., F,], dla ktorej odwzoro-
wania F; : R" x [-1;1] — R sa dane wzorami Fj(z,t) = fi(x). Jest to
algebra R"™ x [—1; 1]-noetherowska i F,..., F, nie zaleza od ostatniej zmien-
nej, analogicznie jak w przypadku funkcji Nasha mozna pokazaé, ze posiada
ona wlasnosé 2).



Rozdzial 5

Sumy znakoéow rzeczywistych
funkcji analitycznych

Niech Y C R"™ bedzie rzeczywistym zwartym zbiorem semianalitycznym. Za-
tozmy, ze funkcje ¢ : Y — Z posiada reprezentacje jako skoniczona suma

¢ = Zmile

gdzie m; sa liczbami catkowitymi, Y; sa semianalitycznymi podzbiorami Y,
a 1y, oznaczaja funkcje charakterystyczne zbiorow Y;.

Mozemy tak wybra¢ Y;, zeby byly zwartymi semianalitycznymi podzbio-
rami Y. Zgodnie z [33] i [12] definiujemy calke Eulera, operator linku A i ope-

rator dualny D:
[ o= mav,
Y i

Aol = [ o1

gdzie € = €(y) jest dostatecznie maly,

Do(y) = é(y) — Ad(y).

Niech 2 bedzie jak wyzej zwartym semianalitycznym podzbiorem R”. Be-
dziemy mowié, ze funkcja g : Q@ — Z jest sumaq znakow funkcji analitycz-
nych na €, jesli istnieja takie vy, v, ..., v, € A(Q), ze g(w) = ;_; sgnv;(w).
Wtedy g jest w rzeczywisto$ci zdefiniowana na zwartym semianalitycznym oto-
czeniu Y zbioru €2, na ktéorym zdefiniowane sa wszystkie funkcje v;. W tym
przypadku dla w € int Y D 2 mamy:

M) = [otgo = [ g =3 (o= 0 0S5 —x(dn < 0p D).
w,€ i=1

gdzie € jest dostatecznie maty.

49
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Wykorzystujac twierdzenie 4.13, lemat 4.11 i argumentacje podobna do
przeprowadzonej w [40, Corollary 6.3 i Theorem 6.4] pokazemy, jak otrzymadé
wynik analogiczny do gloéwnego twierdzenia [16].

Jesli a #£ 0 # b, to mamy sgna + sgnb =1+ sgnab mod 4.

Zalozmy, ze f € A(Q). Wtedy X = f~1(0) jest zbiorem analitycznym
zdefiniowanym w otoczeniu ).

Na mocy twierdzenia 4.13 istnieja takie funkcje vy, vs,...,v, € A(Q),
ze %X(lk(O,Xw)) = >7 ;sgnu;(w). Niech Q = Q; U...Q,, bedzie rozkladem
na sktadowe nierozktadalne. Zatézmy, ze v; Z O na Q; dlat =1,...,1 < q.
Przyjmujac v = vjvg... 01 X ={w € O | v(w) =0} U, 4 otrzymujemy

Whiosek 5.1 Istniejg wtasSciwy domkniety podzbior ¥ C §, stata catkowita
= 1—11i funkcja analitycza v € A(Y) takie, zZe v jest rézna od zera na L\ X
idlaweQ\X

1
§X<1k(07Xw)) = u+sgno(w) mod 4.
W szczegdlnosci dla takich w

1
§X(lk(0,Xw)) =u+1 mod 2.

Lemat 4.11 implikuje tez twierdzenie analogiczne jak w [33]:

Twierdzenie 5.2 Jesli g : ) — Z jest sumq znakow funkcji analitycznych

V1,2, ...,0s € A(Q) na Q (w szezegdlnosci jesli g(w) = 2x(1k(0,X.,))), to
funkcje %Ag 1 %(g + D g) majg wartosci catkowite i sq sumami znakdw funkcji

analitycznych na 2.

Dowod. Mamy

S

Shgw) = 30 2 (x(fule) 2 0} N 8271 — xl{ui(w) < 0} N S1) =

=1

s

3 %(X(lk(w, {v: > 0})) — x(Ik(w, {v; < 0}))

dla dostatecznie malego €, zatem teza wynika z lematu 4.11.
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