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Wst¦p

Istnieje wiele wªasno±ci lokalnych niezmienników topologicznych charaktery-
zuj¡cych rzeczywiste zbiory algebraiczne. Najprostsza z nich zostaªa odkryta
przez Sullivana [42] w latach siedemdziesi¡tych dwudziestego wieku � ogniwo
zbioru algebraicznego w ka»dym jego punkcie ma parzyst¡ charakterystyk¦
Eulera.

Akbulut i King pokazali, »e w wy»szych wymiarach nie jest to warunek
dostateczny na to, by zbiór byª homeomor�czny ze zbiorem algebraicznym.
Od tej pory skonstruowano wiele topologicznych niezmienników opisuj¡cych
rzeczywiste zbiory algebraiczne i semialgebraiczne. Parusi«ski i McCrory zna-
le¹li sposób opisu takich warunków przy u»yciu pier±cienia funkcji konstru-
owalnych i pewnych operatorów daj¡cych uogólnienie charakterystyki Eulera
ogniwa zbioru algebraicznego. Zde�niowali oni funkcje algebraicznie konstru-
owalne, które ª¡cz¡ algebr¦ rzeczywist¡ z topologi¡ zbiorów algebraicznych.

Parusi«ski i Szafraniec podali [40], [41] charakteryzacj¦ funkcji algebraicz-
nie konstruowalnych, która jest bardzo skuteczna w dowodzeniu wªasno±ci tych
funkcji. Pokazali oni, »e funkcja algebraicznie konstruowalna jest sum¡ znaków
sko«czonej liczby wielomianów.

Funkcje algebraicznie konstruowalne de�niuje si¦ u»ywaj¡c charakterysty-
ki Eulera wªókien odwzorowa« regularnych mi¦dzy zbiorami algebraicznymi.
W dowodzie swojego twierdzenia Parusi«ski i Szafraniec wykorzystali mi¦dzy
innymi wªasno±ci tych zbiorów i odwzorowa«, które wynikaj¡ z tego, »e pier-
±cie« wielomianów jest noetherowski. Nasuwa si¦ pytanie, czy u»ywaj¡c po-
dobnych metod da si¦ bada¢ niezmienniki topologiczne zbiorów zde�niowanych
za pomoc¡ funkcji z algebr Ω � noetherowskich. De�nicja takich algebr zostala
podana przez El Khadiri i Tougerona [19].

W niniejszej pracy zajmiemy sie opisem ogniwa zbioru zer rodziny funk-
cji nale»¡cych do algebry Ω � noetherowskiej. Korzystaj¡c z wªasno±ci tych
algebr oraz z argumentów analogicznych do argumentów stosowanych przez
Parusi«skiego i Szafra«ca poka»emy, »e dla rodziny F funkcji nale»¡cych do
algebry Ω � noetherowskiej (speªniaj¡cej pewne dodatkowe warunki) istniej¡
w tej algebrze takie funkcje v1, v2, . . . , vs, »e dla ω ∈ Ω poªowa charaktery-
styki Eulera ogniwa zbioru ⋂f∈F f

−1(0) w punkcie ω jest równa sumie znaków
funkcji v1, v2, . . . , vs w punkcie ω.
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Wst¦p 3

Chciaªabym wyrazi¢ ogromn¡ wdzi¦czno±¢ mojemu promotorowi Panu Pro-
fesorowi Zbigniewowi Szafra«cowi, który zaispirowaª powstanie tej pracy, za-
interesowaª mnie opisanym w niej problemem i po±wi¦ciª wiele czasu, »eby
przekaza¢ mi wiedz¦ potrzebn¡ do zajmowania si¦ t¡ tematyk¡. Dzi¦kuj¦ za
ogromne zaanga»owanie, opiek¦, cenne wskazówki, rady i sugestie, a tak»e za
»yczliwo±¢, wsparcie, zach¦t¦ i cierpliwo±¢.

Chciaªabym tak»e podzi¦kowa¢ Panu Profesorowi Adamowi Parusi«skiemu
z Université d'Angers oraz zespoªowi kieruj¡cemu programem Research Trai-
ning Network Real Algebraic and Analytic Geometry. W trakcie sta»u �pre�
doc� s�nansowanego przez ten program, który odbywaªam pod kierunkiem
Profesora Parusi«skiego, miaªam mo»liwo±¢ zajmowania si¦ redagowaniem ni-
niejszej pracy.

Serdecznie dzi¦kuj¦ wszystkim tym, dzi¦ki którym mog¦ zajmowa¢ si¦ ma-
tematyk¡ � moim Rodzicom i Siostrze, moim Przyjacioªom, Profesorom, Ko-
le»ankom i Kolegom. Moja praca nie byªaby mo»liwa bez ich pomocy, wsparcia
i wiary we mnie.



Historia problemu i opis wyników

Niech X b¦dzie rzeczywistym zbiorem semialgebraicznym w Rn i niech x ∈ X.
Oznaczmy przez Sx,ε sfer¦ w Rn o ±rodku w x i promieniu ε. Na mocy lematu [7,
9.3.6] o lokalnie sto»kowej postaci zbioru semialgebraicznego, przekrój zbioru
X z kul¡ o ±rodku w punkcie x i promieniu ε jest dla dostatecznie maªych
ε homeomor�czny ze sto»kiem o podstawie Sx,ε ∩ X, zatem dla dostatecznie
maªych ε typ topologiczny przestrzeni Sx,ε ∩X nie zale»y od ε. Przestrze« ta
jest nazywana ogniwem zbioru X w punkcie x ∈ X i oznaczana przez lk(x,X).

W 1971 roku Sullivan [42] dowiódª, »e charakterystyka Eulera ogniwa rze-
czywistego zbioru algebraicznego w dowolnym punkcie jest liczb¡ parzyst¡:
Twierdzenie 1 Je±li X jest rzeczywistym zbiorem algebraicznym w Rn oraz
x ∈ X, to charakterystyka Eulera χ(lk(x,X)) jest parzysta.
Przykªad 2 Zbiór X ⊂ R2

X = {(x, y) | y = 0} ∪ {(x, y) | y ≥ 0, x = 0}

nie mo»e by¢ homeomor�czny ze zbiorem algebraicznym, poniewa» jego ogni-
wem w punkcie (0, 0) jest zbiór skªadaj¡cy si¦ z trzech punktów, zatem jego
charakterystyka Eulera jest równa trzy, czyli jest liczb¡ nieparzyst¡.

Oryginalny dowód Sullivana opieraª si¦ na u»yciu kompleksy�kacji. Sulli-
van pokazaª, »e ogniwo kompleksy�kacji XC w punkcie x ma charakterystyk¦
Eulera równ¡ 0 i korzystaj¡c z tego, »e lk(x,X) jest zbiorem punktów staªych
sprz¦»enia lk(x,XC), udowodniª, »e

χ(lk(x,X)) ≡ χ(lk(x,XC)) mod 2.

Ogólniejsze twierdzenie, o tym, »e w dowolnej rodzinie rzeczywistych zbio-
rów algebraicznych charakterystyka Eulera wªókna odwzorowania regularnego
jest generycznie staªa mod 2, zostaªo udowodnione przez Akbuluta i Kinga [1,
2.3.2] (zob. te» [2]):
Twierdzenie 3 Niech X, Y b¦d¡ rzeczywistymi zbiorami algebraicznymi i niech
Y b¦dzie nierozkªadalny. Niech f : X −→ Y b¦dzie odwzorowaniem regular-
nym. Istnieje taki podzbiór algebraiczny Z ⊂ Y , »e dimZ < dimY i charakte-
rystyka Eulera χ(f−1(y)) jest staªa mod 2 dla y ∈ Y \ Z.
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Historia problemu i opis wyników 5

Wynik Sullivana jest szczególnym przypadkiem tego twierdzenia dla Y = R,
x0 ∈ X i f(x) = ‖x−x0‖2. Dla y < 0 wªókno f−1(y) jest zbiorem pustym, dla
dostatecznie maªych y > 0 wªókno f−1(y) jest równe lk(x0, X).

Benedetti i Dedò [4] oraz Akbulut i King [1] pokazali, »e warunek Sullivana
dla zwartych zbiorów triangulowalnych wymiaru mniejszego lub równego 2 jest
nie tylko konieczny, ale te» wystarczaj¡cy na to, »eby zbiór byª homeomor�czny
z rzeczywistym zbiorem algebraicznym. Akbulut i King [2] skonstruowali topo-
logiczne niezmienniki, de�niuj¡ce warunki konieczne i dostateczne na to, »eby
zwarta 3-wymiarowa triangulowalna przestrze« topologiczna byªa homeomor-
�czna z rzeczywistym zbiorem algebraicznym.

Badaniem niezmienników topologicznych zwi¡zanych z rzeczywistymi zbio-
rami algebraicznymi w kontek±cie wyniku Sullivana zajmowali si¦ równie» Co-
ste i Kurdyka [14], [15]. Udowodnili oni nast¦puj¡ce twierdzenie (Coste [13]
udowodniª je najpierw w przypadku dimX − dimV ≤ 2):
Twierdzenie 4 Niech X b¦dzie rzeczywistym zbiorem algebraicznym, V jego
nierozkªadalnym podzbiorem algebraicznym. Istnieje taki podzbiór algebraiczny
W ⊂ V , »e dimW < dimV oraz charakterystyka Eulera χ(lk(x,X)) jest staªa
mod 4 dla x ∈ V \W .

Coste i Kurdyka zde�niowali niezmienniki mod 2k stowarzyszone ze zbio-
rami algebraicznymi, które dla k = 2, k = 3 pokrywaj¡ si¦ z niezmien-
nikami Akbuluta i Kinga. Now¡ interpretacj¦ i uogólnienie tych niezmien-
ników (charakterystyka Eulera ogniw iterowanych) podali McCrory i Paru-
si«ski w [34]. Stosuj¡c w [33] metody u»ywane przez Coste'a i Kurdyk¦,
skonstruowali oni równie» nowe ogólniejsze niezmienniki Akbuluta i Kinga,
wprowadzaj¡c poj¦cie funkcji algebraicznie konstruowalnych (s¡ to funkcje
φ(w) =

∑s
i=1miχ(f−1

i (w)), gdzie mi ∈ Z, fi : Xi −→ W s¡ regularnymi wªa-
±ciwymi odwzorowaniami mi¦dzy zbiorami algebraicznymi) i dowodz¡c wielu
ich wªasno±ci.

Bardzo u»yteczn¡ charakteryzacj¦ funkcji algebraicznie konstruowalnych
podali Parusi«ski i Szafraniec [40], [41] oraz Coste i Kurdyka [16]. Pokazali
oni, ze funkcje algebraicznie konstruowalne na zbiorze algebraicznym W s¡
reprezentowane przez sumy znaków sko«czonej liczby wielomianów na W :
Twierdzenie 5 NiechW b¦dzie rzeczywistym zbiorem algebraicznym. Funkcja
φ : W −→ Z jest algebraicznie konstruowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡
takie wielomiany g1, g2, . . . , gs na W , »e

φ(w) = sgn g1(w) + sgn g2(w) + . . .+ sgn gs(w),

gdzie sgn g(w) oznacza znak g w punkcie w.
Pierwszy dowód Parusi«skiego i Szafra«ca [40] wykorzystywaª twierdzenie

Eisenbuda i Levine'a [17] oraz formuª¦ Khimshiashvili [26]. Krótszy i prostszy
dowód tych samych autorów w [41] jest oparty na twierdzeniu Hermite'a [23],
[24] i Sylvestera [43] o zwi¡zku liczby pierwiastków wielomianu z sygnatur¡
stowarzyszonej z nim formy kwadratowej.
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Bonnard [10], [11] podaªa ograniczenie na minimaln¡ liczb¦ wielomianów
potrzebnych do reprezentacji funkcji algebraicznie konstruowalnej oraz scha-
rakteryzowaªa te wielomiany, podaj¡c kryterium pozwalaj¡ce sprawdza¢, czy
funkcja konstruowalna jest algebraicznie konstruowalna.

McCrory i Parusi«ski wprowadzili te» funkcje Nasha konstruowalne i zasto-
sowali je jako narz¦dzie do opisu topologii zbiorów ªukowo symetrycznych, zde-
�niowanych przez Kurdyk¦ [27]. Pokazali, »e zbiór S jest ªukowo symetryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy jego funkcja charakterystyczna jest Nasha konstru-
owalna. Bonnard udowodniªa [8], »e funkcje Nasha konstruowalne na zbiorze
zwartym s¡ sumami znaków funkcji semialgebraicznych ªukowo analitycznych
(funkcja jest ªukowo analityczna, je±li jej zªo»enie z dowolnym ªukiem analitycz-
nym jest funkcj¡ analityczn¡). W przypadku wymiaru 2 zaªo»enie o zwarto±ci
dziedziny mo»na opu±cic (zob. [12]).

Bonnard i Pieroni [12] badaªy zwi¡zek pomi¦dzy funkcjami analitycznie
konstruowalnymi (zde�niowanymi analogicznie do funkcji algebraicznie kon-
struowalnych McCrory'ego i Parusi«skiego) a sumami znaków funkcji anali-
tycznych. Inaczej ni» w przypadku algebraicznym, funkcje analitycznie kon-
struowalne nie musz¡ by¢ semianalitycznie konstruowalne (tzn. postaci φ(x) =∑s

i=1mi1Xi
,mi ∈ Z,Xi semianalityczne). Bonnard i Pieroni pokazaªy, »e w wy-

miarze 2 w±ród funkcji semianalitycznie konstruowalnych klasy funkcji anali-
tycznie konstruowalnych i sum znaków funkcji analitycznych si¦ pokrywaj¡.

* * *
Badaj¡c rzeczywiste zbiory algebraiczne cz¦sto dowodzi si¦ najpierw, »e pew-

ne wªasno±ci zachodz¡ �generycznie� tzn. wsz¦dzie poza wªa±ciwym podzbio-
rem algebraicznym. Nast¦pnie stosowana jest indukcja wzgl¦dem wymiaru
zbioru. �eby zastosowa¢ podobny sposób w przypadku rzeczywistych zbiorów
analitycznych wykorzystamy wªasno±ci rodzin noetherowskich i algebr noethe-
rowskich zde�niowanych przez El Khadiri i Tougerona [19].

Niech Ω ⊂ Rn b¦dzie zwartym zbiorem semianalitycznym i niech F b¦dzie
dowoln¡ rodzin¡ rzeczywistych funkcji analitycznych zde�niowanych w otocze-
niu zbioru Ω. Ka»demu punktowi ω ∈ Ω przyporz¡dkowujemy kieªek ana-
lityczny w punkcie ω Yω =

⋂
f∈F f

−1(0) oraz kieªek analityczny w punkcie 0
Xω = {x | x+ω ∈ Yω}. Podobnie jak dla zbiorów semialgebraicznych, na mocy
wªasno±ci lokalnie sto»kowej postaci zbiorów semianalitycznych, ogniwo zbioru
semianalitycznego jest dobrze zde�niowane, zatem tak»e w tym przypadku dla
dostatecznie maªego ε typ topologiczny przestrzeni Sn−1

ε ∩Xω (gdzie Sn−1
ε ozna-

cza sfer¦ w Rn o ±rodku w zerze i promieniu ε) nie zale»y od ε i mo»emy rozwa-
»a¢ ogniwo lk(0, Xω). Celem niniejszej pracy jest pokazanie, »e istniej¡ takie
funkcje analityczne v1, v2, . . . , vs zde�niowane w otoczeniu zbioru Ω, »e dla
ka»dego ω ∈ Ω

1

2
χ(lk(ω, Yω)) =

1

2
χ(lk(0, Xω)) =

s∑
i=1

sgn vi(ω).
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Wynik ten jest prawdziwy w ogólniejszym przypadku, kiedy F jest rodzin¡
funkcji analitycznych nale»¡cych do speªniaj¡cej pewne dodatkowe warunki
(zob. 4.14) algebry Ω�noetherowskiej, np.:

� algebry funkcji Nasha (semialgebraicznych funkcji analitycznych) na Ω,
gdzie Ω jest otwartym zbiorem semialgebraicznym w Rn,

� algebry R[x][f1, . . . , fq], gdzie R[x] = R[x1, . . . , xn] jest pier±cieniem wie-
lomianów na Rn, fi = eQi , Qi ∈ R[x],

� algebry funkcji analitycznych i jednocze±nie subanalitycznych (tzn. ta-
kich, których wykresy s¡ zbiorami subanalitycznymi) na Ω, gdzie Ω jest
otwartym subanalitycznym podzbiorem Rn relatywnie zwartym.

W powy»szych przypadkach funkcje v1, v2, . . . , vs mo»na wybra¢ w danej alge-
brze Ω�noetherowskiej.

Rezultat ten umo»liwia przeniesienie niektórych wyników Parusi«skiego
i McCrory'ego [33], [35], Parusi«skiego i Szafra«ca [40] oraz Coste'a i Kurdyki
[16], dotycz¡cych funkcji algebraicznie konstruowalnych i lokalnych wªasno±ci
topologicznych zbiorów algebraicznych, na przypadek rodzin noetherowskich
kieªków analitycznych.

Gªówne wyniki zaprezentowane w pracy zostan¡ opublikowane w artykule
[39].



Rozdziaª 1

Wprowadzenie

W tym rozdziale sformuªujemy de�nicje i twierdzenia, które b¦d¡ wykorzysty-
wane w rozdziaªach nast¦pnych. B¦dzie to jedynie krótki przegl¡d znanych
faktów z algebry oraz geometrii algebraicznej i analitycznej, bez przytaczania
dowodów, które mo»na znale¹¢ w ksi¡»kach [3], [7], [29], [37], [38] oraz artykule
[5].

Zde�niujemy kieªki funkcji i zbiorów, zbiory algebraiczne, analityczne i se-
mianalityczne i przytoczymy ich podstawowe wªasno±ci. Podamy równie»
pewne wªasno±ci kieªków zbiorów analitycznych i kieªków funkcji holomor�cz-
nych. Omówimy rozkªad prymarny ideaªów (odp. podmoduªów) w pier±cieniu
(odp. module) noetherowskim jako analogi¦ dla rozkªadu kieªków analitycz-
nych na skªadowe nierozkªadalne. Na koniec przypomnimy poj¦cia lokalnego
stopnia topologicznego odwzorowania w zerze i charakterystyki Eulera zbioru
i sformuªujemy twierdzenia Khimshiashvili i Eisenbuda�Levine'a.

Sprecyzujemy równie» terminologi¦ i oznaczenia, których b¦dziemy u»ywa¢
w dalszej cz¦±ci pracy.

W podrozdziale 1.2.4 przedstawione b¦d¡ dowody kilku wªasnych wyników,
dotycz¡cych szczególnych wªasno±ci kieªków pewnych zbiorów analitycznych
w Cn (lematy 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, 1.20 oraz wniosek 1.22). Dowody te
zamieszczone s¡ równie» w [39].

1.1 Kieªki zbiorów i funkcji

De�nicja Niech T b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ i niech a ∈ T . De�-
niujemy nast¦puj¡c¡ relacj¦ równowa»no±ci w klasie wszystkich podzbiorów
przestrzeni T : zbiory E1, E2 s¡ ze sob¡ w relacji, je±li E1 ∩ U = E2 ∩ U dla
pewnego otwartego otoczenia U punktu a. Klas¦ abstrakcji zbioru E nazy-
wamy kieªkiem zbioru E w punkcie a i oznaczamy przez Ea.

Relacja zawierania, dziaªania sko«czonej sumy i sko«czonego przekroju
zbiorów, ró»nicy zbiorów i uzupeªnienia zbioru i ich elementarne wªasno±ci
przenosz¡ si¦ w naturalny sposób na kieªki w punkcie a. W tym kontek±cie
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Wprowadzenie 9

rol¦ zbioru pustego peªni kieªek zbioru pustego w a, a rol¦ caªej przestrzeni �
jej kieªek w punkcie a. Mamy zatem Ea ∪ Fa = (E ∪ F )a, Ea ∩ Fa = (E ∩ F )a

itd., zawieranie Ea ⊂ Fa oznacza, »e istnieje takie otoczenie U punktu a,
»e E ∩ U ⊂ F ∩ U .

Kieªki zbiorów analitycznych (w zale»no±ci od kontekstu zespolonych lub rze-
czywistych � zob. rozdziaª 1.2) b¦dziemy nazywa¢ kieªkami analitycznymi.
De�nicja Niech A b¦dzie kieªkiem zbioru w punkcie a ∈ T i niech X b¦dzie
dowolnym zbiorem. De�niujemy nast¦puj¡c¡ relacj¦ równowa»no±ci w klasie
wszystkich funkcji zde�niowanych na reprezentantach A o warto±ciach w X:
funkcje f1, f2 s¡ ze sob¡ w relacji, je±li f1 = f2 na pewnym reprezentancie kieªka
A. Klas¦ abstrakcji funkcji f nazywamy kieªkiem funkcji f na A i oznaczamy
przez fA.

Zatem dla ka»dej funkcji f , której dziedzina zawiera A, kieªek fA = (f |Ã)A

jest dobrze zde�niowany, gdzie Ã oznacza reprezentanta kieªka A.
W przypadku, kiedy X jest pier±cieniem (odp. moduªem nad pier±cieniem

R), powy»sza relacja jest zgodna z dodawaniem i mno»eniem funkcji (lub odp.
mno»eniem funkcji przez elementy z R): fA + gA = (f + g)A, fAgA = (fg)A

(odp. ζfA = (ζf)A). W rezultacie w zbiorze kieªków funkcji na A o warto±ciach
w X otrzymujemy struktur¦ pier±cienia (odp. moduªu nad pier±cieniem R).

W przypadku kiedy A jest kieªkiem caªej przestrzeni, tzn. A = Ta, kieªek
fA funkcji f na A nazywamy kieªkiem funkcji f w punkcie a i oznaczamy fa.
B¦dziemy równie» stosowa¢ oznaczenie f : (T, a) −→ (X, b), gdzie b = f(a).

Podobnie jak kieªki zbioru i funkcji w jednym punkcie mo»emy zde�nio-
wa¢ kieªki zbioru w pewnym podzbiorze tego zbioru i funkcji na kieªku zbioru
w pewnym jego podzbiorze. De�niujemy nast¦puj¡c¡ relacj¦ równowa»no±ci
w klasie wszystkich zbiorów w przestrzeni topologicznej T : zbiory E1, E2 s¡
ze sob¡ w relacji, je±li E1 ∩ U = E2 ∩ U dla pewnego otwartego otoczenia U
podzbioru A. Klas¦ abstrakcji zbioru E nazywamy kieªkiem zbioru E w pod-
zbiorze A i oznaczamy przez EA. Kieªki funkcji na takich kieªkach zbiorów
de�niujemy analogicznie jak kieªki funkcji na kieªkach zbiorów w punkcie.

1.2 Zbiory algebraiczne i semialgebraiczne, ana-

lityczne i semianalityczne

1.2.1 Zbiory algebraiczne i semialgebraiczne

Niech R[x1, . . . , xn] oznacza pier±cie« wielomianów zmiennych x1, . . . , xn o wspóª-
czynnikach w R.
De�nicja Zbiór X ⊂ Rn nazywamy zbiorem algebraicznym, je±li jest on
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postaci
X =

k⋂
i=1

{x | Pi(x) = 0}.

gdzie Pi ∈ R[x1, . . . , xn] dla i = 1, . . . , k.
Ideaªem podzbioru S ⊂ Rn nazywamy ideaª

I(S) = {P ∈ R[x1, . . . , xn] | ∀x∈S P (x) = 0}.

Zbiorem zer podzbioru B ⊂ R[x1, . . . , xn] nazywamy zbiór
V (B) = {x ∈ Rn | ∀P∈B P (x) = 0}.

Je±li B = {P1, . . . , Pk}, to oznaczamy V (B) = V (P1, . . . , Pk).
Niech I b¦dzie ideaªem w R[x1, . . . , xn] generowanym przez wielomiany

P1, . . . , Pk. Zbiór algebraiczny
V (I) = {x ∈ Rn | ∀f∈I f(x) = 0}

nazywamy zbiorem zer ideaªu I. Nie zale»y on od wyboru generatorów i po-
krywa si¦ ze zbiorem V (P1, . . . , Pk).

Dla dowolnego zbioru algebraicznego A ⊂ Rn istnieje taki wielomian P
w pier±cieniu R[x1, . . . , xn], »e A = V (P ).

De�nicja Zbiór X ⊂ Rn nazywamy zbiorem semialgebraicznym, je±li jest on
postaci

X =
m⋃

i=1

(
{x | Pi(x) = 0} ∩

ki⋂
j=1

{x | Qij(x) > 0}

)
.

gdzie Pi, Qij ∈ R[x1, . . . , xn] dla i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , ki.

1.2.2 Zbiory analityczne i semianalityczne

Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ analityczn¡ rzeczywist¡ (odp. zespolon¡). Dla
otwartego podzbioru U ⊂ M oznaczmy przez A(U) (odp. H(U)) pier±cie«
rzeczywistych funkcji analitycznych na U (odp. zespolonych funkcji holomor-
�cznych na U).
De�nicja Zbiór X ⊂ M nazywamy zbiorem analitycznym, je±li dla ka»dego
a ∈ M istniej¡ jego otoczenie U i funkcje f1, . . . , fk ∈ A(U) (odp. H(U))
takie, »e

X ∩ U =
k⋂

i=1

{x | fi(x) = 0}.

Zbiór analityczny jest zawsze domkni¦ty w M .
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Twierdzenie 1.1 [37, Corollary V 2.1] Niech A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ Ak ⊃ . . .
b¦dzie ci¡giem zst¦puj¡cym zbiorów analitycznych w zbiorze otwartym U ⊂ kn,
gdzie k = R lub k = C. Ci¡g ten stabilizuje si¦ na ka»dym zbiorze zwartym
zawartym w U .
Wniosek 1.2 [37, Corollary V 2.2] Dla dowolnej rodziny {Aα} zbiorów ana-
litycznych w zbiorze otwartym U ⊂ kn zbiór ⋂Aα jest zbiorem analitycznym
w U .

De�nicja Niech U ⊂ M b¦dzie zbiorem otwartym. Straty�kacj¡ zbioru U
nazywamy tak¡ lokalnie sko«czon¡ rodzin¦ zbiorów {Ak}, »e:
(1) U jest sum¡ rozª¡czn¡ zbiorów Ak;
(2) ka»dy zbiór Ak jest spójn¡ podrozmaitosci¡ M ;
(3) (�Warunek brzegu�) je±li Ak ∩ Al 6= ∅, to Ak ⊂ Al i dimAk < dimAl.

Zbiory Ak nazywamy stratami tej straty�kacji.
Je±li dana jest rodzina {Xi}i∈I podzbiorów U , to mówimy, »e straty�kacja

jest zgodna z t¡ rodzin¡, je±li ka»dy zbiór Xi jest sum¡ stratów tej straty�kacji.

Zaªó»my, »e M jest rozmaito±ci¡ rzeczywist¡.
De�nicja Zbiór X ⊂ M nazywamy zbiorem semianalitycznym, je±li dla ka»-
dego a ∈M istniej¡ jego otoczenie U oraz funkcje gi, fij ∈ A(U), i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . , ki, takie, »e

X ∩ U =
m⋃

i=1

(
{x | gi(x) = 0} ∩

ki⋂
j=1

{x | fij(x) > 0}

)
.

Zbiory semianalityczne posiadaj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:
1. Skªadowe spójno±ci zbioru semianalitycznego s¡ semianalityczne.
2. Rodzina skªadowych spójno±ci zbioru semianalitycznego jest lokalnie sko«-

czona.
3. Zbiór semianalityczny jest lokalnie spójny.
4. Domkni¦cie i wn¦trze zbioru semianalitycznego jest semianalityczne.
5. Zbiory semianalityczne s¡ triangulowalne (zob. [30]).
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Twierdzenie 1.3 ([5, Corollary 2.11]) Niech {Xi} b¦dzie lokalnie sko«czon¡
rodzin¡ semianalitycznych podzbiorów M . Istnieje taka straty�kacja {Ak} roz-
maito±ci M , »e Ak s¡ podzbiorami semianalitycznym i analitycznymi podroz-
maitosciami M oraz {Ak} jest zgodna z {Xi}.

Maj¡c straty�kacj¦ {Ak} zbioru semianalitycznego X, mo»emy zde�niowa¢
jego wymiar: dimX = maxk dimAk. De�nicja jest niezale»na od wyboru
straty�kacji, dimX = d wtedy i tylko wtedy, gdy X zawiera zbiór otwarty
homeomor�czny z otwart¡ kul¡ w Rd, a nie zawiera »adnego zbioru otwartego
homeomor�cznego z otwart¡ kul¡ w Re, e > d.
Twierdzenie 1.4 ([29, Proposition 19.2] Lemat o wyborze ªuku) Je»eli A jest
podzbiorem semianalitycznym rzeczywistej rozmaito±ci analitycznej M i a ∈ A
nie jest jego punktem izolowanym, to istnieje taki ªuk λ klasy C1, o ko«cu a,
»e λ \ {a} ⊂ A.

Fakt, »e rzut zbioru semianalitycznego nie musi by¢ zbiorem semianalitycz-
nym, staª si¦ motywacj¡ do wprowadzenia i badania wªasno±ci szerszej klasy
zbiorów:
De�nicja Podzbiór X ⊂ M nazywamy zbiorem subanalitycznym, je±li dla
ka»dego punktu z M istnieje takie otoczenie U , »e X ∩U jest rzutem relatyw-
nie zwartego zbioru semianalitycznego (tzn. istnieje rzeczywista rozmaito±¢
analityczna N i relatywnie zwarty zbiór semianalityczny A ⊂ M × N takie,
»e X ∩ U = π(A), gdzie π : M ×N −→M jest rzutem).

Zbiory subanalityczne tak»e posiadaj¡ wªasno±ci 1. � 5. wymienione wy»ej
dla zbiorów semianalitycznych. Ka»dy zbiór subanalityczny relatywnie zwarty
ma sko«czon¡ liczb¦ skªadowych spójno±ci.

Zaªó»my teraz, »e M jest rozmaito±ci¡ zespolon¡ wymiaru n.

De�nicja Niepusty zbiór analityczny V ⊂ M nazywamy nierozkªadalnym,
je±li nie jest sum¡ dwóch swoich wªa±ciwych podzbiorów, które s¡ analityczne
w M . W przeciwnym wypadku zbiór V nazywamy rozkªadalnym.

Twierdzenie 1.5 ([28, Wniosek IV 2.4, Wniosek IV 2.3]) Nierozkªadalne zbiory
analityczne w M s¡ spójne.

Zbiór analityczny V ⊂ M jest nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
domkni¦ciem niepustej spójnej podrozmaito±ci rozmaito±ci M .
Twierdzenie 1.6 ([28, Propozycja IV 2.3]) Niech V,W ⊂ M b¦d¡ zbiorami
analitycznymi. Je±li W ⊂ V i V jest nierozkªadalny, to

W ( V ⇔ W jest nigdzieg¦sty w V ⇔ dimW < dimV.
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Nieskracalnym rozkªadem zbioru analitycznego V ⊂ M na skªadowe nie-
rozkªadalne nazywamy rozkªad zbioru V na sum¦ lokalnie sko«czonej rodziny
takich nierozkªadalnych zbiorów analitycznych Vi ⊂M , »e Vi 6⊂ Vj dla i 6= j.
Twierdzenie 1.7 ([28, Twierdzenie IV 2.4]) Ka»dy zbiór analityczny V ⊂M
posiada jednoznaczny nieskracalny rozkªad V =

⋃
i Vi na skªadowe nierozkªa-

dalne.
Zbiory Vi nazywamy skªadowymi nierozkªadalnymi zbioru V.

Twierdzenie 1.8 ([28, Twierdzenie IV 2.5]) Niech V,W ⊂ M b¦d¡ zbiorami
analitycznymi. Zbiór V \W jest sum¡ skªadowych nierozkªadalnych zbioru V ,
które nie s¡ zawarte w W , zatem jest analityczny.
Twierdzenie 1.9 ([28, Propozycja IV 8.2]) Dla dowolnej lokalnie sko«czonej
rodziny {Wj} zbiorów analitycznych w M istnieje taka straty�kacja M , której
strata s¡ zespolonymi podrozmaito±ciami M , a ich domkni¦cia zbiorami anali-
tycznymi, i która jest zgodna z t¡ rodzin¡.

1.2.3 Zbiory analitycznie konstruowalne

Zaªó»my, »e M jest rozmaito±ci¡ zespolon¡ wymiaru n.
De�nicja Zbiorami analitycznie konstruowalnymi w M nazywamy elementy
najmniejszej rodziny podzbiorów rozmaito±ciM , która zawiera wszystkie zbiory
analityczne wM i jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na lokalnie sko«czon¡ sum¦ zbio-
rów i na dopeªnienie zbioru.

Ró»nica i sko«czony przekrój zbiorów analitycznie konstruowalnych jest te»
zbiorem analitycznie konstruowalnym.
Twierdzenie 1.10 ([28, IV 8.4] Lemat o wyborze ªuku) Je»eli E jest zbiorem
analitycznie konstruowalnym oraz a ∈ E nie jest jego punktem izolowanym, to
istnieje taki ªuk λ klasy C1, o ko«cu a, »e λ \ {a} ⊂ E.
Twierdzenie 1.11 ([28, Twierdzenie IV 8.5]) Domkni¦cie zbioru analitycz-
nie konstruowalnego jest zbiorem analitycznym. Rodzina domkni¦tych zbiorów
analitycznie konstruowalnych pokrywa si¦ z rodzin¡ zbiorów analitycznych.

Zbiór E ⊂ M jest analitycznie konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
E =

⋃
i(Vi \Wi), gdzie {Vi} jest lokalnie sko«czon¡ rodzin¡ nierozkªadalnych

zbiorów analitycznych, Wi s¡ zbiorami analitycznymi; ponadto Vi, Wi mo»na
wybra¢ tak, »e Wi ( Vi.
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1.2.4 Kieªki zespolonych zbiorów analitycznych

De�nicja Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ rzeczywist¡ (odp. zespolon¡) i niech
a ∈ M . Pier±cie« kieªków rzeczywistych funkcji analitycznych (odp. zespo-
lonych funkcji holomor�cznych) w a oznaczamy Aa lub Aa(M) (odp. Ha

lub Ha(M)).
W szczególno±ci An = A0(Rn) (odp. Hn = H0(Cn)) oznacza pier±cie« kieª-

ków funkcji holomor�cznych w 0 ∈ Rn (odp. Cn). Zauwa»my, »e za pomoc¡
izomor�zmu, który kieªkowi funkcji w zerze przyporz¡dkowuje jej rozwini¦cie
w szereg w zerze, pier±cie« An (odp. Hn) mo»na identy�kowa¢ z pier±cieniem
R{x1, . . . xn} (odp. C{z1, . . . zn}) szeregów formalnych o wspóªczynnikach rze-
czywistych (odp. zespolonych) zbie»nych w otoczeniu zera.

Pier±cienie Aa i An (odp. Ha i Hn) s¡ izomor�czne, izomor�zm de�niuje
si¦ za pomoc¡ lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych φ w otoczeniu punktu a:

Aa 3 f 7→ f ◦ φ−1 ∈ An (odp. Ha 3 f 7→ f ◦ φ−1 ∈ Hn).
Pier±cienie Aa, Ha s¡ noetherowskie i lokalne, ideaªem maksymalnym jest
ma = {f ∈ Aa | f(a) = 0} (odp. ma = {f ∈ Ha | f(a) = 0}).

Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ zespolon¡.
Niech a ∈ M i niech A b¦dzie kieªkiem analitycznym w a. Ideaªem kieªka

analitycznego A nazywamy zbiór
I(A) = {f ∈ Ha | fA = 0}.

Dla dowolnych kieªków analitycznych A,A1, . . . , Ak, B w punkcie a:
1. A ⊂ B ⇔ I(A) ⊃ I(B).
2. A = B ⇔ I(A) = I(B).
3. I(A1 ∪ . . . ∪ Ak) = I(A1) ∩ . . . ∩ I(Ak).
4. rad I(A) = I(A).
Niech I b¦dzie ideaªem w Ha. Poniewa» Ha jest pier±cieniem noetherow-

skim, to I ma sko«czon¡ liczb¦ generatorów, oznaczmy je przez f1, . . . , fk.
Zatem istnieje wspólne otoczenie punktu a, na którym s¡ okre±lone reprezen-
tanty f̃1, . . . , f̃k generatorów ideaªu I.

Kieªek analityczny w a

V (I) = V (f1, . . . , fk) = {z ∈M | f̃1 = . . . = f̃k = 0}a

nie zale»y od wyboru generatorów. Nazywamy go zbiorem zer ideaªu I.
Dla dowolnych ideaªów I, I1, . . . , Ik, J ⊂ Ha oraz dowolnego kieªka anali-

tycznego A w punkcie a:
1. I ⊂ J ⇒ V (I) ⊃ V (J).
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2. V (I1 ∩ . . . ∩ Ik) = V (I1) ∪ . . . ∪ V (Ik).
3. V (rad I) = V (I).
4. V (I(A)) = A.
5. I ⊂ I(V (I)) (zob. 1.12).

Twierdzenie 1.12 [28, III 4.1] (Lokalne twierdzenie Hilberta o zerach) Niech
a ∈M i niech I b¦dzie ideaªem w pier±cieniu Ha. Wtedy

I(V (I)) = rad I.

W szczególno±ci I(V (I)) = I, je±li I jest ideaªem pierwszym.

De�nicja Niepusty kieªek analityczny A w punkcie a ∈ M nazywamy nie-
rozkªadalnym, je±li dla dowolnych kieªków analitycznych A1, A2 w a

A = A1 ∪ A2 ⇒ A = A1 lub A = A2.

Lemat 1.13 ([28, Propozycja II 4.2]) Kieªek analityczny A jest nierozkªadalny
wtedy i tylko wtedy, gdy jego ideaª I(A) jest pierwszy.
Twierdzenie 1.14 ([28, Propozycja II 4.1]) Ka»dy kieªek analityczny A przed-
stawia si¦ jednoznacznie jako suma sko«czona takich nierozkªadalnych kieªków
analitycznych Ai, »e Ai 6⊂ Aj dla i 6= j.

Udowodnimy teraz szczególne wªasno±ci kieªków pewnych zbiorów anali-
tycznych w Cn, które b¦dziemy wykorzystywa¢ w dalszej cz¦±ci pracy.

Niech f : (Cn, 0) −→ (C, 0) b¦dzie kieªkiem funkcji holomor�cznej w zerze
i niech r(z) = z2

1 + . . .+z2
n dla z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn. Oznaczmy przez G kieªek

w zerze zbioru analitycznego⋂
i<j

{
z ∈ Cn | det

[
∂r
∂zi

∂r
∂zj

∂f
∂zi

∂f
∂zj

]
= 0

}
=
⋂
i<j

{
z ∈ Cn | det

[
zi zj
∂f
∂zi

∂f
∂zj

]
= 0

}
,

tzn. G jest kieªkiem zbioru tych z ∈ Cn, dla których

∇r(z) =

(
∂r

∂z1

(z), . . . ,
∂r

∂zn

(z)

)
oraz ∇f(z) =

(
∂f
∂z1

(z), . . . , ∂f
∂zn

(z)
)
s¡ liniowo zale»ne. W zale»no±ci od kon-

tekstu G b¦dzie te» oznacza¢ pewnego reprezentanta tego kieªka.
Oznaczmy przez G ′ kieªek w punkcie zero zbioru G \ f−1(0). Poka»emy,

»e G ′ ∩ f−1(0) = G ′ ∩ r−1(0).
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Lemat 1.15 G ∩ r−1(0) ⊂ f−1(0).

Dowód. Zaªó»my, »e (G ∩ r−1(0)) \ (G ∩ f−1(0)) 6= ∅. Jest to zbiór analitycznie
konstruowalny, zatem na mocy lematu o wyborze ªuku 1.10 istnieje taki ªuk
γ = (γ1, . . . , γn) klasy C1, »e γ(0) = 0 oraz γ\{0} ⊂ (G∩r−1(0))\(G∩f−1(0)).
Zatem r(γ(t)) ≡ 0. St¡d
(1.1)
d

dt
r(γ(t)) =

〈
∇r(γ(t)), d

dt
γ(t)

〉
=

∂r

∂z1

(γ(t))
dγ1

dt
(t)+. . .+

∂r

∂zn

(γ(t))
dγn

dt
(t) ≡ 0,

gdzie 〈u, v〉 =
∑n

j=1 ujvj dla u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Cn.
Poniewa» ∇r(z) = (2z1, . . . , 2zn) 6= 0 dla z 6= 0 oraz γ(t) ∈ G, to z de�nicji

kieªka G
∀t ∃c(t)∈C ∇f(γ(t)) = c(t)∇r(γ(t)).

Zatem z (1.1) mamy
d

dt
f(γ(t)) = 〈∇f(γ(t)),

d

dt
γ(t)〉 = c(t)〈∇r(γ(t)), d

dt
γ(t)〉 ≡ 0,

czyli f ◦ γ = const. Poniewa» (f ◦ γ)(0) = 0, to γ ⊂ f−1(0) � sprzeczno±¢.
�

Lemat 1.16 G ′ jest kieªkiem zbioru analitycznego.
Dowód. Kieªki G, G ∩ f−1(0) s¡ kieªkami zbiorów analitycznych, zatem re-
prezentant G \ f−1(0) jest zbiorem analitycznie konstruowalnym. Na mocy
twierdzenia 1.11 domkni¦cie zespolone zbioru konstruowalnego analitycznie
jest zbiorem analitycznym, zatem reprezentant kieªka G ′ jest zbiorem anali-
tycznym.

�

Lemat 1.17 Niech G1, . . . ,Gp b¦d¡ takimi skªadowymi nierozkªadalnymi G,
»e Gi \ f−1(0) 6= ∅ dla i = 1, . . . , p. Wtedy G ′ = G1 ∪ . . . ∪ Gp. Ponadto
Gi \ f−1(0) jest g¦sty w Gi.
Dowód. Na mocy twierdzenia 1.8, G ′ = G1 ∪ . . . ∪ Gp. Poniewa» kieªki Gi s¡
nierozkªadalne, Gi ∩ f−1(0) jest nigdzieg¦sty w Gi zgodnie z twierdzeniem 1.6,
zatem Gi \ f−1(0) = Gi \ (Gi ∩ f−1(0)) jest g¦sty w Gi.

�

Lemat 1.18 Niech G1, . . . ,Gp b¦d¡ zde�niowane jak w lemacie 1.17. Niech
Gi \ r−1(0) =

⋃
Ai,k b¦dzie rozkªadem na sko«czon¡ liczb¦ rozª¡cznych podroz-

maito±ci analitycznych (zob. twierdzenie 1.9). Wtedy istnieje otoczenie zera,
w którym dla ka»dych i, k obci¦cie r do zbioru Ai,k nie ma »adnych punktów
krytycznych.
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Dowód. Ustalmy i, k i zaªó»my, »e w ka»dym otoczeniu zera zbiór punktów
krytycznych r|Ai,k

jest niepusty. Wtedy jest on analitycznie konstruowalny.
Na mocy lematu o wyborze ªuku 1.10 istnieje taki ªuk γ, »e γ(0) = 0 oraz γ\{0}
jest zawarty w zbiorze punktów krytycznych r|Ai,k

. Zatem funkcja r|Ai,k
◦ γ

jest staªa. Poniewa» r(γ(0)) = r(0) = 0, zatem r|Ai,k
◦ γ ≡ 0. Otrzymujemy

γ ⊂ Ai,k ∩ r−1(0) = ∅ � sprzeczno±¢. W konsekwencji w pewnym otoczeniu
zera zbiór punktów krytycznych r|Ai,k

musi by¢ zbiorem pustym.
�

Przypomnijmy de�nicj¦ warunków Whitneya oraz straty�kacji Whitneya
(zob. np. [7, De�nition 9.7.1]). Niech TxX oznacza przestrze« styczn¡ do
rozmaito±ci X w punkcie x ∈ X.
De�nicja Niech X i Y b¦d¡ dwiema rozª¡cznymi spójnymi podrozmaito-
±ciami kn, k = R lub k = C, takimi, »e Y ⊂ X. Niech y ∈ Y i k = dim(X).

a) Para (X, Y ) speªnia warunek a w punkcie y, je±li dla ka»dego ci¡gu
(xν)ν∈N w X takiego, »e limν→∞ xν = y i limν→∞ Txν X = τ ∈ Gn,k(k),
τ zawiera Ty Y .

b) Para (X, Y ) speªnia warunek b w punkcie y, je±li dla ka»dego ci¡gu
(xν)ν∈N w X i ci¡gu (yν)ν∈N w Y takich, »e limν→∞ xν = limν→∞ yν = y,
limν→∞ Txν X = τ ∈ Gn,k(k) oraz limν→∞ k(xν − yν) = δ ∈ Pn−1(k),
zachodzi δ ⊂ τ .

Symbol Gn,k(k) oznacza tu grassmannian (zbiór podprzestrzeni wektorowych
wymiaru k przestrzeni kn), a Pn−1(k) � przestrze« rzutow¡.

B¦dziemy mówi¢, »e zbiór analityczny posiada straty�kacj¦ Whitneya, je±li
istnieje taka jego straty�kacja, której ka»de strata X, Y takie, »e Y ⊂ X,
speªniaj¡ warunki Whitneya a i b.

Twierdzenie 1.19 (zob. np. [50, Theorem 19.2], [7, Theorem 9.7.11]). Ka»dy
zbiór analityczny posiada straty�kacj¦ Whitneya. Dla dowolnej straty�kacji
(Ei)i∈I zbioru analitycznego istnieje taka straty�kacja Whitneya (Fj)j∈J tego
zbioru, »e ka»de stratum Ei jest sum¡ pewnych stratów z (Fj)j∈J .

Lemat 1.20 G ′ ∩ f−1(0) \ r−1(0) = ∅.

Dowód. Niech G1, . . . ,Gp b¦d¡ zde�niowane jak w lemacie 1.17. Ustalmy i
w zbiorze {1, . . . , p}. Poka»emy, »e

Gi ∩ f−1(0) \ r−1(0) = ∅.

Z twierdzenia 1.19 zbiór Gi posiada tak¡ straty�kacj¦ Whitneya Gi =
⋃
Ai,j,

»e Gi ∩ f−1(0) oraz Gi \ r−1(0) s¡ sumami stratów. Niech Ai,k b¦dzie pewnym



Wprowadzenie 18

stratum zawartym w Gi \ r−1(0). Na mocy lematu 1.18 istnieje takie otoczenie
zera, w którym obci¦cie r|Ai,k

jest submersj¡.
Zaªó»my, »e z0 ∈ Gi ∩ f−1(0) \ r−1(0). Niech A b¦dzie takim stratum,

»e z0 ∈ A (wtedy A ⊂ Gi \ r−1(0), czyli A jest jednym ze stratów Ai,k) i niech
B ⊂ Gi \ f−1(0) b¦dzie takim stratum, »e A ⊂ B. Lemat 1.17 implikuje
istnienie co najmniej jednego niepustego stratum speªniaj¡cego ten warunek.

U»ywaj¡c twierdzenia Thoma�Mathera poka»emy, »e z0 nie jest izolowany
w zbiorze B ∩ r−1(r(z0)).

Twierdzenie 1.21 (Thom�Mather, zob. [46, Theorem 4.3.1]) Niech X =⋃
Xα b¦dzie przestrzeni¡ analityczn¡, która posiada straty�kacj¦ Whitneya.

Dla dowolnego x ∈ Xα, lokalnego zanurzenia X ⊂ Cn w otoczenie x i lokalnej
holomor�cznej retrakcji ρ : Cn −→ Xα istniej¡ otwarte otoczenie U punktu
x w Cn i homeomor�zm zgodny z retrakcj¡ ρ taki, »e je±li V = U ∩ Xα oraz
Π2 : (ρ−1(x) ∩X ∩ U)× V −→ V jest rzutem na drug¡ zmienn¡, to diagram

X ∩ U ' (ρ−1(x) ∩X ∩ U)× V
ρ|X∩U ↘ ↙ Π2

V

jest przemienny.
Homeomor�zm ten indukuje dla ka»dego Xβ zawieraj¡cego Xα analogiczny

homeomor�zm
Xβ ∩ U ' (ρ−1(x) ∩Xβ ∩ U)× V

ρ|Xβ∩U ↘ ↙ Π2

V

.

Zbiór A ∪ B speªnia zaªo»enia tego twierdzenia. Oznaczmy k = dimCA,
r̃ = r|A. Poniewa» r̃ nie ma punktów krytycznych, to istniej¡ takie holomor-
�czne r2, . . . , rk : Cn −→ C, »e dla z z pewnego otoczenia z0 ró»niczki od-
wzorowa« r̃i = ri|A tworz¡ ukªad liniowo niezale»ny dr̃(z), dr̃2(z), . . . , dr̃k(z).
Przyjmijmy R = (r, r2, . . . , rk) : Cn −→ Ck. Niech R̃ = R|A, wtedy rz¡d
macierzy pochodnej dR̃(z0) wynosi k. Zatem R̃ : (A, z0) −→ (Ck, R(z0)) jest
holomor�cznym dyfeomor�zmem. Oznaczmy przez S : (Ck, R(z0)) −→ (A, z0)
odwzorowanie odwrotne do R̃.

De�niujemy lokaln¡ retrakcj¦ ρ : Cn −→ A jako zªo»enie ρ(z) = (S ◦R)(z).
Na mocy twierdzenia 1.21 istnieje otoczenie U punktu z0 i homeomor�zm h
takie, »e dla V = U ∩ A

B ∩ U h' (ρ−1(z0) ∩B ∩ U)× V
ρ|B∩U ↘ ↙ Π2

V

.

Poniewa»
ρ−1(z0) = (S ◦R)−1(z0) = R−1(S−1(z0)) = R−1(R̃(z0)) = R−1(R(z0)),
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to w otoczeniu z0 mamy
(ρ−1(z0)∩B∩U)×V = (R−1(R(z0))∩B∩U)×V ⊂ (r−1(r(z0))∩B∩U)×V.

Poniewa» A ⊂ B, to istnieje taki ci¡g (zn) ⊂ B, »e zn → z0. Niech ci¡g
(yn) ⊂ (R−1(R(z0)) ∩ B ∩ U) b¦dzie taki, »e zn = h−1(yn, ρ(zn)). Wtedy
yn → z0 oraz (yn) ⊂ r−1(r(z0)).

St¡d z0 nie jest punktem izolowanym w B ∩ r−1(r(z0)). Lemat o wyborze
ªuku 1.10 implikuje istnienie takiego ªuku γ, »e γ \ {z0} ⊂ B ∩ r−1(r(z0))
i γ(0) = z0.

Poniewa» γ\{z0} ⊂ B ⊂ Gi\f−1(0), na mocy lematu 1.18 r|B jest submersj¡
i r|B(γ(t)) ≡ r(z0), to u»ywaj¡c takich samych argumentów jak w dowodzie
lematu 1.15 mo»emy wnioskowa¢, »e f |B jest staªa wzdªu» γ.

Rzeczywi±cie, poniewa» r|B(γ(t)) ≡ r(z0), to d
dt
r|B(γ(t)) ≡ 0. Oznaczmy

przez i : B −→ Cn zanurzenie B w Cn. Mamy wtedy r|B = r ◦ i, f |B = f ◦ i
oraz

∀t ∃c(t)∈C ∇f(i(γ(t))) = c(t)∇r(i(γ(t))).

St¡d df(i(γ(t))) = c(t) dr(i(γ(t))). Poniewa»
d

dt
f |B(γ(t)) =

d

dt
(f(i(γ(t))) =

=

〈(
∂

∂z1

f(i(γ(t)), . . . ,
∂

∂zn

f(i(γ(t))

)
,
d

dt
i(γ(t))

〉
=

=

〈
∇f(i(γ(t))),

d

dt
i(γ(t))

〉
=

〈
c(t)∇r(i(γ(t))), d

dt
i(γ(t))

〉
=

= c(t)
d

dt
(r(i(γ(t))) = c(t)

d

dt
r|B(γ(t)),

gdzie 〈u, v〉 =
∑n

j=1 ujvj dla u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Cn, to mamy
równie» d

dt
f |B(γ(t)) ≡ 0, czyli f |B jest staªa wzdªu» γ.

Poniewa» f(γ(0)) = f(z0) = 0, to f |B ≡ 0 wzdªu» γ. Ale γ \ {z0} jest
zawarte w Gi \ f−1(0), sprzeczno±¢. Zatem G ′ ∩ f−1(0) \ r−1(0) = ∅.

�

St¡d otrzymujemy
Wniosek 1.22 G ′ ∩ f−1(0) = G ′ ∩ r−1(0).

1.3 Pier±cienie i moduªy noetherowskie.

Rozkªad prymarny

De�nicja Pier±cie« R nazywamy noetherowskim, je±li ka»dy jego ideaª jest
sko«czenie generowany.
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De�nicja Ideaªem prymarnym pier±cienia R nazywamy ideaª wªa±ciwy I speª-
niaj¡cy nast¦puj¡cy warunek:

xy ∈ I ⇒ (x 6∈ I ⇒ ∃n∈N yn ∈ I).

Oczywi±cie ka»dy ideaª pierwszy jest prymarny.
Je±li ideaª J jest prymarny, to jego radykaª I = rad J jest ideaªem pierw-

szym. Mówimy wtedy, »e J jest I � prymarny.
Je±li ideaªy J1, . . . , Jk s¡ I � prymarne, to ideaª ⋂k

i=1 Ji te» jest I � pry-
marny.
De�nicja Ideaªem nierozkªadalnym pier±cienia R nazywamy ideaª wªa±ciwy
I speªniaj¡cy nast¦puj¡cy warunek: je±li I = I1 ∩ I2, to I = I1 lub I = I2.
W pier±cieniu noetherowskim ideaªy nierozkªadalne s¡ prymarne.

Przypomnijmy (zob. twierdzenie 1.14), »e ka»dy kieªek analityczny A
w rozmaito±ci zespolonej M posiada rozkªad A =

⋃q
i=1Ai na skªadowe nie-

rozkªadalne. Zatem jego ideaª I(A) w pier±cieniu noetherowskim Ha jest prze-
krojem I(A) =

⋂q
i=1 I(Ai). Ideaªy I(Ai) s¡ nierozkªadalne, poniewa» je±li

I(Ai) = I1 ∩ I2, to Ai = V (I(Ai)) = V (I1 ∩ I2) = V (I1) ∪ V (I2). Wtedy np.
Ai ⊂ V (I1), a st¡d I1 ⊂ I(V (I1)) ⊂ I(Ai), czyli I1 = I(Ai).
Lemat 1.23 ([3, Lemat 2.3.9]) Ka»dy ideaª wªa±ciwy w pier±cieniu noethe-
rowskim R jest przekrojem sko«czonej liczby ideaªów nierozkªadalnych.

W przytoczonym wy»ej rozkªadzie I(A) =
⋂q

i=1 I(Ai) ideaªy I(Ai) s¡
pierwsze. W sytuacji ogólnej ideaª w pier±cieniu noetherowskim mo»emy roz-
ªo»y¢ na ideaªy prymarne.
Twierdzenie 1.24 ([3, Wniosek 2.3.14]) Ka»dy wªa±ciwy ideaª I pier±cienia
noetherowskiego R posiada nieskracalny rozkªad prymarny, tzn. istniej¡ takie
ideaªy prymarne J1, . . . , Jk, »e I = J1∩ . . .∩Jk, »aden z ideaªów Ji nie zawiera
przekroju pozostaªych oraz ideaªy Ii = rad Ji s¡ parami ró»ne. Ideaªy Ii s¡
pierwsze i wyznaczone jednoznacznie przez I.

W szczególno±ci rad I = I1 ∩ . . . ∩ Ik.
Ideaªy Ii nazywamy ideaªami stowarzyszonymi z I. Ideaªami stowarzyszo-

nymi z I(A) s¡ I(Ai), i = 1, . . . , q.
Moduªem noetherowskim nazywamy moduª, którego ka»dy podmoduª ma

sko«czon¡ liczb¦ generatorów.
Niech J ⊂ R (odp. J ⊂ M) b¦dzie ideaªem w pier±cieniu noetherow-

skim R (odp. podmoduªem noetherowskiego R � moduªu M). Wprowadzamy
oznaczenie:

AnnR(J) = {r ∈ R | ∀j∈J rj = 0}.
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Lemat 1.25 Niech I b¦dzie ideaªem w pier±cieniu noetherowskim R. I jest
prymarny wtedy i tylko wtedy, gdy pier±cie« R/I 6= 0 i dla ka»dego dzielnika
zera a w pier±cieniu R/I istnieje takie k ∈ N, »e ak(R/I) = 0. Ponadto
rad I = rad AnnR(R/I).

Powy»sza charakteryzacja prymarno±ci pozwala uogólni¢ to poj¦cie na mo-
duªy. Tak»e w tym ogólniejszym przypadku prawdziwa jest wªasno±¢ istnienia
rozkªadu prymarnego.
De�nicja PodmoduªN moduªu noetherowskiegoM nad pier±cieniem R nazy-
wamy prymarnym, je±li M/N 6= 0 i dla ka»dego dzielnika zera a w R � module
M/N istnieje takie k ∈ N, »e ak(M/N) = 0.

Je±li N jest podmoduªem prymarnym M , to ideaª I = rad AnnR(M/N)
jest pierwszy. Mówimy, »e N jest I � prymarny.
Twierdzenie 1.26 ([3, 2.3.11]) Ka»dy wªa±ciwy podmoduª N moduªu noethe-
rowskiego M nad pier±cieniem R posiada nieskracalny rozkªad prymarny, tzn.
istniej¡ podmoduªy prymarne N1, . . . , Nk takie, »e N = N1 ∩ . . . ∩ Nk, »aden
z podmoduªów Ni nie zawiera przekroju pozostaªych i ideaªy Ii = rad AnnR(M/Ni)
s¡ parami ró»ne. Ideaªy Ii s¡ pierwsze i wyznaczone jednoznacznie przez N .
Nazywamy je ideaªami stowarzyszonymi z N .

1.4 Lokalny stopie« topologiczny odwzorowania

i charakterystyka Eulera

Niech M , N b¦d¡ zorientowanymi, zwartymi i spójnymi rozmaito±ciami o wy-
miarach dimM = dimN = n. Niech f : M −→ N b¦dzie odwzorowaniem
gªadkim i niech x ∈ M b¦dzie puktem regularnym tego odwzorowania, tzn.
takim, »e macierz pochodnej dfx jest nieosobliwa. Wtedy

dfx : TxM −→ Tf(x)N

jest liniowym izomor�zmem zorientowanych przestrzeni wektorowych. Niech

sign dfx =

{
1, je±li dfx zachowuje orientacj¦
−1, je±li dfx zmienia orientacj¦ .

Niech y ∈ N b¦dzie warto±ci¡ regularn¡ (tzn. przeciwobraz f−1(y) jest pusty
lub zawiera tylko punkty regularne). De�niujemy

deg(f, y) =
∑

x∈f−1(y)

sign dfx.

Twierdzenie 1.27 ([36, Twierdzenie 5.A]) deg(f, y) nie zale»y od wyboru war-
to±ci regularnej y.
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De�nicja Niech y ∈ N b¦dzie dowolnie ustalon¡ warto±ci¡ regularn¡ od-
wzorowania f . Liczb¦ deg f = deg(f, y) nazywamy stopniem odwzorowania f .

Stopie« odwzorowania jest niezmiennikiem homotopii, tzn. odwzorowania
homotopijne maj¡ ten sam stopie«.

Niech B ⊂ Rn b¦dzie n�wymiarow¡ zwart¡ rozmaito±ci¡ z brzegiem i niech
f : B −→ Rn b¦dzie takim odwzorowaniem, »e 0 6∈ f(∂B), gdzie ∂B oznacza
brzeg B. Oznaczmy przez Sn−1 sfer¦ w Rn o ±rodku w punkcie 0 i promieniu
1. Wtedy f

‖f‖ : ∂B −→ Sn−1.
De�nicja Stopniem odwzorowania f : B −→ Rn w zerze nazywamy stopie«
odwzorowania f

‖f‖ na ∂B i oznaczamy deg(f,B, 0).
Podobnie jak w przypadku stopnia odwzorowania, homotopijne odwzoro-

wania z B w Rn maj¡ ten sam stopie« w zerze:
Wniosek 1.28 Niech φt : B × [0; 1] −→ Rn b¦dzie jednoparametrow¡ rodzin¡
odwzorowa«, ci¡gª¡ na B × [0; 1] i klasy C1 dla ka»dego t ∈ [0; 1]. Zaªó»my,
»e dla ka»dego t zachodzi 0 6∈ φt(∂B). Wtedy deg(φt, B, 0) nie zale»y od t.

Niech teraz U ⊂ Rn b¦dzie zbiorem otwartym zawieraj¡cym zero. Oznaczmy
przez g : U −→ Rn gªadkie odwzorowanie, które ma zero izolowane w punkcie
0, tzn. g(0) = 0 oraz 0 jest punktem izolowanym w zbiorze g−1(0). Dla dosta-
tecznie maªego ε > 0 mamy g−1(0) ∩ Bε = {0}, gdzie Bε oznacza kul¦ w Rn

o ±rodku w punkcie 0 i promieniu ε.
De�nicja Liczb¦ deg0 g = deg(g,Bε, 0) nazywamy lokalnym stopniem topo-
logicznym odwzorowania g w punkcie 0.

Niech F = (f1, . . . , fn) : Rn −→ Rn b¦dzie kieªkiem rzeczywistego odwzoro-
wania analitycznego. Oznaczmy przez I ideaª w R[[x]] = R[[x1, . . . xn]] genero-
wany przez f1, . . . , fn. Wtedy Q = R[[x]]/I jest R�algebr¡. Je±li dimRQ <∞,
to F ma w 0 zero izolowane, i mówimy wtedy, »e F ma algebraicznie izolowane
zero w punkcie 0. (Je±li 0 ∈ Cn jest izolowane w przeciwobrazie 0 wzgl¦dem
kompleksy�kacji F , to 0 jest zerem algebraicznie izolowanym kieªka F .) Niech
J oznacza klas¦ abstrakcji w Q wyznacznika Jacobiego det

[
∂fi

∂xj

]
1≤i,j≤n

.

Twierdzenie 1.29 (Eisenbuda�Levine'a [17]) Zaªó»my, »e dimRQ <∞. Wte-
dy
(i) J 6= 0 w Q,
(ii) dla dowolnej formy R�liniowej φ : Q −→ R takiej, »e φ(J) > 0, odpowia-

daj¡ca jej forma dwuliniowa symetryczna Φ : Q×Q −→ R, dana wzorem
Φ(f, g) = φ(fg), jest niezdegenerowana oraz lokalny stopie« topologiczny
w zerze odwzorowania F jest równy sygnaturze formy Φ.
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Zaªó»my, »e zbiór X jest triangulowalny oraz K = {Kn} jest sko«czonym
kompleksem symplicjalnym homeomor�cznym ze zbiorem X. Oznaczmy przez
αn liczb¦ sympleksów n�wymiarowych w K.
De�nicja Charakterystyk¡ Eulera (charakterystyk¡ Eulera � Poincaré) zbioru
X nazywamy liczb¦

χ(X) =
∑
n≥0

(−1)nαn.

Charakterystyka Eulera nie zale»y od wyboru triangulacji i jest niezmien-
nikiem topologicznym.
Twierdzenie 1.30 ([31, Theorem IX 4.3]) Niech X b¦dzie zbiorem triangu-
lowalnym homeomor�cznym ze sko«czonym kompleksem symplicjalnym. Cha-
rakterystyka Eulera zbioru X speªnia nast¦puj¡c¡ równo±¢:

χ(X) =
∑
n≥0

(−1)n rank(Hn(X)),

gdzie Hn(X) oznacza n�t¡ grup¦ homologii zbioru X.
Nast¦puj¡ca formuªa Khimshiashvili wi¡»e charakterystyk¦ Eulera z lokal-

nym stopniem topologicznym odwzorowania:
Twierdzenie 1.31 (Formuªa Khimshiashvili [26]) Niech f : (Rn, 0) −→ (R, 0)
b¦dzie kieªkiem rzeczywistej funkcji analitycznej, która ma izolowany punkt kry-
tyczny w 0. Wtedy gradient ∇f =

(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn

)
: Rn −→ Rn ma zero izolo-

wane w punkcie 0 oraz dla dostatecznie maªych ε > 0

χ(Sn−1
ε ∩ {f ≤ 0}) = 1− deg0(∇f).
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Rodziny noetherowskie i algebry

Ω�noetherowskie

Rodziny noetherowskie zostaªy wprowadzone przez El Khadiri i Tougerona
[19] w 1984r. Autorzy udowodnili m. in. wiele wªasno±ci podmoduªów mo-
duªu A[[x]]p nad pier±cieniem A[[x]] oraz ideaªów w A[[x]], gdzie A jest al-
gebr¡ speªniaj¡c¡ odpowiednie zaªo»enia (zob. warunki (a) i (b) w podroz-
dziale 2.1), scharakteryzowali rodziny noetherowskie oraz zde�niowali algebry
Ω�noetherowskie, speªniaj¡ce wspomniane warunki (a) i (b), i podali ich przy-
kªady. W rozdziale tym przypomnimy te z wyników El Khadiri i Tougerona,
które b¦dziemy wykorzystywa¢ w dalszej cz¦±ci pracy, przedstawimy równie»
wªasne proste uwagi (2.6, 2.7) i kilka przykªadów.

2.1 Rodziny noetherowskie

Na pocz¡tku przypomnimy poj¦cie spektrum pierwszego i spektrum maksy-
malnego pier±cienia oraz zde�niowan¡ w nich topologi¦.
De�nicja Spektrum pierwszym pier±cienia R nazywamy zbiór Spec(R) wszyst-
kich ideaªów pierwszych pier±cienia R. Podzbiór SM(R) ⊂ Spec(R) skªadaj¡cy
si¦ ze wszystkich ideaªów maksymalnych w R nazywamy spektrum maksymal-
nym pier±cienia R.

Okre±lamy topologi¦ na zbiorze Spec(R). Dla dowolnego zbioru B ⊂ R
przyjmujemy V (B) = {p ∈ Spec(R) | B ⊂ p}. Rodzina podzbiorów Spec(R)
postaci V (B) jest zamkni¦ta wzgl¦dem dowolnych przekrojów i sko«czonych
sum, zawiera zbiór pusty i Spec(R). Wobec tego istnieje jedyna topologia
w zbiorze Spec(R), w której zbiory domkni¦te s¡ postaci V (B) dla B ⊂ R.
Nazywamy j¡ topologi¡ Zariskiego.

Zbiór domkni¦ty w powy»szej topologii b¦dziemy nazywa¢ nierozkªadal-
nym, je±li nie jest on sum¡ dwóch zbiorów domkni¦tych silnie w nim zawartych.
W przeciwnym razie zbiór ten nazywamy rozkªadalnym.

24
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Okre±lenie algebra (podalgebra) b¦dzie oznacza¢ zawsze algebr¦ przemienn¡
z jedno±ci¡.

Niech A b¦dzie algebr¡ nad ciaªem k charakterystyki zero i niech Γ b¦dzie
podzbiorem spektrum maksymalnego SM(A) algebry A z topologi¡ induko-
wan¡ z SM(A), tzn. F jest domkni¦ty w Γ je±li F = {γ ∈ Γ | B ⊂ γ} dla
pewnego B ⊂ A.

Zaªó»my jak w [20], »e A i Γ speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:
(a) dla ka»dego γ ∈ Γ kanoniczne odwzorowanie k −→ A/γ jest izomor�-

zmem
(b) Γ z topologi¡ z SM(A) jest przestrzeni¡ noetherowsk¡ (ka»dy zst¦puj¡cy

ci¡g podzbiorów domkni¦tych w Γ stabilizuje si¦)
W konsekwencji ka»dy domkni¦ty podzbiór Γ jest sum¡ sko«czonej liczby nie-
rozkªadalnych zbiorów domkni¦tych. Rzeczywi±cie, niech F ⊂ Γ b¦dzie roz-
kªadalnym zbiorem domkni¦tym. Wtedy istniej¡ takie F1 ( F , F2 ( F ,
»e F = F1 ∪ F2. Je±li oba te podzbiory s¡ nierozkªadalne, to mamy »¡-
dany rozkªad. Je±li który± ze zbiorów F1, F2 jest rozkªadalny, np. F1, to
znów mo»emy go rozªo»y¢ na sum¦ jego wªa±ciwych podzbiorów domkni¦tych:
F1 = F1,1 ∪ F1,2. Kontynuuj¡c to post¦powanie otrzymamy zst¦puj¡ce ci¡gi
zbiorów domkni¦tych w Γ. Noetherowsko±¢ przestrzeni Γ gwarantuje stabi-
lizowanie si¦ tych ci¡gów, a zatem rozkªad na sko«czon¡ liczb¦ podzbiorów
nierozkªadalnych F =

⋃s
i=1 Fi. Usu«my spo±ród zbiorów Fi takie, które zawie-

raj¡ si¦ w sumie ⋃j 6=i Fj. Otrzymany w ten sposób rozkªad b¦dziemy nazywa¢
(nieskracalnym) rozkªadem zbioru F na skªadowe nierozkªadalne.

Zaªó»my, »e a ∈ A, γ ∈ Γ, F jest podzbiorem Γ, S jest podzbiorem A.
Wprowadzamy nast¦puj¡ce oznaczenia:
a(γ) ∈ k � obraz a przy odwzorowaniu A −→ A/γ ∼= k
I(F ) = {a ∈ A : a(γ) = 0, γ ∈ F}
V (S) = {γ ∈ Γ : a(γ) = 0, a ∈ S}

Zatem zbiorami domkni¦tymi w Γ s¡ zbiory V (S), gdzie S ⊂ A. Zbiór do-
mkni¦ty F w Γ jest nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy, gdy I(F ) jest ideaªem
pierwszym.
Niech x = (x1, . . . , xn). B¦dziemy oznacza¢ przez
A[[x]] (odp. k[[x]]) � pier±cie« szeregów formalnych zmiennych x o wspóª-
czynnikach w A (odp. w k)
R{x} (odp. C{x}) � pier±cie« szeregów formalnych o wspóªczynnikach w R
(odp. w C) zbie»nych w pewnym otoczeniu zera
Niech γ ∈ Γ, f =

∑
β aβx

β ∈ A[[x]], F = (f1, . . . , fp) ∈ A[[x]]p i niech N
b¦dzie podmoduªem A[[x]]p generowanym przez Fα. B¦dziemy wtedy u»ywa¢
nast¦puj¡cych symboli:
fγ =

∑
β aβ(γ)xβ ∈ k[[x]]

Fγ = (f1,γ, . . . , fp,γ)
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Nγ � podmoduª k[[x]]p generowany przez Fα,γ

Przypomnimy teraz niektóre z wªasno±ci podmoduªów A[[x]]p, udowodnio-
nych przez El Khadiri i Tougerona w [20].
Twierdzenie 2.1 ([20, Proposition 6.2.1]) Niech N b¦dzie podmoduªem A[[x]]p.
Istnieje podmoduª N ′ ⊂ N , generowany przez sko«czon¡ liczb¦ elementów
i taki, »e Nγ = N ′

γ dla γ ∈ Γ.
Twierdzenie 2.2 ([20, Proposition 6.8]) Niech I b¦dzie ideaªem w A[[x]]. Ist-
nieje taka liczba naturalna µ, »e

∀γ∈Γ (rad(Iγ))
µ ⊂ Iγ.

Niech k = R lub k = C. Oznaczmy przez Ac[[x]] podpier±cie« pier±cienia
A[[x]] zªo»ony z takich szeregów formalnych f ∈ A[[x]], »e

∀γ∈Γ fγ ∈ k{x}.

Twierdzenia 2.1 i 2.2 pozostaj¡ prawdziwe, je±li zast¡pimy A[[x]] przez Ac[[x]].

De�nicja Rodzin¦ N podmoduªów k[[x]]p (odp. k{x}p) nazywamy rodzin¡
noetherowsk¡ (sparametryzowan¡ przez (A,Γ)), je±li istnieje para (A,Γ), speª-
niaj¡ca podane w podrozdziale 2.1 warunki (a) i (b), oraz taki podmoduª
N ⊂ A[[x]]p (odp. N ⊂ Ac[[x]]

p), »e N = (Nγ)γ∈Γ.

Ka»da podrodzina rodziny noetherowskiej jest rodzin¡ noetherowsk¡, suma
sko«czonej liczby rodzin noetherowskich jest rodzin¡ noetherowsk¡ (je±li N1

i N2 s¡ rodzinami noetherowskimi sparametryzowanymi odp. przez (A1,Γ1),
(A2,Γ2), to N1 ∪N2 jest sparametryzowana przez (A1 ⊕ A2,Γ1 ∪ Γ2)).
De�nicja Niech I b¦dzie ideaªem w R{x} generowanym przez f1, . . . , fp

i niech V (I) b¦dzie kieªkiem w zerze zbioru zer ideaªu I. Wykªadnikiem �oja-
siewicza ideaªu I nazywamy kres dolny zbioru liczb α > 0, dla których istnieje
taka staªa c > 0, »e

p∑
i=1

|fi(x)| ≥ c%(x, V (I))α

w pewnym otoczeniu zera (% oznacza odlegªo±¢ euklidesow¡, %(x, ∅) = 1).
Wykªadnik �ojasiewicza ideaªu I b¦dziemy oznacza¢ symbolem L(I).

Twierdzenie 2.3 ([20, Proposition 8.3]) Niech (Iγ)γ∈Γ b¦dzie rodzin¡ noethe-
rowsk¡ ideaªów w R{x}. Wtedy rodzina wykªadników �ojasiewicza L(Iγ) ide-
aªów Iγ jest ograniczona.
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De�nicja Niech pary (A,Γ), (A,Γ) speªniaj¡ warunki (a) i (b). Zmian¡
parametryzacji nazywamy taki homomor�zm k-algebr φ : A −→ A, »e odwzo-
rowanie φ∗ : SpecA −→ SpecA indukuje mor�zm z Γ na Γ. Oznaczmy przez
φ̃ : A[[x]]p −→ A[[x]]p naturalne rozszerzenie φ na A[[x]]p. Je±li N = (Nγ)γ∈Γ

jest rodzin¡ noetherowsk¡ oraz N jest podmoduªem A[[x]]p (odp. Ac[[x]]
p) ge-

nerowanym przez φ̃(N), to N = (N γ̄)γ̄∈Γ i (A,Γ) jest inn¡ parametryzacj¡ tej
rodziny.

Zªo»enie zmian parametryzacji jest te» zmian¡ parametryzacji.
Twierdzenie 2.4 ([19, Proposition 6.6]) Niech N b¦dzie podmoduªem A[[x]]p.
Istniej¡ zmiana parametryzacji φ : (A,Γ) −→ (A,Γ), sko«czony podziaª (Γi)i∈I

zbioru Γ, ideaªy p1, . . . ps w A[[x]], podmoduªy N1, . . . , Ns moduªu A[[x]]p oraz
staªe si ≤ s, i ∈ I, takie, »e dla γ̄ ∈ Γi, takich, »e γ = φ∗(γ̄), zachodzi:
(1) p1,γ̄, . . . , psi,γ̄ s¡ ideaªami pierwszymi w k[[x]] i je±li j > si, to pj,γ̄ = k[[x]]

(2) Nj,γ̄ jest pj,γ̄ � prymarny dla 1 ≤ j ≤ si, i Nj,γ̄ = k[[x]]p dla j > si

(3) Nγ = N1,γ̄ ∩ . . . ∩Nsi,γ̄ i jest to nieskracalny rozkªad prymarny Nγ.
Twierdzenie 2.5 ([20, Proposition 6.4]) Niech N , N ′ b¦d¡ podmoduªami A[[x]]p.
Istnieje zmiana parametryzacji φ : (A,Γ) −→ (A,Γ) oraz podmoduª N moduªu
A[[x]]p takie, »e dla γ̄ ∈ Γ, takich, »e γ = φ∗(γ̄), zachodzi:

N γ̄ = Nγ ∩N ′
γ.

Innymi sªowy, je±li (Nγ)γ∈Γ, (N ′
γ)γ∈Γ s¡ dwiema rodzinami noetherowskimi,

to rodzina przekrojów (Nγ ∩N ′
γ)γ∈Γ te» jest rodzin¡ noetherowsk¡.

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy rozwa»a¢ podmoduªy moduªu A[[x]]p tylko
dla przypadku p = 1, czyli ideaªy w A[[x]].

2.2 Algebry Ω�noetherowskie

Niech Ω ⊂ kn, gdzie k = R lub k = C, b¦dzie zbiorem lokalnie domkni¦-
tym, tzn. otwartym w swoim domkni¦ciu. Przez A(Ω) (odp. H(Ω)) b¦dziemy
oznacza¢ algebr¦ rzeczywistych funkcji analitycznych (odp. zespolonych funk-
cji holomor�cznych) zde�niowanych w pewnym otwartym otoczeniu zbioru Ω.

Niech O(Ω) b¦dzie k�podalgebr¡ algebry A(Ω) (odp. H(Ω)). Uto»sa-
miamy zbiór Ω z podzbiorem spektrum maksymalnego SM(O(Ω)) za pomoc¡
nast¦puj¡cego odwzorowania:

Ω 3 ω 7→ pω = {f ∈ O(Ω) | f(ω) = 0} ∈ SM(O(Ω)).

Topologia w SM(O(Ω)) indukuje topologi¦ w Ω, tzn. {⋂f∈S f
−1(0)∩Ω}S⊂O(Ω)

jest rodzin¡ wszystkich zbiorów domkni¦tych w Ω.
De�nicja Podalgebr¦ O(Ω) nazywamy algebr¡ Ω�noetherowsk¡, je±li
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(1) zawiera ona pier±cie« wielomianów,
(2) jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na ró»niczkowanie,
(3) Ω z topologi¡ indukowan¡ z SM(O(Ω)) jest przestrzeni¡ noetherowsk¡.

Uwaga 2.6 Zauwa»my, »e je±li Ω z topologi¡ indukowan¡ z SM(O(Ω)) jest
przestrzeni¡ noetherowsk¡, to dla ka»dego zbioru domkni¦tego D w Ω istniej¡
takie f1, . . . , fp ∈ O(Ω), »e D =

⋂p
i=1 f

−1
i (0) ∩ Ω, zatem D jest przekrojem

zbioru Ω i pewnego zbioru analitycznego.
Niech I b¦dzie ideaªem w O(Ω). Je±li O(Ω) jest pier±cieniem noetherow-

skim, to I ma sko«czon¡ liczb¦ generatorów, oznaczmy je przez f1, . . . , fk. Mo-
»emy wtedy znale¹¢ takie otwarte otoczenie U zbioru Ω, na którym okre±lone
s¡ wszystkie funkcje fi. De�niujemy zbiór zer ideaªu I jako kieªek w zbiorze
Ω zbioru

{x ∈ U | f1(x) = . . . = fk(x) = 0}.

Zbiór zer ideaªu I oznaczamy symbolem V (I). Nie zale»y on od wyboru gene-
ratorów ideaªu I.

Rzeczywi±cie, je±li wybierzemy inny ukªad generatorów f ′1, . . . , f
′
k, to mo-

»emy znale¹¢ takie otwarte otoczenie U ′ zbioru Ω, na którym okre±lone s¡
wszystkie funkcje f ′i . Istniej¡ otwarte otoczenia W,W ′ ⊂ U ∩ U ′ zbioru Ω
oraz takie funkcje gij, hij ∈ O(Ω) okre±lone odpowiednio na W oraz na W ′,
»e fi =

∑k
j=1 gijf

′
j na W oraz f ′i =

∑k
j=1 hijfj na W ′. Wtedy oczywi±cie

{x ∈ W ∩W ′ | f1(x) = . . . = fk(x) = 0} =

= {x ∈ W ∩W ′ | f ′1(x) = . . . = f ′k(x) = 0},

zatem mamy równo±¢ kieªków.
Zauwa»my, »e

∀x∈Ω∩V (I)∀f∈I f(x) = 0.

Ideaªem podzbioru S ⊂ Ω nazywamy ideaª
I(S) = {f ∈ O(Ω) | ∀x∈S f(x) = 0}.

Uwaga 2.7 Je±li algebra O(Ω) jest pier±cieniem noetherowskim, to speªnia
warunek (3) de�nicji algebry Ω�noetherowskiej.
Dowód. Dowód przeprowadzimy w dwóch krokach.

1. Poka»emy najpierw, »e je±li A, B s¡ domkni¦tymi podzbiorami Ω, to
A ⊂ B ⇔ I(A) ⊃ I(B).
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Oczywi±cie A ⊂ B ⇒ I(A) ⊃ I(B).
Niech I(B) ⊂ I(A). B jest domkni¦ty, zatem istnieje taki podzbiór
S w O(Ω), »e B =

⋂
f∈S f

−1(0) ∩ Ω = V (S), oczywi±cie S ⊂ I(B).
Poniewa» O(Ω) jest pier±cieniem noetherowskim, to I(A) jest sko«czenie
generowany i V (I(A)) jest dobrze zde�niowany. Mamy:
A ⊂ Ω ∩ V (I(A)) ⊂ Ω ∩ V (I(B)) ⊂ Ω ∩ V (S) = Ω ∩

⋂
f∈S

f−1(0) = B.

2. Niech D1 ⊃ D2 ⊃ . . . ⊃ Dk ⊃ . . . b¦dzie ci¡giem zst¦puj¡cym zbiorów
domkni¦tych w Ω z topologi¡ indukowan¡ z SM(O(Ω)). Wtedy I(D1) ⊂
I(D2) ⊂ . . . ⊂ I(Dk) ⊂ . . . stabilizuje si¦ jako ci¡g wst¦puj¡cy ideaªów
w O(Ω). Na mocy pierwszego kroku dowodu ci¡g D1 ⊃ D2 ⊃ . . . ⊃
Dk ⊃ . . . te» musi si¦ stabilizowa¢.

�

Je±li O(Ω) jest algebr¡ Ω�noetherowsk¡, to para (O(Ω),Ω) spelnia warunki
(a) i (b) podane w podrozdziale 2.1. Rzeczywi±cie, warunek (b) jest speªniony
wprost z de�nicji, a dla ka»dego ω ∈ Ω odwzorowanie O(Ω)/pω −→ k dane
wzorem O(Ω)/pω 3 f 7→ f(ω) ∈ k jest izomor�zmem, zatem warunek (a) jest
tak»e speªniony.

Dla ideaªu I ⊂ O(Ω) przez Reg V (I) b¦dziemy oznacza¢ zbiór tych punktów
V (I), w otoczeniu których V (I) jest podrozmaito±ci¡. Zbiór Reg V (I) jest
g¦sty w V (I). Je±li I jest generowany przez pojedynczy element f , to b¦dziemy
pisa¢ Reg V (f).
Twierdzenie 2.8 ([18, Proposition 4]) Niech O(Ω) b¦dzie podalgebr¡ algebry
A(Ω) (odp. H(Ω)) zawieraj¡c¡ pier±cie« wielomianów i zamkni¦t¡ ze wzgl¦du
na ró»niczkowanie. Je±li dla ka»dego f ∈ O(Ω) zbiór Reg V (f) ma sko«czon¡
liczb¦ skªadowych spójno±ci, to O(Ω) jest algebr¡ Ω�noetherowsk¡.

Przytoczymy przykªady rodzin Ω�noetherowskich, podanych przez El Kha-
diri i Tougerona w [20] oraz El Khadiri i Hlala w [18].
Przykªad 2.9 Niech Ω b¦dzie zwartym semianalitycznym podzbiorem Rn. Al-
gebra A(Ω) funkcji analitycznych okre±lonych w otoczeniu Ω jest Ω�noetherow-
ska.
Przykªad 2.10 Niech Ω b¦dzie otwartym semialgebraicznym podzbiorem Rn.
Algebra N (Ω) funkcji Nasha (tzn. funkcji analitycznych, których wykresy s¡
zbiorami semialgebraicznymi) okre±lonych na Ω jest Ω�noetherowska.
Przykªad 2.11 Rozwa»my algebr¦ R[x][f1, . . . , fq], gdzie R[x] = R[x1, . . . , xn]
jest pier±cieniem wielomianów na Rn, fi = eQi, Qi ∈ R[x] dla i = 1, . . . , q.
Algebra R[x][f1, . . . , fq] jest Rn�noetherowska.
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Oczywi±cie we wszystkich powy»szych przykªadach wielomiany o wspóª-
czynnikach rzeczywistych zde�niowane w (otoczeniu) Ω nale»¡ do danej alge-
bry, algebry te s¡ te» zamkni¦ta ze wzgl¦du na ró»niczkowanie.

Algebry A(Ω) i R[x][f1, . . . , fq] s¡ noetherowskie, zachodzi równie» nast¦-
puj¡ce twierdzenie:
Twierdzenie 2.12 (J.J. Risler, zob. [7, Theorem 8.7.15]) Niech M ⊂ Rn

b¦dzie rozmaito±ci¡ Nasha. Pier±cie« N (M) funkcji Nasha jest pier±cieniem
noetherowskim.

Zatem na mocy uwagi 2.7 warunek (3) jest speªniony dla wszystkich poda-
nych algebr.
Przykªad 2.13 Niech Ω b¦dzie otwartym i ograniczonym subanalitycznym pod-
zbiorem Rn. Algebra funkcji analitycznych f okre±lonych na Ω i takich, »e dla
ka»dego ω ∈ Ω kieªek f w punkcie ω jest algebraiczny nad A(Rn), jest Ω�
noetherowska (zob. [18, Lemme 1]).
Przykªad 2.14 Niech Ω b¦dzie otwartym subanalitycznym podzbiorem Rn re-
latywnie zwartym. Algebra Sub(Ω) funkcji analitycznych i jednocze±nie subana-
litycznych (tzn. o wykresach subanalitycznych) okre±lonych na Ω jest Ω�noethe-
rowska na mocy twierdzenia 2.8.



Rozdziaª 3

Wªasno±ci rodzin noetherowskich

Jak ju» zostaªo wspomniane, gªówny wynik pracy (twierdzenie 4.13) jest praw-
dziwy dla podalgebr Ω�noetherowskich O(Ω) algebry rzeczywistych funkcji
analitycznych zde�niowanych w pewnym otoczeniu zbioru lokalnie domkni¦-
tego Ω, speªniaj¡cych dwa dodatkowe zaªo»enia (zob. 4.14). Dla ustalenia
uwagi dowód tego twierdzenia przeprowadzimy dla algebry A(Ω) z przykªadu
2.9. B¦dziemy przy tym korzysta¢ z pewnych szczególnych wªasno±ci rodzin
noetherowskich, które udowodnimy w tym rozdziale.

Zaªó»my jak w przykªadzie 2.9, »e Ω ⊂ Rn jest zwartym zbiorem semiana-
litycznym i rozwa»my algebr¦ A(Ω) rzeczywistych funkcji analitycznych zde-
�niowanych w pewnym otwartym otoczeniu zbioru Ω. Mo»emy potraktowa¢
Rn jako podprzestrze« Cn, wtedy Ω ⊂ Cn i mo»emy oznaczy¢ przez H(Ω) al-
gebr¦ zespolonych funkcji analitycznych zde�niowanych w pewnym otwartym
otoczeniu zbioru Ω.

Dla f ∈ A(Ω) oraz ω ∈ Ω oznaczamy

f̃ =
∑

α

1

α!
Dα fxα, f̃ω =

∑
α

1

α!
Dα f(ω)xα.

Oczywi±cie f̃ ∈ A(Ω)c[[x]].
De�niujemy f̃C

ω : (Cn, 0) −→ C jako f̃C
ω =

∑
α

1
α!

Dα f(ω)zα, wtedy

f̃C =
∑

α

1

α!
Dα fzα ∈ H(Ω)c[[x]].

Twierdzenie 3.1 Niech f ∈ A(Ω). Istnieje takie N0 > 0, »e dla ka»dego
N ≥ N0 i ω ∈ Ω istniej¡ takie εω > 0 i cω > 0, »e je±li ε ∈ (0; εω) i punkt
x ∈ Sn−1

ε \ f̃ω
−1

(0) jest punktem krytycznym odwzorowania f̃ω|Sn−1
ε

, to

|f̃ω(x)| ≥ 1

cω
||x||2N .

31
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Dowód. Niech r(z) = z2
1 + . . .+ z2

n dla z ∈ Cn. De�niujemy

M ij = det

[
∂r
∂zi

∂r
∂zj

∂f̃C

∂zi

∂f̃C

∂zj

]
.

Wtedy M ij ∈ H(Ω)c[[x]], M ij
ω s¡ kieªkami w zerze funkcji holomor�cznych.

Niech Gω = V ((M ij
ω )i<j) dla ω ∈ Ω. Na mocy lematu 1.17 dla ka»dego ω ∈ Ω

istniej¡ p(ω), l(ω) oraz taki rozkªad na skªadowe nierozkªadalne
Gω = G1,ω ∪ . . . ∪ Gp(ω),ω ∪ . . . ∪ Gl(ω),ω,

»e G ′ω := Gω \ (f̃C
ω )−1(0) = G1,ω ∪ . . . ∪ Gp(ω),ω.

Mamy I(Gω) = I(G1,ω) ∩ . . . ∩ I(Gp(ω),ω) ∩ . . . ∩ I(Gl(ω),ω) oraz I(G ′ω) =
I(G1,ω) ∩ . . . ∩ I(Gp(ω),ω). Oznaczmy przez Jj,ω = I(Gj,ω). Gj,ω jest skªadow¡
nierozkªadaln¡ kieªka zbioru analitycznego w Cn, zatem z lematu 1.13 Jj,ω s¡
ideaªami pierwszymi i

I(Gω) = J1,ω ∩ . . . ∩ Jl(ω),ω

jest nieskracalnym rozkªadem prymarnym.
Oznaczmy przez J ideaª w H(Ω)c[[x]] generowany przez M ij, i < j, wtedy

Jω = ((M ij
ω )i<j). Zatem na mocy lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach 1.12,

rad(Jω) = I(Gω).
Z twierdzenia 2.4 istniej¡ zmiana parametryzacji φ : (H(Ω),Ω) −→ (A,Γ),

sko«czony podziaª (Γi)i∈I zbioru Γ, ideaªy p1, . . . ps w Ac[[x]] i staªe si ≤ s,
i ∈ I takie, »e dla wszystkich γ ∈ Γi, je±li ω = φ∗(γ), to p1,γ, . . . , psi,γ s¡
ideaªami pierwszymi stowarzyszonymi z Jω, czyli

rad(Jω) = p1,γ ∩ . . . ∩ psi,γ.

Poniewa» J1,ω∩ . . .∩Jl(ω),ω jest nieskracalnym rozkªadem prymarnym rad(Jω),
to dla ka»dego j ∈ {1, . . . , l(ω)} istnieje takie q ∈ {1, . . . , si}, »e Jj,ω = pq,γ.

Z twierdzenie 2.5 istnieje zmiana parametryzacji φ : (A,Γ) −→ (A,Γ) oraz
ideaªy NQ w Ac[[x]], Q ⊂ {1, . . . , s}, takie, »e dla γ̄ ∈ Γi, i ∈ I, je±li γ = φ∗(γ̄),
to NQ

γ̄ =
⋂

j∈Q pj,γ.
Sko«czona suma rodzin noetherowskich jest rodzin¡ noetherowsk¡, zatem

niech K ⊂ A[[x]] b¦dzie takim ideaªem, »e K = (Kγ̄)γ̄∈Γ jest rodzin¡ no-
etherowsk¡ zawieraj¡c¡ wszystkie rodziny (N

Q

γ̄ )γ̄∈Γ, Q ⊂ {1, . . . , s}. Wtedy
do K nale»¡ wszystkie ideaªy I(G ′ω), ω ∈ Ω. Niech M ⊂ A[[x]] oznacza taki
ideaª, »e (Mγ̄)γ̄∈Γ jest rodzin¡ noetherowsk¡ (f̃C

ω )ω∈Ω po zmianie parametry-
zacji φ′ : (H(Ω),Ω) −→ (A,Γ) (która jest zªo»eniem zmian parametryzacji).
Poniewa» K +M jest ideaªem w A[[x]], to (Kγ̄ +Mγ̄)γ̄∈Γ jest rodzin¡ noethe-
rowsk¡ ideaªów sparametryzowan¡ przez (A,Γ). Na mocy twierdzenia 2.2

∃N0>0 ∀γ̄∈Γ (rad(Kγ̄ +Mγ̄))
N0 ⊂ (Kγ̄ +Mγ̄).
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Wniosek 1.22 implikuje, »e V (I(G ′ω)+(r)) = G ′ω∩r−1(0) = G ′ω∩(f̃C
ω )−1(0) =

V (I(G ′ω) + (f̃C
ω )) dla ω ∈ Ω. Z lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach 1.12

mamy
rad(I(G ′ω) + (r)) = rad(I(G ′ω) + (f̃C

ω )).

Poniewa» I(G ′ω) ∈ K, f̃C
ω ∈ (Mγ̄)γ̄∈Γ i φ′∗|Γ odwzorowuje Γ na Ω, to dla ka»dego

ω ∈ Ω istnieje takie γ̄ ∈ Γ, »e ω = φ′∗(γ̄) i mo»emy przyj¡¢ I(G ′ω) = Kγ̄,
f̃C

ω = Mγ̄. Mamy zatem
(I(G ′ω) + (r))N0 ⊂ (rad(I(G ′ω) + (r)))N0 = (rad(I(G ′ω) + (f̃C

ω )))N0 =

= (rad(Kγ̄ +Mγ̄))
N0 ⊂ (Kγ̄ +Mγ̄) = (I(G ′ω) + (f̃C

ω )).

Niech gi,ω b¦d¡ generatorami I(G ′ω). Wtedy rN0 = aωf̃C
ω +

∑
i ci,ωgi,ω dla

pewnych kieªków funkcji holomor�cznych aω, ci,ω.
Niech 0 < εω � 1 b¦dzie takie, »e reprezentanty kieªków f̃C

ω , aω oraz ci,ω,
gi,ω s¡ zde�niowane w zbiorze {z ∈ Cn | ||z|| < εω}. Je±li 0 < ε < εω i x jest
takim punktem krytycznym f̃ω|Sn−1

ε
, »e x 6∈ f̃ω

−1
(0), to x ∈ G ′ω i dla ka»dego i

mamy gi,ω(x) = 0. Zatem rN0(x) = aω(x)f̃ω(x), czyli
∃cω>0 ∀N≥N0 r

N(x) ≤ rN0(x) = |aω(x)||f̃ω(x)| ≤ cω|f̃ω(x)|.

Poniewa» x ∈ Rn, to r(x) = ‖x‖2 i mamy

|f̃ω(x)| ≥ 1

cω
rN(x) =

1

cω
||x||2N .

�

Wniosek 3.2 Niech f ∈ A(Ω). Wtedy istnieje takie α = 2N0 + 1, »e dla
ka»dego ω ∈ Ω istnieje takie 0 < εω � 1, »e je±li 0 < ε < εω i x ∈ Sn−1

ε \f̃ω
−1

(0)
jest punktem krytycznym f̃ω|Sn−1

ε
, to

|f̃ω(x)| ≥ ||x||α.



Rozdziaª 4

Rodziny kieªków rzeczywistych

funkcji analitycznych

Wykorzystuj¡c m. in. argumenty z [40] i wªasno±ci rodzin noetherowskich po-
ka»emy, »e pewne rodziny kieªków rzeczywistych funkcji analitycznych mo»na
zast¡pi¢ przez inne rodziny kieªków o takim samym lokalnym stopniu topo-
logicznym w 0, które maj¡ w punkcie 0 zero algebraicznie izolowane. Udo-
wodnimy, »e lokalny stopie« topologiczny takich kieªków mo»na przedstawi¢
za pomoc¡ sumy znaków funkcji analitycznych. Poka»emy równie», »e charak-
terystyk¦ Eulera ogniwa zbioru punktów, w których funkcja analityczna jest
niedodatnia, mo»na zareprezentowa¢ za pomoc¡ lokalnego stopnia topologicz-
nego pewnego odwzorowania. Korzystaj¡c z tych faktów udowodnimy gªówny
wynik pracy.

4.1 Lokalny stopie« topologiczny rodziny kieª-

ków odwzorowa« analitycznych

Niech k = R lub k = C i niech m b¦dzie ideaªem maksymalnym w k[[x]] =
k[[x1, . . . , xn]]. Niech Fp = ⊕pm ⊂ k[[x]]p. Je±li g ∈ Fp, to g = (g1, . . . , gp),
gdzie

gj =
∑
|α|≥1

aα
j

α!
xα ( tzn. aα

j = Dα gj(0) ).

Niech Ψ1, . . .Ψs b¦d¡ szeregami formalnymi zmiennych x o wspóªczynni-
kach, które zale»¡ wielomianowo od aα

j . Dla g = (g1, . . . , gp) ∈ Fp oznaczamy
przez Ψi,g szereg formalny otrzymany przez podstawienie aα

j = Dα gj(0) w Ψi.
Niech Ig b¦dzie ideaªem w k[[x]] generowanym przez Ψ1,g, . . . ,Ψs,g.

Oznaczmy przez Wh zbiór {g ∈ Fp | dimk(k[[x]]/Ig) > h}. Wtedy

Wh =

{
g ∈ Fp | dimk(Ig + mh+1/mh+1) <

(
n+ h
n

)
− h

}

34
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(zob. [48, Corollary II 5.2]). Rozwa»amy sko«czenie wymiarow¡ przestrze«
a�niczn¡ k[[x]]+mh+1/mh+1 oraz jej podprzestrze« wektorow¡ Ig+mh+1/mh+1

generowan¡ przez xαΨi,g, gdzie α ∈ Nn, 0 ≤ |α| ≤ h.

Twierdzenie 4.1 ([48, Lemma VII 5.3]) Zbiory Wh s¡ algebraiczne oraz

{g ∈ Fp | dimk(k[[x]]/Ig) <∞} = Fp \
∞⋂

h=0

Wh.

Uwaga 4.2 Niech Ψα,β
i,g , |β| ≤ h, |α| ≤ h b¦d¡ wspóªczynnikami przy xβ w sze-

regu xαΨi,g.
Zbiór Wh jest algebraiczny w nast¦puj¡cym sensie: jest on zbiorem tych

g ∈ Fp, dla których wszystkie minory macierzy (Ψα,β
i,g ) stopnia

(
n+ h
n

)
− h

si¦ zeruj¡ ((i, α) jest tu indeksem wiersza, β � kolumny).

Niech D ⊂ Ω b¦dzie zbiorem domkni¦tym, J = {f ∈ A(Ω) | f |D ≡ 0}.
De�niujemy

A(D) := A(Ω)/J.

Je±li D jest nierozkªadalny, to J jest ideaªem pierwszym, zatem A(D) jest
dziedzin¡ caªkowito±ci.

Oznaczmy przez Sn(D) zbiór takich rodzin kieªków w zerze odwzorowa«
analitycznych {Fω = (F 1

ω , . . . , F
n
ω ) : (Rn, 0) −→ (Rn, 0)}ω∈D, »e

∀1≤i≤n ∃fi∈A(Ω)c[[x]] ∀ω∈D F i
ω(x) = fi(ω, x).

W szczególno±ci je±li
∀1≤i≤n ∃hi∈A(Ω) ∀ω∈D F i

ω(x) = hi(x+ ω),

to {Fω}ω∈D ∈ Sn(D). Jako fi wystarczy wtedy wzi¡¢ ∑α
1
α!

Dα hi(ω)xα.

Lemat 4.3 Zaªó»my, »e podzbiór D ⊂ Ω jest domkni¦ty i nierozkªadalny,
{Fω}ω∈D ∈ Sn(D) i 0 ∈ Rn jest izolowane w F−1

ω (0) dla ka»dego ω ∈ D. Wtedy
istniej¡ wªa±ciwy domkni¦ty podzbiór Σ ⊂ D i rodzina {Gω}ω∈D ∈ Sn(D) takie,
»e
(i) ∀ω∈D\Σ Gω ma w 0 zero algebraicznie izolowane,
(ii) ∀ω∈D deg0 Fω = deg0Gω.
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Dowód. Dla ω ∈ D de�niujemy kieªek Gω:
Gω(x) = Fω(x) + a(xk

1, . . . , x
k
n),

gdzie k jest liczb¡ naturaln¡, a 6= 0. Mamy Gi
ω(x) = fi(ω, x) + axk

i , zatem
Gi

ω jest kieªkiem funkcji analitycznej. Niech ciα ∈ A(D) b¦dzie klas¡ abstrak-
cji funkcji ω 7→ 1

α!
DαGi

ω(0) nale»¡cej do A(Ω). De�niujemy odpowiadaj¡cy
kieªkowi Gi

ω szereg formalny
Pi(ω, x) =

∑
α

ciα(ω)xα ∈ A(D)[[x]].

Na mocy twierdzenia 4.1

{ω ∈ D | dimR(R[[x]]/(P1(ω, ·), . . . , Pn(ω, ·))) <∞} = D \
∞⋂

h=0

Σh,

gdzie Σh = {ω ∈ D | dimR(R[[x]]/(P1(ω, ·), . . . , Pn(ω, ·))) > h}. Zbiór Σh

jest domkni¦ty w D poniewa» jest przekrojem zbioru zer funkcji ciα zªo»onych
z wielomianami (zob. uwaga 4.2). Zatem Σ =

⋂∞
h=0 Σh jest takim domkni¦tym

podzbiorem D, »e 0 jest zerem algebraicznie izolowanym w G−1
ω (0) ⊂ Rn dla

ω ∈ D \ Σ.
U»ywaj¡c podobnych argumentów jak w dowodzie [45, Lemma 1.3] mo»emy

pokaza¢, »e Σ jest wªa±ciwym podzbiorem D. Mamy
Pi(ω, x) = Gi

ω(x) = F i
ω(x) + axk

i = fi(ω, x) + axk
i

dla x dostatecznie blisko 0. Ustalmy ω0 ∈ D. Zbiór
A =

{
a ∈ R \ {0} | dimR

(
R[[x]]/(f1(ω0, x) + axk

1, . . . , fn(ω0, x) + axk
n)
)
> h

}
jest sko«czony dla dostatecznie du»ych h.

Rzeczywi±cie, oznaczmy H i
a(x) = afi(ω0, x)+x

k
i dla a ∈ R. Wtedy H i

0 = xk
i

oraz dimR(R[[x]]/(xk
1, . . . , x

k
n)) = kn. Zatem na mocy twierdzenia 4.1 zbiór

A′ =
{
a ∈ R | dimR

(
R[[x]]/(H1

a , . . . , H
n
a )
)
> h

}
jest algebraiczny i 0 6∈ A′ dla h > kn, czyli A′ jest sko«czony dla h > kn. Je±li
a 6= 0, to mamy H 1

a
(x) = 1

a
Pi(ω0, x), zatem A jest tak»e sko«czony dla h > kn.

We¹my a 6∈ A w de�nicji Gω, wtedy
ω0 6∈ Σh = {ω ∈ D | dimR (R[[x]]/(P1(ω, ·), . . . , Pn(ω, ·))) > h} ,

zatem Σh 6= D dla h dostatecznie du»ych i Σ jest wªa±ciwym podzbiorem D.
Niech Iω ⊂ R{x} b¦dzie ideaªem generowanym przez kieªki F 1

ω , . . . , F
n
ω .

Z twierdzenia 2.3 rodzina wykªadników �ojasiewicza dla Iω jest ograniczona:

∃M ∀ω∈D αω = inf{α | ∃c>0

n∑
i=1

|F i
ω(x)| ≥ c %(x, V (Iω))α} ≤M.
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Poniewa» punkt 0 jest izolowany w zbiorze zer Fω, to

∃M ∀ω∈D ∃cω>0

n∑
i=1

|F i
ω(x)| ≥ cω%(x, V (Iω))αω = cω%(x, {0})αω ≥ cω||x||M

dla x blisko 0.
St¡d je±li we¹miemy k > M w de�nicji Gω, to istnieje takie cω > 0, »e

||tGω(x) + (1− t)Fω(x)|| = ||Fω(x) + at(xk
1, . . . , x

k
n)|| ≥

≥ cω||x||M − at||(xk
1, . . . , x

k
n)|| ≥ cω

2
||x||M ,

gdzie 0 ≤ t ≤ 1, x jest blisko 0 (zob. [40]).
Dla dostatecznie maªego ε > 0 mamy 0 6∈ [tGω + (1 − t)Fω](Sn−1

ε ), zatem
na mocy twierdzenia 1.28 deg0 Fω = deg0Gω.

�

Zanim sformuªujemy nast¦pny lemat, przypomnimy poj¦cie i wªasno±ci dia-
gramu wykªadników wiod¡cych ideaªu w A[[x]] (zob. [25] i [5]).

Niech k = R lub k = C, niech A b¦dzie k�algebr¡, która jest dziedzin¡
caªkowito±ci, i niech I b¦dzie ideaªem w A[[x]] (odp. k[[x]]), x = (x1, . . . , xn).
Stowarzyszymy z nim zbiór D(I) ⊂ Nn, gdzie N oznacza zbiór liczb natural-
nych.

Je±li β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn, to oznaczamy |β| = β1 + . . . + βn. W zbio-
rze sko«czonych ci¡gów o (n + 1) elementach (β1, . . . , βn, |β|), gdzie β ∈ Nn,
wprowadzamy prawostronny porz¡dek leksykogra�czny. Indukuje to liniowy
porz¡dek w Nn.

Niech f ∈ A[[x]] (odp. k[[x]]), f =
∑

β fβx
β. Wprowadzamy oznaczenie

supp f = {β ∈ Nn | fβ 6= 0}. Niech ν(f) oznacza najmniejszy element supp f .
Przez in f b¦dziemy oznacza¢ fν(f)x

ν(f).
De�niujemy diagram wykªadników wiod¡cych D(I) jako zbiór

{ν(f) | f ∈ I \ {0}}.

Oczywi±cie D(I) + Nn = D(I).
Niech W ⊂ Nn b¦dzie takie, »e W + Nn = W . Najmniejszy taki sko«czony

podzbiór V ⊂ W , »e W = V + Nn, nazywamy zbiorem wierzchoªków W .
Dla ideaªu I ⊂ A[[x]] de�niujemy

∆ = Nn \ D(I).

Niech V = {β1, . . . , βs} b¦dzie zbiorem wierzchoªków diagramu D(I). Wy-
bierzmy takie g1, . . . , gs ∈ I, »e βi = ν(gi) dla i = 1, . . . , s. Niech in gi = gi

βi
yβi ,

wtedy gi
βi
6= 0. Wprowadzamy nast¦puj¡ce oznaczenia:

A0 � ciaªo uªamków A,
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S � multiplikatywny podzbiór A generowany przez gi
βi
,

S−1A� odpowiadaj¡ca zbiorowi S lokalizacja algebry A, tzn. podpier±-
cie« A0 zawieraj¡cy uªamki o mianownikach z S
S−1I[[x]] � ideaª generowany przez I w S−1A[[x]].

Mamy S−1A[[x]] ⊂ A0[[x]]. S−1A[[x]]/S−1I[[x]] jest sko«czenie generowany
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór ∆ jest sko«czony, i wtedy S−1A[[x]]/S−1I[[x]]
jest wolnym S−1A�moduªem. Jako baz¦ przyjmujemy jednomiany xβ, β ∈ ∆.
Lemat 4.4 Przy zaªo»eniach lematu 4.3 istniej¡ q1, . . . , qt ∈ A(Ω) oraz wªa-
±ciwy domkni¦ty podzbiór Σ ⊂ D takie, »e dla ω ∈ D \ Σ

deg0 Fω = sgn q1(ω) + . . .+ sgn qt(ω).

Dowód. Na mocy lematu 4.3 mo»emy zaªo»y¢, »e {Fω}ω∈D jest rodzin¡ nale»¡c¡
do Sn(D), dla której istnieje domkni¦ty wªa±ciwy podzbiór Σ′ ⊂ D taki, »e Fω

ma w 0 algebraicznie izolowane zero dla ω ∈ D \ Σ′.
Przyjmuj¡c A = A(D) (dziedzina caªkowito±ci) mo»emy powtórzy¢ argu-

menty z [40, rozdziaª 2 i Lemma 3.3].
Niech fi ∈ A(Ω)c[[x]] b¦d¡ takie, »e F i

ω(x) = fi(ω, x). Oznaczmy przez
J � ideaª w A(Ω)c[[x]] generowanym przez f1, . . . , fn (wtedy Jω s¡ ide-
aªami w R[[x]] generowanymi przez F 1

ω , . . . , F
n
ω ),

Qω = R[[x]]/Jω,
∆ = Nn \ D(J)

∆ω = Nn \ D(Jω),
{β1, . . . , βs} � zbiór wierzchoªków diagramu D(J),
g1, . . . , gs � takie elementy ideaªu J , »e βi = ν(gi) dla i = 1, . . . , s,
gi

βi
yβi = in gi,

S � multiplikatywny podzbiór A(D) generowany przez gi
βi
.

Poniewa» dimRQω < +∞ dla ω ∈ D \ Σ′, to dla ω ∈ D \ Σ′ zbiór ∆ω jest
sko«czony i ∆ω = ∆ (zob. [6]). Niech β̄ b¦dzie najwi¦kszym elementem w ∆.
Przyjmijmy

Σ = Σ′ ∪
t⋃

i=1

{ω ∈ D | gi
βi

(ω) = 0}.

Wtedy Σ jest wªa±ciwym domkni¦tym podzbiorem D i klasa abstrakcji xβ̄

w Qω jest niezerowa dla ω ∈ D \ Σ.
De�niujemy odwzorowanie liniowe φω : Qω −→ R. Na elementach bazo-

wych przyjmujemy:
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φω(xβ̄) = 1,
φω(xβ) = 0 dla β ∈ ∆ \ {β̄}

i rozszerzamy φω liniowo na Qω. Niech Φω : Qω × Qω −→ R b¦dzie odpowia-
daj¡cym mu symetrycznym odwzorowaniem dwuliniowym danym wzorem

Φω(f, g) = φω(fg).

PrzezMω oznacza¢ b¦dziemy macierz odwzorowania Φω w bazie zªo»onej z jed-
nomianów xβ, β ∈ ∆. Wtedy istnieje taka macierz symetryczna M o elemen-
tach z S−1A(D), »e Mω = M(ω).

Oznaczmy przez Jac jakobian ∂(F 1,...,F n)
∂(x1,...,xn)

. Na mocy [40, Lemma 2.6]) istnieje
takie λ ∈ S−1A(D), »e dla ω ∈ D \ Σ mamy Jacω = λ(ω)xβ w Qω.

Odwzorowanie liniowe ψω = λ(ω)φω : Qω −→ R speªnia na D \Σ zaªo»enia
twierdzenia Eisenbuda�Levine'a 1.29.

Rzeczywi±cie, ψω(Jacω) = λ(ω)φω(Jacω) = λ(ω)2φω(xβ) = λ(ω)2 > 0 oraz
ψω jest niezdegenerowane (zob. [17]).

Zatem na mocy tego twierdzenia stowarzyszona z nim symetryczna forma
kwadratowa Ψω jest niezdegenerowana oraz lokalny stopie« topologiczny w ze-
rze odwzorowania Fω jest równy sygnaturze tej formy.

Macierz formy Ψω mo»na sprowadzi¢ do postaci diagonalnej przez zamian¦
zmiennych i pomno»enie elementów powstaªej macierzy przez kwadraty mia-
nowników. Powi¦kszmy Σ w ten sposób, »eby zera mianowników nale»aªy do
Σ. Otrzymujemy tak¡ macierz symetryczn¡ T o elementach z A(D), »e dla
ka»dego ω ∈ D \ Σ macierz T (ω) jest niezdegenerowana i deg0 Fω jest równy
sygnaturze macierzy T (ω). Niech q̃1, . . . , q̃t ∈ A(D) b¦d¡ elementami na prze-
k¡tnej. Przyjmijmy takie gi ∈ A(Ω), »e g̃i s¡ klasami abstrakcji gi, i = 1, . . . t.
Wtedy

deg0 Fω = sgn q1(ω) + . . .+ sgn qt(ω)

dla ω ∈ D \ Σ.
�

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu b¦dziemy korzysta¢ z nast¦puj¡cego faktu (zob.
[40]):
Uwaga 4.5 Je±li funkcja f : Ω −→ Z i domkni¦ty podzbiór D ⊂ Ω speªniaj¡
nast¦puj¡ce warunki: istnieje taki wªa±ciwy domkni¦ty podzbiór Σ ⊂ D, »e
(i) f |D\Σ daje si¦ wyrazi¢ na D \ Σ przez sum¦ znaków funkcji z A(Ω),
(ii) f |Σ daje si¦ wyrazi¢ na Σ przez sum¦ znaków funkcji z A(Ω),

to f daje si¦ te» wyrazi¢ na D przez sum¦ znaków funkcji z A(Ω).
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Poniewa» Ω jest przestrzeni¡ noetherowsk¡, to I(Σ) jest generowany przez
sko«czon¡ liczb¦ elementów z A(Ω). Niech h ∈ A(Ω) b¦dzie sum¡ kwadratów
tych elementów, wtedy h jest nieujemne i h−1(0) ∩D = Σ. Mamy zatem dla
vi ∈ A(Ω) ∑

sgnh(ω)vi(ω) =
∑

sgn vi(ω)

dla ω ∈ D \ Σ i ∑
sgnh(ω)vi(ω) = 0

dla ω ∈ Σ.
Podobnie, niech p1, . . . , pr ∈ A(Ω), wtedy∑

sgn pj(ω) +
∑

sgn(−h(ω)pj(ω)) = 0

dla ω ∈ D \ Σ i∑
sgn pj(ω) +

∑
sgn(−h(ω)pj(ω)) =

∑
sgn pj(ω)

dla ω ∈ Σ.
Otrzymujemy∑

sgnh(ω)vi(ω) +
∑

sgn pj(ω) +
∑

sgn(−h(ω)pj(ω)) =

=

{∑
sgn vi(ω), ω ∈ D \ Σ∑
sgn pj(ω), ω ∈ Σ

.

Zatem je±li pewna funkcja z Ω w Z daje si¦ wyrazi¢ przez sum¦ znaków funkcji
z A(Ω) na D \Σ oraz na Σ, to daje si¦ te» wyrazi¢ przez sum¦ znaków funkcji
z A(Ω) na D.

Lemat 4.6 Je±li g : Ω −→ Z, D ⊂ Ω jest zbiorem domkni¦tym i dla ka»dego
domkni¦tego nierozkªadalnego podzbioru D′ ⊂ Ω istniej¡ wªa±ciwy domkni¦ty
podzbiór Σ ⊂ D′ oraz q1, . . . , qt ∈ A(Ω) takie, »e

∀ω∈D′\Σ g(ω) =
t∑

i=1

sgn qi(ω),

to istniej¡ takie g1, . . . , gs ∈ A(Ω), »e

∀ω∈D g(ω) =
s∑

i=1

sgn gi(ω).

W szczególno±ci lemat jest prawdziwy dla D = Ω.
Dowód. Dowód przeprowadzimy w dwóch krokach.
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1. Poka»emy, »e dla ka»dego domkni¦tego podzbioru D ⊂ Ω istnieje do-
mkni¦ty podzbiór wªa±ciwy Σ ⊂ D i takie funkcje ui ∈ A(Ω), »e

∀ω∈D\Σ g(ω) =
t∑

i=1

sgnui(ω).

Niech D = D1 ∪ D2 ∪ . . . ∪ Dm b¦dzie rozkªadem D na skªadowe nie-
rozkªadalne. Oznaczmy D̂ = D2 ∪ . . . ∪ Dm. Niech h ∈ A(Ω) b¦dzie
nieujemne i takie, »e

h ≡ 0 na D̂, h 6≡ 0 na D1.

Na mocy zaªo»enia istniej¡ q1, . . . , qt ∈ A(Ω) i wªa±ciwy domkni¦ty pod-
zbiór Σ′ ⊂ D1 taki, »e dla ω ∈ D1 \ Σ′ mamy

g(ω) = sgn q1(ω) + . . .+ sgn qt(ω).

Niech Σ = Σ′ ∪ D̂ ∪ (h−1(0) ∩D1). Poniewa» D1 jest nierozkªadalny, to
Σ′ ∪ (h−1(0) ∩D1) 6= D1, zatem D \ Σ 6= ∅ i

g(ω) =
t∑

i=1

sgnh(ω)qi(ω)

dla ω ∈ D\Σ. Przyjmujemy ui(ω) = h(ω)qi(ω) dla i = 1, . . . t. Dla zbioru
domkni¦tego D ⊂ Ω wskazali±my jego domkni¦ty podzbiór wªa±ciwy Σ
i takie funkcje ui ∈ A(Ω), »e

∀ω∈D\Σ g(ω) =
t∑

i=1

sgnui(ω).

2. Na mocy pierwszego kroku dowodu istniej¡ wªa±ciwy domkni¦ty podzbiór
Σ1 ⊂ D i u1, . . . , us(1) ∈ A(Ω) takie, »e dla ω ∈ D \ Σ1

g(ω) = sgnu1(ω) + . . .+ sgnus(1)(ω).

Rozwa»my zbiór Σ1, stosuj¡c ponownie krok 1., otrzymujemy Σ2 ⊂ Σ1

i w1, . . . , ws(2) ∈ A(Ω) takie, »e dla ω ∈ Σ1 \ Σ2

g(ω) = sgnw1(ω) + . . .+ sgnws(2)(ω).

Kontynuuj¡c t¦ konstrukcj¦, otrzymujemy zst¦puj¡cy ci¡g wªa±ciwych
domkni¦tych podzbiorów

D ⊃ Σ1 ⊃ Σ2 ⊃ . . .

Ω jest przestrzeni¡ noetherowsk¡, zatem ten ci¡g musi si¦ stabilizowa¢
i dla pewnego naturalnego k mamy Σk = ∅. Zatem g jest sum¡ znaków
funkcji zA(Ω) na ka»dym ze zbiorówD\Σ1,Σ1\Σ2, . . . ,Σk−2\Σk−1,Σk−1.
Stosuj¡c uwag¦ 4.5 do zbiorów Σk−2 i Σk−1, nast¦pnie Σk−3 i Σk−2 itd.
a» do D i Σ1 otrzymujemy, »e g jest sum¡ znaków funkcji z A(Ω) na D.

�
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Lematy 4.4 i 4.6 implikuj¡ nast¦puj¡ce twierdzenie:
Twierdzenie 4.7 Niech {Fω}ω∈Ω ∈ Sn(Ω), Σ ⊂ Ω b¦dzie zbiorem domkni¦tym
i niech dla ka»dego ω ∈ Σ punkt 0 ∈ Rn b¦dzie izolowany w F−1

ω (0). Wtedy
istniej¡ takie v1, . . . , vs ∈ A(Ω), »e dla ω ∈ Σ

deg0 Fω = sgn v1(ω) + . . .+ sgn vs(ω).

Przypomnijmy, »e dla f ∈ A(Ω) oznaczamy f̃ =
∑

α
1
α!

Dα fxα ∈ A(Ω)c[[x]],
a dla h =

∑
α hαx

α ∈ A(Ω)[[x]] i ω ∈ Ω oznaczamy hω =
∑

α hα(ω)xα.
Niech F ⊂ A(Ω). Dla ka»dego ω ∈ Ω niech Iω ⊂ R{x} = R{x1, . . . , xn}

oznacza ideaª generowany przez
{
f̃ω | f ∈ F

}
i niechXω oznacza reprezentanta

kieªka w zerze V (Iω). Poka»emy, »e istnieje takie h ∈ A(Ω)c[[x]], »e Xω =
V (hω).

Lemat 4.8 Istniej¡ takie h1, h2, . . . , hq ∈ A(Ω)c[[x]], »e dla ω ∈ Ω

Xω = V (h1,ω, . . . hq,ω).

Dowód. Oznaczmy przez I ideaª w A(Ω)c[[x]] generowany przez {f̃ | f ∈ F}.
Z twierdzenia 2.1 istnieje taki sko«czenie generowany ideaª I ′ = (h1, . . . , hq) ⊂
A(Ω)c[[x]], »e

∀ω∈Ω Iω = I ′ω,

gdzie I ′ω = (h1,ω, . . . , hq,ω). Mamy
Xω = V (Iω) = V (I ′ω) = V (h1,ω, . . . , hq,ω).

�

Wniosek 4.9 Istnieje takie h = h2
1 + . . . + h2

q ∈ A(Ω)c[[x]], »e Xω = V (hω)
dla ka»dego ω ∈ Ω.

4.2 Charakterystyka Eulera ogniw rodziny zbio-

rów semianalitycznych i analitycznych

We¹my h ∈ A(Ω)c[[x]]. Wtedy Σ = {ω ∈ Ω | h(0) = 0} jest zbiorem domkni¦-
tym. Poka»emy, »e istnieje takie k > 0, »e dla ω ∈ Σ

gω(x) = hω(x)− (x2
1 + . . .+ x2

n)k

ma w 0 izolowany punkt krytyczny oraz
χ(lk(0, {hω ≤ 0})) = 1− deg0∇gω,
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gdzie ∇gω =
(

∂gω

∂x1
, . . . , ∂gω

∂xn

)
: (Rn, 0) −→ (Rn, 0).

Powtórzymy argumentacj¦ z dowodu [44, Theorem 1].
Oznaczmy r(x) = x2

1 + . . . + x2
n. Zaªó»my, »e hω, r s¡ reprezentantami

kieªków zde�niowanymi w otwartym otoczeniu U punktu 0. De�niujemy
Vω = {(x, ε, y) ∈ U × R× R | r(x) = ε2, rank(dr(x), dhω(x)) ≤ 1, y = hω(x)}.

Wtedy x i y s¡ odpowiednio punktami i warto±ciami krytycznymi funkcji hω

na sferze o promieniu ε.
Niech π : Rn × R× R −→ R× R b¦dzie rzutem na dwie ostatnie wspóª-

rz¦dne. Vω jest zbiorem analitycznym (nierówno±¢ w de�nicji mo»na zast¡pi¢
przyrównaniem odpowiednich minorów do zera, otrzymamy wtedy sko«czon¡
liczb¦ równa«) i π : Vω −→ π(Vω) jest w pewnym otoczeniu zera odwzoro-
waniem wªa±ciwym. St¡d π(Vω) jest domkni¦ty i subanalityczny w pewnym
otoczeniu zera.

Oznaczmy Y1 = R × {0}, Y ω
2 = π(Vω) \ Y1. Wtedy Y ω

2 jest zbiorem suba-
nalitycznym. Je±li ε 6= 0, to

π(Vω) ∩ {ε} × R = {ε} × {zbiór warto±ci krytycznych hω|Sn−1
ε
}.

Na mocy wniosku 3.2 istnieje taka staªa α > 0, »e dla ω ∈ Ω

|y| = |hω(x)| ≥ ||x||α = εα

dla ka»dej takiej pary (ε, y) ∈ Y ω
2 , »e ε < εω i y jest dostatecznie bliski 0.

We¹my liczb¦ caªkowit¡ k > α. De�niujemy gω(x) = hω(x)− rk(x).
Niech

V ′
ω = {(x, ε, y) ∈ U × R× R | r(x) = ε2, rank(dr(x), dgω(x)) ≤ 1, y = gω(x)}.

Poniewa» rank(dr(x), dgω(x)) = rank(dr(x), dhω(x)), to
V ′

ω = {(x, ε, y) ∈ U×R×R | r(x) = ε2, rank(dr(x), dhω(x)) ≤ 1, y = hω(x)−ε2k}.

De�niujemy G(ε, y) = (ε, y − ε2k). Wtedy π(V ′
ω) = G(π(Vω)), zatem mamy

π(V ′
ω) ∩ R× {0} = {(0, 0)}

w odpowiednio maªym otoczeniu zera. St¡d, je±li ε 6= 0 jest dostatecznie
blisko 0, to 0 jest warto±ci¡ regularn¡ gω|Sn−1

ε
, zatem gω ma w 0 izolowany

punkt krytyczny.
Rzeczywi±cie, gdyby punkt krytyczny gω w 0 nie byª izolowany, to z lematu

o wyborze ªuku 1.4 istniaªaby taka krzywa γ(t), »e ∇g(γ(t)) ≡ 0. Je»eli
x ∈ Sn−1

ε i ∇gω(x) = 0, to x jest punktem krytycznym gω|Sn−1
ε

. Mamy
d

dt
gω(γ(t)) =

〈
∇gω(γ(t)),

d

dt
γ(t)

〉
=
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=
∂gω

∂x1

(γ(t))
dγ1

dt
(t) + . . .+

∂gω

∂xn

(γ(t))
dγn

dt
(t) ≡ 0,

gdzie 〈u, v〉 =
∑n

j=1 ujvj dla u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn.
Zatem gω byªaby staªa na krzywej γ, a poniewa» γ(0) = 0, to gω(γ(t)) ≡ 0.

Jest to sprzeczne z tym, »e π(V ′
ω) ∩ R× {0} = {(0, 0)}.

[44, Lemma 1] implikuje, »e dla ka»dego ω ∈ Σ i dla dostatecznie maªego
ε = ε(ω)

χ(Sn−1
ε ∩ {hω ≤ 0}) = 1− deg0∇gω.

Zauwa»my, »e dla ω ∈ Ω i dostatecznie maªych ε > 0 je±li hω(0) 6= 0, to
mamy χ(Sn−1

ε ∩ {hω ≤ 0}) = 0 dla n parzystych i χ(Sn−1
ε ∩ {hω ≤ 0}) =

1 + sgn(−hω(0)) dla n nieparzystych. Zatem na Ω \ Σ

χ(Sn−1
ε ∩ {hω ≤ 0}) =

{
0, n parzyste

1 + sgn(−hω(0)), n nieparzyste .

Stosuj¡c twierdzenie 4.7 oraz uwag¦ 4.5, otrzymujemy:
Twierdzenie 4.10 Dla h ∈ A(Ω)c[[x]] istniej¡ takie v1, v2, . . . , vs ∈ A(Ω),
»e dla ω ∈ Ω

χ(lk(0, {hω ≤ 0}) =
s∑

i=1

sgn vi(ω).

Nast¦pny lemat b¦dzie odgrywaª kluczow¡ rol¦ w dowodach twierdze« 4.13
i 5.2.
Lemat 4.11 Dla h ∈ A(Ω)c[[x]] istniej¡ takie h1, h2, . . . , hs ∈ A(Ω), »e dla
ω ∈ Ω

1

2
(χ(lk(0, {hω ≥ 0}))± χ(lk(0, {hω ≤ 0}))) =

s∑
i=1

sgnhi(ω).

Dowód. De�niujemy g(ω, t, x) = th(ω, x) dla ω z pewnego otoczenia zbioru
Ω, t ∈ [−1; 1]. Zbiór Ω× [−1, 1] jest zwarty i semianalityczny, zatem g nale»y
do A(Ω× [−1, 1])c[[x]].

Wtedy dla ω ∈ Ω, t ∈ [−1; 1] mamy gω,t ≥ 0 je±li hω ≥ 0 i t ≥ 0 lub hω ≤ 0
i t ≤ 0.

Niech dla t > 0 i ustalonego ω ∈ Ω

A1 = {(x, τ) ∈ Sn
(0,t),ε | gω,τ (x) ≥ 0 i τ ≥ t}

A2 = {(x, τ) ∈ Sn
(0,t),ε | gω,τ (x) ≥ 0 i τ ≤ t}.

Wtedy dla ε dostatecznie maªych Sn
(0,t),ε ∩ {gω,t ≥ 0} = A1 ∪ A2 oraz

A1∩A2 = {(x, τ) ∈ Sn
(0,t),ε | gω,τ (x) ≥ 0 i τ = t} = {(x, t) ∈ Sn

(0,t),ε | hω(x) ≥ 0}.
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Zbiory A1 i A2 s¡ homeomor�czne ze zbiorem {x ∈ Rn | hω(x) ≥ 0, ‖x‖ ≤ ε},
który dla maªych ε > 0 jest homeomor�czny ze sto»kiem. Poniewa» A1 i A2 s¡
±ci¡galne do punktu, to χ(A1) = χ(A2) = 1 i dla t > 0 i dostatecznie maªych
ε > 0 mamy

χ(Sn
(0,t),ε ∩ {gω,t ≥ 0}) = 2− χ(Sn−1

ε ∩ {hω ≥ 0}).

Analogicznie
χ(Sn

(0,−t),ε ∩ {gω,t ≥ 0}) = 2− χ(Sn−1
ε ∩ {hω ≤ 0})

dla t > 0 i dostatecznie maªych ε.
Na mocy twierdzenia 4.10 istniej¡ takie g1, g2, . . . , gs ∈ A(Ω× [−1; 1]), »e

∀(ω,t)∈Ω×[−1;1] χ(lk(0, {gω,t ≥ 0})) =
s∑

i=1

sgn gi(ω, t).

Otrzymujemy
1

2
(χ(lk(0, {hω ≥ 0}))− χ(lk(0, {hω ≤ 0}))) =

=
1

2
lim

t→0+
(2− χ(lk(0, {gω,t ≥ 0}))− 2 + χ(lk(0, {gω,t ≥ 0}))) =

=
1

2
lim

t→0+
(χ(lk(0, {gω,−t ≥ 0}))− χ(lk(0, {gω,t ≥ 0}))) =

=
1

2
lim

t→0+

s∑
i=1

(sgn gi(ω,−t)− sgn gi(ω, t)).

Niech D b¦dzie domkni¦tym podzbiorem nierozkªadalnym Ω. Mo»emy za-
ªo»y¢, »e gi 6≡ 0 na D × [−1; 1]. Dla i = 1, . . . , s istniej¡ hi ∈ A(Ω × [−1; 1])
i nieujemne liczby caªkowite ki takie, »e gi(ω, t) = tkihi(ω, t) oraz hi 6≡ 0
na D × {0}. Niech

Σ := {ω ∈ D | ∃i∈{1,...,s} hi(ω, 0) = 0},

wtedy Σ jest wªa±ciwym domkni¦tym podzbiorem D. Dla ω ∈ D \ Σ

1

2
lim

t→0+

s∑
i=1

(sgn gi(ω,−t)− sgn gi(ω, t)) =
s∑

i=1

sgnh′i(ω),

gdzie h′i(ω) = −hi(ω, 0) je±li ki jest nieparzyste, a h′i(ω) = 0 je±li ki jest
parzyste. Oczywi±cie h′i ∈ A(Ω).

Z drugiej strony
1

2
(χ(lk(0, {hω ≥ 0})) + χ(lk(0, {hω ≤ 0}))) =
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=
1

2
lim

t→0+
(2− χ(lk(0, {gω,t ≥ 0})) + 2− χ(lk(0, {gω,−t ≥ 0}))) =

=
1

2
lim

t→0+
(4− χ(lk(0, {gω,−t ≥ 0}))− χ(lk(0, {gω,t ≥ 0}))) =

= 2− 1

2
lim

t→0+

s∑
i=1

(sgn gi(ω,−t) + sgn gi(ω, t))

i dla ω ∈ D \ Σ otrzymujemy jak wy»ej
1

2
lim

t→0+

s∑
i=1

(sgn gi(ω,−t) + sgn gi(ω, t)) =
s∑

i=1

sgnh′′i (ω),

gdzie h′′i (ω) = hi(ω, 0) je±li ki jest parzyste, a h′′i (ω) = 0 je±li ki jest nieparzyste.
Pokazali±my, »e 1

2
(χ(lk(0, {hω ≥ 0})) ± χ(lk(0, {hω ≤ 0}))) jest sum¡ zna-

ków funkcji analitycznych na D \ Σ. Zastosowanie lematu 4.6 ko«czy dowód.
�

Wniosek 4.12 Dla f ∈ A(Ω) istniej¡ takie g1, g2, . . . , gq ∈ A(Ω), »e dla ω ∈ Ω

1

2
χ(lk(ω, V (f))) =

1

2
χ(lk(0, V (f̃ω))) =

q∑
i=1

sgn gi(ω),

gdzie V (f) jest kieªkiem w ω, a V (f̃ω) kieªkiem w 0.
Dowód. Mamy
χ(Sn−1

ε ∩ V (f̃ω)) = χ(Sn−1
ε ∩ {f̃ω ≤ 0}) + χ(Sn−1

ε ∩ {f̃ω ≥ 0})− χ(Sn−1
ε ),

zatem na mocy lematu 4.11
1

2
χ(Sn−1

ε ∩ V (f̃ω)) =
s∑

i=1

sgnhi(ω)− 1 + (−1)n−1

2
.

�

Wnioski 4.9 i 4.12 implikuj¡:
Twierdzenie 4.13 Niech Ω ⊂ Rn b¦dzie zwartym zbiorem semianalitycznym
i niech F b¦dzie dowoln¡ rodzin¡ funkcji zawart¡ w A(Ω). Dla ω ∈ Ω oznaczmy
przez Iω ideaª generowany w R{x} = R{x1, . . . , xn} przez zbiór

{
f̃ω | f ∈ F

}
,

a przez Xω reprezentanta kieªka w zerze zbioru V (Iω). Wtedy istniej¡ takie
v1, v2, . . . , vq ∈ A(Ω), »e

∀ω∈Ω
1

2
χ(lk(0, Xω)) =

q∑
i=1

sgn vi(ω).
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Uwaga 4.14 �ledz¡c dowód lematu 4.11 mo»na sprawdzi¢, »e wynik ten jest
prawdziwy tak»e w przypadku, gdy zamiast A(Ω) b¦dziemy rozpatrywa¢ tak¡
algebr¦ Ω�noetherowsk¡ O(Ω) (gdzie Ω jest lokalnie domkni¦tym podzbiorem
Rn), »e

1) istnieje taki podzbiór I ⊂ R zawieraj¡cy otoczenie 0, »e O(Ω × I) jest
(Ω×I)�noetherowska oraz istnieje naturalne wªo»enie O(Ω) ↪→ O(Ω×I)

2) dla g ∈ O(Ω×I) i skªadowej nierozkªadalnej D zbioru Ω takich, »e g 6≡ 0
na D×I, istniej¡ h ∈ O(Ω×I) i nieujemne caªkowite k takie, »e g(ω, t) =
tkh(ω, t) dla ω ∈ D i t dostatecznie blisko 0, h(·, 0) ∈ O(Ω) oraz h 6≡ 0
na D × {0}.

Algebra funkcji Nasha na otwartym zbiorze semialgebraicznym Ω ⊂ Rn

z przykªadu 2.10 oraz algebry z przykªadów 2.13, 2.14 speªniaj¡ te warunki.
Dla przykªadu podamy argumentacj¦ dla algebry funkcji Nasha (dla pozosta-
ªych analogicznie).

Mo»emy przyj¡¢ I = (−1; 1). Niech g ∈ N (Ω× I), g 6≡ 0 na D × I, gdzie
D jest skªadow¡ nierozkªadaln¡ Ω. Je±li g ≡ 0 na D × {0} (w przeciwnym
wypadku przyjmujemy h = g), to:

g(x, t) = g(x, t)− g(x, 0) =

∫ 1

0

d

ds
g(x, st) ds =

=

∫ 1

0

t
∂g

∂t
(x, st) ds = t

∫ 1

0

∂g

∂t
(x, st) ds,

czyli g(x, t) = tf(x, t). Poka»emy, »e f(x, t) =
∫ 1

0
∂g
∂t

(x, st) ds ∈ N (Ω × I).
Skorzystamy z nast¦puj¡cego twierdzenia:
Twierdzenie 4.15 ([7, Proposition 8.1.8]) Niech U b¦dzie otwartym semial-
gebraicznym podzbiorem Rn. Funkcja f : U −→ R jest funkcj¡ Nasha wtedy
i tylko wtedy, gdy jest funkcj¡ analityczn¡, speªniaj¡c¡ nietrywialne równanie
algebraiczne na U .

Innymi sªowy funkcja f jest Nasha wtedy i tylko wtedy, gdy jest anali-
tyczna oraz istnieje taki wielomian P ∈ R[x1, . . . , xn, y] = R[x, y], P 6≡ 0,
»e P (x, f(x)) = 0 na U .

Niech P ∈ R[x, t, y] b¦dzie takim wielomianem dla funkcji g, tzn. na Ω× I
mamy P (x, t, g(x, t)) = 0. Przyjmijmy P ′ ∈ R[x, t, y], P ′(x, t, y) = P (x, t, ty),
wtedy P ′ 6≡ 0. Funkcja f(x, t) =

∫ 1

0
∂g
∂t

(x, st) ds jest funkcj¡ analityczn¡
oraz speªnia równanie P ′(x, t, f(x, t)) = P (x, t, tf(x, t)) = P (x, t, g(x, t)) = 0
na Ω× I, zatem jest funkcj¡ Nasha na Ω× I.

Je±li f ≡ 0 na D × {0}, to powtarzamy dla f wcze±niejszy rachunek, po
sko«czonej liczbie kroków otrzymamy h o »¡danych wªasno±ciach.



Rodziny kieªków rzeczywistych funkcji analitycznych 48

Algebra R[x][f1, . . . , fq] (przykªad 2.11) tak»e speªnia powy»sze warunki.
Mo»emy bowiem zde�niowa¢ algebr¦ R[x, t][F1, . . . , Fq], dla której odwzoro-
wania Fi : Rn × [−1; 1] −→ R s¡ dane wzorami Fi(x, t) = fi(x). Jest to
algebra Rn × [−1; 1]�noetherowska i F1, . . . , Fq nie zale»¡ od ostatniej zmien-
nej, analogicznie jak w przypadku funkcji Nasha mo»na pokaza¢, »e posiada
ona wªasno±¢ 2).



Rozdziaª 5

Sumy znaków rzeczywistych

funkcji analitycznych

Niech Y ⊂ Rn b¦dzie rzeczywistym zwartym zbiorem semianalitycznym. Za-
ªó»my, »e funkcj¦ φ : Y −→ Z posiada reprezentacj¦ jako sko«czona suma

φ =
∑

i

mi1Yi
,

gdzie mi s¡ liczbami caªkowitymi, Yi s¡ semianalitycznymi podzbiorami Y ,
a 1Yi

oznaczaj¡ funkcje charakterystyczne zbiorów Yi.
Mo»emy tak wybra¢ Yi, »eby byªy zwartymi semianalitycznymi podzbio-

rami Y . Zgodnie z [33] i [12] de�niujemy caªk¦ Eulera, operator linku Λ i ope-
rator dualny D: ∫

Y

φ =
∑

i

miχ(Yi),

Λφ(y) =

∫
Y

φ1Sn−1
y,ε

,

gdzie ε = ε(y) jest dostatecznie maªy,
Dφ(y) = φ(y)− Λφ(y).

Niech Ω b¦dzie jak wy»ej zwartym semianalitycznym podzbiorem Rn. B¦-
dziemy mówi¢, »e funkcja g : Ω −→ Z jest sum¡ znaków funkcji analitycz-
nych na Ω, je±li istniej¡ takie v1, v2, . . . , vs ∈ A(Ω), »e g(ω) =

∑s
i=1 sgn vi(ω).

Wtedy g jest w rzeczywisto±ci zde�niowana na zwartym semianalitycznym oto-
czeniu Y zbioru Ω, na którym zde�niowane s¡ wszystkie funkcje vi. W tym
przypadku dla ω ∈ intY ⊃ Ω mamy:

Λg(ω) =

∫
Y

g1Sn−1
ω,ε

=

∫
Sn−1

ω,ε

g =
s∑

i=1

(
χ({vi ≥ 0} ∩ Sk−1

ω,ε )− χ({vi ≤ 0} ∩ Sk−1
ω,ε )

)
,

gdzie ε jest dostatecznie maªy.
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Wykorzystuj¡c twierdzenie 4.13, lemat 4.11 i argumentacj¦ podobn¡ do
przeprowadzonej w [40, Corollary 6.3 i Theorem 6.4] poka»emy, jak otrzyma¢
wynik analogiczny do gªównego twierdzenia [16].

Je±li a 6= 0 6= b, to mamy sgn a+ sgn b = 1 + sgn ab mod 4.
Zaªó»my, »e f ∈ A(Ω). Wtedy X = f−1(0) jest zbiorem analitycznym

zde�niowanym w otoczeniu Ω.
Na mocy twierdzenia 4.13 istniej¡ takie funkcje v1, v2, . . . , vq ∈ A(Ω),

»e 1
2
χ(lk(0, Xω)) =

∑q
i=1 sgn vi(ω). Niech Ω = Ω1 ∪ . . .Ωm b¦dzie rozkªadem

na skªadowe nierozkªadalne. Zaªó»my, »e vi 6≡ 0 na Ω1 dla i = 1, . . . , l ≤ q.
Przyjmuj¡c v = v1v2 . . . vl i Σ = {ω ∈ Ω1 | v(ω) = 0} ∪

⋃m
i=2 Ωi otrzymujemy

Wniosek 5.1 Istniej¡ wªa±ciwy domkni¦ty podzbiór Σ ⊂ Ω, staªa caªkowita
µ = l− 1 i funkcja analitycza v ∈ A(Ω) takie, »e v jest ró»na od zera na Ω \Σ
i dla ω ∈ Ω \ Σ

1

2
χ(lk(0, Xω)) = µ+ sgn v(ω) mod 4.

W szczególno±ci dla takich ω
1

2
χ(lk(0, Xω)) = µ+ 1 mod 2.

Lemat 4.11 implikuje te» twierdzenie analogiczne jak w [33]:
Twierdzenie 5.2 Je±li g : Ω −→ Z jest sum¡ znaków funkcji analitycznych
v1, v2, . . . , vs ∈ A(Ω) na Ω (w szczególno±ci je±li g(ω) = 1

2
χ(lk(0, Xω))), to

funkcje 1
2
Λg i 1

2
(g + D g) maj¡ warto±ci caªkowite i s¡ sumami znaków funkcji

analitycznych na Ω.
Dowód. Mamy

1

2
Λg(ω) =

s∑
i=1

1

2

(
χ({vi(ω) ≥ 0} ∩ Sn−1

ω,ε )− χ({vi(ω) ≤ 0} ∩ Sn−1
ω,ε )

)
=

=
s∑

i=1

1

2
(χ(lk(ω, {vi ≥ 0}))− χ(lk(ω, {vi ≤ 0}))

dla dostatecznie maªego ε, zatem teza wynika z lematu 4.11.
�
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