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Zadanie 1. Uzasadnij z definiji, że zbiór R2[x] wszystkich wielomianów rzeczywistych stopnia nie
większego niż 2 z dodawaniem wielomianów i mnożeniem ich przez liczby rzeczywiste jest przestrzenią
liniową.

Zadanie 2. Uzasadnij z definicji, że zbiór R∞ wszystkich ciągów o wyrazach rzeczywistych z doda-
waniem ciągów i mnożeniem ich przez liczby rzeczywiste jest przestrzenią liniową.

Zadanie 3. Uzasadnij z definicji, że zbiór C(R) funkcji ciągłych na R z dodawaniem funkcji i mno-
żeniem ich przez liczby rzeczywiste jest przestrzenią liniową.

Zadanie 4. Czy Rn jest przestrzenią liniową nad Q lub nad C?

Zadanie 5. Zbadaj, które z podanych zbiorów wektorów są podprzestrzeniami odpowiedniej prze-
strzeni liniowej. Spróbuj zapisać te zbiory w sposób symboliczny.

(a) wektory płaszczyzny o początku w punkcie O = (0, 0), których końce leżą na jednej z dwóch
różnych prostych przecinających się w punkcie O;

(b) wektory płaszczyzny o początku w punkcie O, których końce leżą na danej prostej;

(c) wektory płaszczyzny, których końce leżą w pierwszej ćwiartce;

(d) wektory przestrzeni Rn, których współrzędne są liczbami całkowitymi;

(e) wektory przestrzeni Cn, których współrzędne spełniają równanie x1 + x2 + . . .+ xn = 0;

(f) wektory przestrzeni Cn, będące kombinacjami liniowymi danych wektorów a1, ..., ak;

(g) wektory przestrzeni Rn będące rozwiązaniami danego układu równań liniowych;

(h) ciągi zbieżne liczb rzeczywistych;

(i) ciągi liczb rzeczywistych zbieżne do a;

(j) ciągi liczb rzeczywistych, które spełniają równanie rekurencyjne u(n+2)+αu(n+1)+βu(n) =
f(n);

(k) wielomiany czwartego stopnia;

(l) wielomiany parzystego stopnia;

(m) wielomiany spełniające warunek w(x) = w(−x) dla każdego x ∈ R;
(n) funkcje różniczkowalne;

(o) funkcje stałe na N;
(p) funkcje, dla których f ′(1) = 0;

(q) funkcje niemalejące.

Zadanie 6. Które z podzbiorów płaszczyzny są podprzestrzeniami liniowymi w R2? Naszkicuj te
zbiory.

(a) W = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1};
(b) W = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1};
(c) W = {(x, y) : 2x = 3y};
(d) W = {(x, y) : |x| = |y|};
(e) W = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1};
(f) W = {(x, y) : xy ≥ 0};
(g) W = {(x, y) : x+ y = 1};
(h) W = {(x, y) : xy = 0};
(i) W = {(x, y) : y = π}.

Zadanie 7. Opisać wszystkie podprzestrzenie liniowe przestrzeni R2, R3.
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Zadanie 8. Ile jest podprzestrzeni liniowych w Z3
2? Opisz je równaniami.

Zadanie 9. Podaj przykład dwóch podprzestrzeni liniowych V,W ⊆ R2, dla których V ∪W nie jest
podprzestrzenią liniową.

Zadanie 10. Udowodnij, że jeżeli V1, V2 ⊆ V są podprzestrzeniami liniowymi, to V1 ∩ V2 też jest
podprzestrzenią liniową.

Zadanie 11. Pokaż, że Z nie jest izomorficzna z grupą addytywną żadnej przestrzeni liniowej.

Zadanie 12. Wyznacz element odwrotny do:

(a) 7 w ciele Z17;

(b) 11 w ciele Z23;

(c) 13 w ciele Z31.

Zadanie 13. Pokaż, że jeśli n nie jest liczbą pierwszą, to Zn nie jest ciałem.


