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Zadanie 1. Wyznaczyć kombinację liniową 3a1 + 5a2 − a3 wektorów

a1 = (4, 1, 3,−2), a2 = (1, 2,−3, 2), a3 = (16, 9, 1,−3).

Zadanie 2. Zbadaj z definicji liniową niezależność podanych układów wektorów w odpowiednich
przestrzeniach liniowych:

(a) (2, 0, 6), (0, 1, 0), (1,−1, 3) w R3;

(b) (2, 0, 6), (0, 1, 0), (1, 1, 1) w R3;

(c) (1, 2, 1, 1), (2,−1,−1, 4), (5, 5, 2, 7) w R4;

(d) 1 + x2, 1− x2, 1 + 2x w R2[x];

(e) 1 + x, 2− x, 3x− 5 w R2[x];

(f) 1, sinx, cosx w C(R);
(g) 1, x, cosx, ex w C(R);
(h) (1, 2), (3, 1) w Z2

5;

(i) (1, 3, 2), (2, 4, 3), (3, 2, 1) w Z3
5;

(j) (1, 2, 3, 1), (0, 3, 1, 2), (1, 6, 2, 6) w Z4
7.

Zadanie 3. Załóżmy, że układ wektorów (a1, a2, a3) jest liniowo niezależny. Czy układ (b1, b2), gdzie

b1 = 3a1 + 2a2 + a3, b2 = 2a1 + 5a2 + 3a3

jest liniowo zależny?

Zadanie 4. Załóżmy, że układ wektorów (a1, a2, a3, a4, a5) jest liniowo niezależny. Czy układ (b1, b2, b3),
gdzie b1 = 3a1+4a2−5a3−2a4+4a5, b2 = 8a1+7a2−2a3+5a4−10a5, b3 = 2a1−a2+8a3−a4+2a5
jest liniowo zależny?

Zadanie 5. Wykazać, że jeśli wektory a1, . . . , an są liniowo niezależne, a wektory a1, a2, . . . , an, b są
liniowo zależne, to wektor b jest kombinacją liniową wektorów a1, . . . , an.

Zadanie 6. Dla jakich wartości parametru a ∈ R układ (0, 1, 2, a), (1, 1, 3, 1), (2, 1, 4, 1) jest liniowo
niezależny?

Zadanie 7. Dla jakich wartości parametru a ∈ R wektor (1, 1, a) jest kombinacją liniową wektorów
(2, 1, 3), (1, 2, 4), (3, 0, 2), (2,−2,−2)?

Zadanie 8. Znajdź generatory podanych przestrzeni liniowych:

(a) V = {(x− 2y, x+ y + 3z, y − 4z, 2x+ z) : x, y, z ∈ R};
(b) V = {(x, y, z) ∈ R3 : x

2 = y
3 = z

−1};

Zadanie 9. Sprawdź z definicji, czy podane zbiory wektorów są bazami wskazanych przestrzeni li-
niowych:

(a) B = {(1, 0, 1), (1, 2, 2)},R3;

(b) B = {(1, 0, 1), (1, 2, 2), (0, 1, 1)},R3;

(c) B = {(1, 0, 1), (1, 2, 2), (2, 2, 3)},R3;

(d) B = {(1, 0, 1), (1, 2, 2), (0, 1, 1), (2, 3, 4)},R3.

Zadanie 10. Wektory b1, b2, b3 tworzą bazę przestrzeni liniowej V . Zbadaj z definicji, czy poniższe
zbiory wektorów też są bazami tej przestrzeni:

(a) a1 = b1 − 2b2 + b3, a2 = 2b1 − b2, a3 = b1 + b2 − b3;

(b) a1 = b1 − 2b2 + b3, a2 = 2b1 − b2, a3 = 3b2 + b3.
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Zadanie 11. Niech v1, v2, v3 ∈ Rn. Pokazać, że

lin{v1, v2, v3} = lin{v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3}.

Zadanie 12. Wyznaczyć bazę i wymiar podprzestrzeni:

(a) lin{(4,−2, 6), (6,−3, 9)};
(b) lin{(4,−2, 6), (6, 3, 9)};
(c) lin{(2,−3, 1), (3,−1, 5), (1,−4, 3)};
(d) lin{(1, 1, 0), (1, 2,−3), (2, 4, 1)};
(e) lin{(1, 2, 0, 1), (2, 1, 3, 3), (0,−3, 3, 1), (3, 4, 3, 4)};
(f) lin{(1, 2, 1, 1), (2,−1,−1, 4), (5, 5, 2, 7)}.

Zadanie 13. Wskazać bazy i określić wymiary podanych przestrzeni liniowych:

(a) V = {(2x, x+ y, 3x− y, x− 2y) : x, y ∈ R};
(b) V = {(r − 2s− t, 2r + s− 3t, 3r + 4s− 5t) : r, s, t ∈ R};
(c) V = {(x, y, z, t) ∈ R4 : x+ y = z − y};
(d) V = {(x, y, z, t, s) ∈ R5 : x = s};
(e) V = {(x, y, z, t, s) ∈ R5 : y = z = 0};
(f) V = {p ∈ R4[x] : p(1) + p(−1) = p′(0)}.

Zadanie 14. Wyznacz współrzędne wektora (1, 8, 10) w bazie:

(a) (1, 2, 3), (2, 1, 3), (−1, 1, 0);

(b) (−1, 1, 0), (1, 2, 3), (2, 1, 3).

Zadanie 15. Podaj przykład takiej bazy przestrzeni R4, że wektor (5, 6, 7, 8) ma w tej bazie współ-
rzedne [1,−2, 3,−5].

Zadanie 16. Wyznaczyć współrzędne odpowiedniego wektora v w bazie B′ pewnej przestrzeni liniowej
mając podane jego współrzędne w bazie B:

(a) [0, 1,−2];B = {b1, b2, b3}, B′ = {b1, b1 − b2, b1 − b3};
(b) [2, 0, 1, 1];B = {b1, b2, b3, b4}, B′ = {−b1, b1 + b2, 3b3, b3 + b4};
(c) [3, 2, 1];B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}, B′ = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)};.

Zadanie 17. Wykazać, że wymiar przestrzeni R∞ ciagów o wyrazach rzeczywistych jest nieskończony.


