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Zadanie 1. Które z poniższych odwzorowań są przekształceniami liniowymi?

(a) f : R → R, f(x) = 0;

(b) f : R → R, f(x) = 2x+ 3;

(c) f : R → R, f(x) = 4x;

(d) f : R2 → R2, f(x, y) = (y, x+ y);

(e) f : R2 → R2, f(x, y) = (x, y + 1);

(f) f : R2 → R, f(x, y) = 5x+ 2y2;

(g) f : R3 → R2, F (x, y, z) = (x− y, z);

(h) f : R → R2, f(x) = (x, 5x).

Napisz macierze tych odwzorowań, które są liniowe.

Zadanie 2. Niech f : R2 → R3 będzie przekształceniem liniowym i f(1, 3) = (2, 4, 1), f(2, 1) =
(5, 3, 2). Oblicz f(1, 1). Napisz macierz f .

Zadanie 3. Napisz wzór odwozorwania liniowego f : R2 → R4 jeśli f(5, 1) = (2, 5, 1, 1) i f(1, 0) =
(3, 4, 2, 2).

Zadanie 4. Niech C∞ oznacza przestrzeń liniową ciągów zbieżnych o wyrazach rzeczywistych. Czy
odwzorowanie f przyporządkowujące każdemu ciągowi ze zbioru C∞ jego granicę jest przekształce-
niem liniowym przestrzeni C∞ w przestrzeń R?

Zadanie 5. Podać wzory następujących przekształceń przestrzeni trójwymiarowej na siebie:

(a) odbicie symetryczne względem płaszczyzny Oxy,

(b) przesunięcie o wektor (a, b, c),

(c) obrót dookoła osi Oz o kąt α przeciwnie do ruchu wskazówek zegara,

(d) rzut przestrzeni trójwymiarowej R3 na oś Oz równolegle do płaszczyzny Oxy,

(e) symetria środkowa względem początku układu współrzędnych.

Które z tych przekształceń są liniowe? Napisz ich macierze.

Zadanie 6. Znaleźć z definicji macierze podanych przekształceń liniowych we wskazanych bazach
odpowiednich przestrzeni liniowych:

(a) f : R2 → R3, f(x, y) = (x+ y, 2x+ y, x− 3y), {(1, 1), (1,−1)}, {(1,−1, 0), (0, 1,−1), (0, 0, 1)};
(b) f : R3 → R2, f(x, y, z) = (x− y, y − z), {(1, 2, 2), (1, 1, 1), (1, 1, 2)}, {(1, 1), (1, 0)};
(c) f : R3 → R3, f jest rzutem prostokątnym na Oyz,

{(4, 1, 2), (6,−1, 2), (5, 3, 2)}, {(1, 0,−1), (1, 0, 1), (2, 1, 0)}.

Następnie rozwiązać zadanie ponownie stosując tym razem wzór na zmianę macierzy przekształcenia
liniowego przy zmianie baz wychodząc od baz standardowych odpowiednich przestrzeni liniowych.

Zadanie 7. Macierz przekszałcenia liniowego L : U → V ma w bazach {u1, u2, u3}U , {v1, v2}V postać[
3 −2 1
2 4 5

]
.

Znajdź przy tym przekształceniu obrazy wektorów

a = 6u2 − u3, b = u1 + 2u2 − 4u3.
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Zadanie 8. Przekształcenie liniowe L : U → V ma w bazach {u1, u2, u3}U , {v1, v2}V macierz postaci

A =

[
1 2 3
4 5 6

]
.

Znajdź macierz A′ tego przekształcenia w bazach {2u1, u3, u2 + u3}, {v1 − v2, 2v1 + v2}.

Zadanie 9. Wykazać, że złożenie odwzorowań liniowych jest odwzorowaniem liniowym.

Zadanie 10. Wykazać, że jeśli g jest przekształceniem liniowym i jeśli {g(x1), g(x2), . . . , g(xn)} jest
zbiorem wektorów liniowo niezależnych, to zbiór {x1, x2, . . . , xn} jest zbiorem wektorów liniowo
niezależnych.

Zadanie 11. Udowodnić, że w jednowymiarowej przestrzeni wektorowej każde odwzorowanie liniowe
ma postać f(x) = ax, gdzie a jest pewnym skalarem.

Zadanie 12. Niech U i W będą dwiema przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciałem K.

(a) Wykazać, że jądro przekształcenia liniowego f : U → W jest podprzestrzenią liniową przestrze-
ni U ;

(b) Wykazać, że obraz przekształcenia liniowego f : U → W jest podprzestrzenią liniową prze-
strzeni W .

Zadanie 13. Udowodnić, że odwzorowanie liniowe f : V → W jest różnowartościowe wtedy i tylko
wtedy, gdy ker f = {0}.

Zadanie 14. Wykazać, że odwzorowanie liniowe f : V → W , gdzie dimW < dimV nie może być
różnowartościowe.

Zadanie 15. Wykazać, że każda podprzestrzeń przestrzeni liniowej jest:

(a) jądrem pewnego odwzorowania liniowego;

(b) obrazem pewnego odwzorowania liniowego.

Zadanie 16. Wyznaczyć obrazy i jądra odwzorowań liniowych z zadań 1–5.

Zadanie 17. Niech f : Z2
5 → Z5 będzie dane wzorem f(a, b) = a + b. Wyznaczyć jądro i obraz f .

Wypisać elementy jądra. Jaki jest wymiar ker f?


