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Zadanie 1. Sprawdź, że działanie ⊕ określone w R wzorem

a⊕ b = a+ b+ 3

jest przemienne i łączne oraz, że ma ono element neutralny. Wyznaczyć te elementy zbioru R, dla
których istnieje element odwrotny i wyrazić, o ile istnieje, a−1 za pomocą a.

Zadanie 2. Sprawdź, że działanie ⊙ określone w R wzorem

a⊙ b = ab+ a+ b

jest przemienne i łączne oraz, że ma ono element neutralny. Wyznaczyć te elementy zbioru R, dla
których istnieje element odwrotny i wyrazić, o ile istnieje, a−1 za pomocą a.

Zadanie 3. Sprawdź, że działanie ⊙ określone w Zadaniu 2. jest rozdzielne względem działania ⊕
zdefiniowanego w Zadaniu 1.

Zadanie 4. Podane działania są przemienne i łączne. Dla każdego z nich znajdź, o ile istnieje, element
neutralny oraz wyznacz elementy odwrotne.

(a) w R+, a ◦ b = ab

a+ b

(b) w R, a ⋆ b =
(

3
√
a+

3
√
b
)3

(c) w R+, a ◦ b = 5log5 a·log5 b

Zadanie 5. Sprawdź, czy zadana struktura jest grupą abelową.

(a) (R, ⋆), x ⋆ y = x− y

(b) (N ∪ {0}, ◦), x ◦ y = |x− y|
(c) (R, ⋆), x ⋆ y = 2x+ 2y − 1

(d) (R+, ⋆), x ⋆ y = xy

(e) (R+, ⋆), x ⋆ y = 3xy

(f) (Z, ⋆), x ⋆ y = max {x, y}
(g) (R− {0} × R,⊗), (x, y)⊗ (z, w) = (2xz, y + w − 2)

Zadanie 6. Niech działania ⋆ oraz ◦ w zbiorze R× R będą zdefiniowane następująco

(a, b) ⋆ (c, d) = (ac, b+ d), (a, b) ◦ (c, d) = (a+ cb, bd)

(a) Znajdź elementy neutralne tych działań.

(b) Które elementy (x, y) zbioru R× R są odwracalne względem tych działań?

Zadanie 7. Działanie w zbiorze P = {p, q, r, s, t} zadane jest za pomocą poniższej tabeli. Znajdź
element neutralny tego działania oraz, jeśli to możliwe, elementy odwrotne do poszczególnych ele-
mentów zbioru P .

◦ p q r s t

p q r p t q
q r t q p p
r p q r s t
s t p s q s
t r q t t r

Zadanie 8. Sprawdź, czy zadany zbiór jest grupą abelową z podanym działaniem.

(a) A = {1, 2, 4} z ⊗7

(b) B = {0, 2, 4} z ⊕7



Algebra liniowa z geometrią 1 Podstawowe struktury algebraiczne IM UG 2

(c) C = {0, 2, 4, 6, 8} z ⊕10

(d) D = {1, 3, 7, 9} z ⊗10

(e) E = {0, 3, 6} ⊂ Z12 z ⊗12

(f) F = {0, 4} ⊂ Z8 z ⊕8

(g) G = {0, 2, 4} ⊂ Z6 z ⊕6

Zadanie 9. Niech (G, ◦) będzie dowolną grupą. Pokaż, że (a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1 dla dowolnych
elementów

Zadanie 10. Pokaż, że jeśli działanie ◦ ma w zbiorze G element neutralny, to jest on określony jed-
noznacznie.

Zadanie 11. Niech działanie ◦ będzie łączne w G i niech a ∈ G. Pokazać, że jeśli a ma element
odwrotny, to jest on wyznaczony jednoznacznie.

Zadanie 12. Sprawdź, że dany zbiór jest pierścieniem przemiennym względem zwykłego dodawania i
mnożenia liczb.

(a) nZ, n ∈ N
(b) Z[

√
3] = {a+ b

√
3 : a, b ∈ Z}

Zadanie 13. Pokaż, że Q(
√
5) = {a+b

√
5 : a, b ∈ Q} jest ciałem z działaniami dodawania i mnożenia.

Zadanie 14. Pokaż, że R jest ciałem z działaniami

a⊕ b = a+ b+ 1, a⊙ b = a+ b+ ab.


