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Oznaczenia

K - ciato, na ogot R, C, niektore pojecia sa tez zdefiniowane dla ciata

Q lub Z,

K’ﬂ

:KX..XK
N——

n

Punkty: K" > p = (p1,...,pn), P1,---,0n € K

Poczatek uktadu: 0 = (0, ...,0)

p,q € K" : Ipl = \/Ipll2 c | pal?

dp,q)=1p—al =VIpr —al> + -+ pn — aul%
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i-ta wspotrzedna x; :  x;(p) = p;, wiec
i K'— K
(Gdy K = C to uzywa sie czesto symbolu z; zamiast x;.)

(K", d) - jest przestrzenia metryczna, izometryczng z R" lub z R? x - - - x R? =

R?", ze standardowa metryka euklidesows.

Niech U C K" bedzie zbiorem otwartym, p € U, oraz f : U — K.
Definiujemy pochodna czastkowa %(p) = D, f(p) jako

hmf(p177pz+h77pn)_f<plvvpza7pn)
h—0 h

9

o ile ta granica istnieje.

e N=1{0,1,2,...}

o Wielowskaznik: a = (aq,...,qp), a; €N
e o] =+ -+ a,, — norma wielowskaznika
o ol =qq! -, — silnia wielowskaznika

Def = 9lolfJox® = 9lolf Jox( ... Ozt

(%

o z% =z{"- - xi" — jednomian stopnia |a/|

Przyjmujemy, ze D0 f = f (0,...,0)! =0/ =0, 2° =1

2 Wielomiany jednej zmiennej

Wielomian jednej zmiennej X o wspotczynnikach w ciele K, to napis:

f=f(X)=a+ X+ +a,X", o €K

o wspotczynniki: ag, ay, ..., ay,
e wyraz wolny: ay
e jednomian stopnia k: X" (przyjmujemy, ze X° = 1)

o sktadnik stopnia k: ai X"
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o Jezeli a,, # 0, stopieri wielomianu deg(f) =n
o wspotczynnik wiodgcy: ay,
o sktadnik wiodgcy: a, X"

Funkcje stale sa wielomianami stopnia 0, wielomianowi f = 0 mozna
przypisa¢ dowolny stopien.

Zbior wielomianow K[X] zmiennej X o wspotezynnikach w ciele K z
naturalnymi dzialaniami dodawania i mnozenia jest pierscieniem prze-
miennym z jedynka.

e Jezeli ciato K jest nieskoriczone oraz f(x) = 0 dla kazdego = € K,
to f =0.

o deg(f £ g) < max(deg(f),deg(g))
o Jezeli f #0,g#0, to fg # 0 oraz deg(fg) = deg(f) + deg(g)

o Jezeli fg=0,to f =01lub g =0, czyli K[X] jest pierScieniem bez
dzielnikow zera

e Jezeli h # 0 oraz hf = hg, to f =g

o f jest dzielnikiem g jezeli istnieje h taki, ze ¢ = fh. Wielomian g
jest wtedy wielokrotnosciq f. Piszemy: f | g.

e Jezeli f nie jest dzielnikiem g, to piszemy f fg¢
e Kazdy wielomian jest dzielnikiem wielomianu 0
o Jezeli f|goraz g | h,to f|h

e Jezeli f | g oraz g | f, to istnieje niezerowa liczba ¢ € K taka, ze
f=cy

Twierdzenie 2.1 (Algorytm Dzielenia) Dla kazdej pary wielomia-
now f, g, gdzie deg(f) > 0, istnieje doktadnie jedna para wielomiandw
h,r, dla ktérych g = hf +r oraz deg(r) < deg(f).

Wielomian r nazywamy reszta z dzielenia g przez f.

Fakt 2.2 Resztq z dzielenia g przez (X — a) jest g(a). W szczegdlnosci
g(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (X —a) | g.
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Wielomian g nazywamy najwiekszym wspolnym dzielnikiem wielomia-

now fi, fo (ozn. g = ged(f1, f2)), jezeli g | f1, g | fo, oraz jezeli h | fi,
h|fytoh]g.

Najwiekszy wspolny dzielnik mozna obliczyé uzywajac Algorytmu Eu-
klidesa.

Wielomiany f1, fo sa wzglednie pierwsze, gdy ged(fi, f2) = 1.

Wielomiany fi, fo s wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy fi, f2
nie maja wspolnych pierwiastkow zespolonych.

Fakt 2.3 Wielomian f ma wylgcznie jednokrotne pierwiastki zespolone
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ged(f, f') = 1.

Fakt 2.4 Niech Q = f/ged(f, f'). Wielomiany f,Q majg te same
pierwiastki zespolone, wszystkie pierwiastki () sq jednokrotne.

llosé zespolonych pierwiastkow wielomianu f jest rowna

deg(Q) = deg(f) — deg(ged(f, ).

Przyklad. SINGULAR

>
>
>
>
>

ring r=0,x,1p;

poly f=x9-13x8+67x7-173x6+243x5-255x4+409x3-603x2+432x-108;
poly df=diff(f,x);

poly g=gcd(f,df);

g;

x3-8x2+21x-18

> list L=division(f,g);

> L;
x6-5x5+6x4-2x3+11x2-17x+6
0

1

poly Q=f/g;

Q;
x6-5x5+6x4-2x3+11x2-17x+6
> exit;

Auf Wiedersehen.

Wielomian f ma doktadnie 6 parami réznych pierwiastkéw zespolonych.
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Fakt 2.5 Niech f € Q[X], niech 0 # ¢ € Z bedzie takie, ze h = cf €
Z|X). Jezeli f(a) = 0 dla a € Q, to a = g € Q, gdzie p,q € 7Z,
p dzielt wyraz wolny wielomianu h oraz q dzieli wspotczynnik wiodgcy
wielomianu h.

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0,x,1p;

> poly f=2x11-8x10+6x9-14x7+60x6-58x5+12x4-2x3+10x2-14x+6;
> subst(f,x,1);
0
>

subst (f,x,-1);

160

> subst(f,x,2);
-638

> subst(f,x,-2);
-7590

> subst (f,x,3);

0

> subst(f,x,-3);
-855168

> subst (f,x,6);
300775530

> subst(f,x,-6);
-1262603790

> subst(f,x,1/2);
1045/1024

> subst(f,x,-1/2);
19803/1024

> subst(f,x, 3/2);
7815/1024

> subst(f,x,-3/2);
629865/1024

Wielomian f ma wiec dwa pierwiastki wymierne: 1 oraz 3.

W podreczniku A.Mostowski, M.Stark — FElementy Algebry Wyzszej —
podane sg wzory pozwalajace znalezé wszystkie pierwiastki wielomianu
stopnia 3 (Wzory Cardano) oraz wielomianu stopnia 4. Wiadomo tez,
ze dla wielomianéw stopnia wiekszego niz 4 nie istnieja ogdlne wzory
pozwalajace oblicza¢ pierwiastki
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Istnieja metody znajdowania przyblizonych rozwiazan:

Przyktad. SINGULAR

> ring r=0,x,1p;

> LIB ’solve.1l1ib’’;

> poly a=x5-2x3+3x2-x+4;

> def A= solve(a);
-2.04356833
(-0.18082745+1*0.94258812)
(-0.18082745-1*0.94258812)
(1.20261162+1*0.82376372)
(1.20261162-1%0.82376372)

Przyktad przedstawiony przez Wilkinsona pokazuje, jak duze btedy moga
sie pojawi¢ gdy postugujemy sie przyblizonymi warto$ciami:

Przyktad. SINGULAR

> ring r=0,x,1p;

> LIB ’’solve.lib’’;

> poly f=x*(x+1)*(x+2)*(x+3)* (x+4) * (x+5) * (x+6) * (x+7)
* (x+8) % (x+9) * (x+10) * (x+11) * (x+12) * (x+13) * (x+14) * (x+15)
*(x+16) * (x+17) * (x+18) * (x+19) * (x+20) ;

> poly g=£f+1/100000%x19;

> def G=solve(g);

-7.93695027

-7.00367647

-5.999903

-5.00000122

(-20.99405821+i%1.34421008)
(-20.99405821-i%1.34421008)
(-18.49088339+1%3.24042337)
(-18.49088339-1%3.24042337)
(-15.31073486+1*3.5589746)
(-15.31073486-1%3.5589746)
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(-12.61151323+1%2.82711482)
(-12.61151323-1%2.82711482)
(-10.57923379+i%1.73129676)
(-10.57923379-i%1.73129676)
(-9.04331107+1*0.62692384)
(-9.04331107-1%0.62692384)
0

3 Wielomiany w R|X]
a = (ay,...,a,) — ciag liczb rzeczywistych

Definicja. Liczbg zmian znaku w ciggu a nazywamy liczbe par (i,i+k)
(k > 1) takich, ze
® Atk < 0,

ea, ,=0dlal<r<k.

Oznaczamy ja symbolem Var(a).

Przyktad. a = (—1,0,0,2,0,4,0,0,-5,6), Var(a) =3

Twierdzenie 3.1 (Sturm) Niech f € R[X]. Niech fy = f, fi =
1.
ficz = fic1g9i-1 — fi (deg(fi) < deg(fi-1)), ...
tak dlugo, az fs1 = fsgs, ten. gdy fs = Fgcd(f, f').
Jezeli a < b oraz f(a) # 0, f(b) # 0, to liczba pierwiastkow (bez
krotnosci)

# 710) N [a,b] = Var(foa),..., f(a)) — Var(fo(d),..., f(b)).

Whniosek 3.2 Niech A bedzie ciggiem wiodgcych wspotczynnikow wielo-
mianow fo(—X), ..., fs(—=X), niech B bedzie ciggiem wiodgcych wspot-
czynnikow wielomiandw fo(X),. .., fs(X). Wtedy liczba wszystkich pier-
wiastkow rzeczywistych

#f710) = Var(A) — Var(B).
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Stosujac Twierdzenie Sturma obliczymy liczbe rzeczywistych pierwiast-
kow w danym przedziale, oraz liczbe wszystkich rzeczywistych pierwiast-
kow.

Przyklad. SINGULAR

ring r=0,x,1p;

LIB ’rootsur.1lib’’;

poly f=x9-7x8+3x5+4x4-5x2+2x-5;

sturm(f,1,7);

sturm(f,-5,5);

nrroots(f);

=~ VvV OV —~ V V V V

Definicja. z,(f) — liczba dodatnich pierwiastkow f (liczonych z krot-
nosciami)
Twierdzenie 3.3 (Lemat Kartezjusza) Niech f = ap+---+a, X" €
R[X]. Wtedy
2o (f) < Var(ag,...,a,),
z.(f) = Var(ag,...,a,) mod 2 .

Cwiczenie. Oszacuj liczbe rzeczywistych pierwiastkow wielomianu X 80—
99X 4+ 7.

4 Wielomiany wielu zmiennych

Definicja. Wielomianem zmiennych Xy, ..., X, nazywamy skonczong
kombinacje:

fZZGaXﬁl"'Xﬁ’LIZaaXa ,acN" q,ceK.

«

Zbior wszystkich wielomianéw oznaczamy symbolem K[ X7, ..., X,], lub
krocej K[X] jezeli jest jasne ktore zmienne rozpatrujemy. Zbior K[X] z
naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia jest przemiennym pier-
Scieniem z jedynka.
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Wielomian f € K[X] definiuje funkcje f : K" — K:

f(x) = f(x1,...,x,) = Zaaa:a = Zaaﬁ‘l---x%n :

« «

Fakt 4.1 Jezeli ciato K jest nieskoriczone to f = 0 (tzn. wszystkie
wspotczynniki a, = 0) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f : K" — K jest
funkcjq zerowgq.

Wtedy rowniez dwa wielomiany f,g € K[X] sq rowne wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcje f, g : K" — K sq rowne.

Definicja. Niech fi,..., fs € K[X]. Definiujemy zbior

V(fi,.. o f) ={x=(x1,...,2,) €K"| fi(x) =0dlal<i<s},

ktory nazywamy (afinicznym) zbiorem algebraicznym zdefiniowanym przez

fi,--., fs. Jest to zbior rozwigzan uktadu réwnan:
hi(z) =
fs(z)=0
Przyklady:

e f=0toV(f)=K"

V(X% +Y? —1) jest okregiem jednostkowym na plaszczyznie
o V(XY, XY +3)=10
o V(Y — f(X)) jest wykresem wielomianu f
o V(X2 + Y2+ (Z—-1)Z% (Kiss)
e Kazdy skonczony podzbior K” jest zbiorem algebraicznym

e [0,1], Q, N nie sg zbiorami algebraicznymi

Twierdzenie 4.2 Skoniczona suma zbiorow algebraicznych jest zbiorem
algebraicznym.

Przekroj dowolnej rodziny zbiorow algebraicznych jest zbiorem alge-
braicznym



Efektywne Metody Rzeczywistej Geometrii Algebraicznej — Inst.Mat. UG 10

5 Idealy w K[X]

Definicja. Podzbior I C K[X] jest ideatem, jezeli
e e,
o flgel = fEtgel,
o fecl heK[X] = hfel

Fakt 5.1 Jezeli fi,..., fs € K[X], to zbidr

<f1,...,f5> = {thf@ ‘ hl,...,hSEK[X]}
1=1

jest wdeatem. Nazywamy go ideatem generowanym przez fi,..., fs.

Zauwazmy, ze
o jezeli fi(z)=...= fs(x) =0oraz h € (f1,..., fs), to h(x) =0,

o jezeli (f1,....fs)={g1,---,gr), 0o V(f1,..., fs) =V(g1,...,9),

e f1,..., fsnaleza do idealu I wtedy i tylko wtedy, gdy (f1,..., fs) C
I,

e w pierscieniu wielomianéw jednej zmiennej (n = 1) kazdy ideal jest
generowany przez jeden element. W szczegolnosci,

<f1, .. ,f5> = <ng(f1, .. 7fs)> .

Z ideatem I mozna stowarzyszy¢ pierscieni ilorazowy K[X]/I, z natural-
nymi dziataniami dodawania i mnozenia (mod I).

Poniewaz ideal I jest w szczegolnosci podprzestrzenia liniowa przestrzeni
K[z], wiec mozna zdefiniowa¢ wymiar dim g K[x]/I.

Jezeli I C J s ideatami, to dimy K[X]/I > dimx K[X]/J.

6 Porzadek jednomianéw

Definicja. Niech 7 < ” bedzie porzadkiem w zbiorze { X | a« € N"}
spelniajacym trzy warunki:
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e porzadek jest liniowy, tzn. dla kazdych dwoch jednomianéw X, X7
jest spetniona jedna z relacji: X® < X” lub X = X/ lub X* >
X5,

o jezeli X < X¥ to dla kazdego jednomianu X7 spelniona jest nie-
rownosé XeX7 = XM < X = XP X7,

o " < " jest dobrym porzadkiem, tzn. kazdy niepusty zbioér zlozony
z jednomianéw posiada element najmniejszy. Warunek ten jest
rownowazny z warunkiem, ze kazdy malejacy ciag jednomianow
XM > xe®) > xeB) > | jest skoriczony.

Fakt 6.1 W przypadku jednej zmiennej, tzn. gdy n = 1, jedynym po-
rzqgdkiem jednomianow jest

1=X'<X'<X?<X3< ... .

Niech X = X% ... X X0 = X ... X5

Przyklad. Porzadek leksykograficzny: X® >0, X7 jezeli pierwsza nie-
zerowa wspotrzedna z lewej strony réznicy o — (3 jest dodatnia, np.

XPX0X5 >er XiX5X5
jest porzadkiem jednomianow.

Wezmy zmienne X; = z, Xo = y, X3 = 2z, oraz cialo K = Q.
SINGULAR:
> ring r=0, (x,y,2),1lp ;

Przyklad. Porzadek leksykograficzny z gradacjg: X >gpjee X B jezeli
la] > ]3|, lub |a| = |B] oraz X* >, X7, np.

XPX5X3 <grier XiXoX5 , XiX5X5 >grier X7 X5 X5
jest porzadkiem jednomianow.

Wezmy zmienne X; = z, Xy = y, X3 = z oraz cialo K = Q[\/g]
SINGULAR:

> ring r=(0,p), (x,y,z), Dp ;

> minpoly = p2-5;
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Przyktad. Porzadek odwrotny leksykograficzny z gradacjq:
XY > enier X7 jezeli |a| > |8], ub |a| = |B] oraz pierwsza niezerowa
wspolrzedna z prawej strony réznicy a — 3 jest ujemna, np.

XPX5X3 <grevier X X3 XY | XPXIXZ <grevier X X3 X3
jest porzadkiem jednomianow.

Wezmy zmienne X; = z, Xy = y, X3 = z, oraz cialo K = Q]i].
SINGULAR:

> ring r=(0,1), (x,y,z), dp ;

> minpoly = i2+1;

Fakt 6.2 W kazdym z trzech powyzszych porzqdkow: X1 > X9 > ... >
X,

Porzadek jednomianéw pozwala jednoznacznie uporzadkowaé sktadniki
wielomianu:

Przyklad. Niech f = 4XY2Z + 422 — 5X* + 7X272 € K[X, Y, X]:
o [=—5X3+TX?Z2+4XY?Z + 477, (lex)
o [=+TX2Z*+4XY?Z —5X3 +47° (grlex)
o [ =+AXY?Z +7X27% —5X3 + 472, (grevlex)

Definicja. Z niezerowym wielomianem f = Y a,X“ w pierscieniu
K[X] z wybranym porzadkiem jednomianéw ” >" mozna stowarzyszy¢

e wielostopieri multideg(f) bedacy wyktadnikiem pierwszego sktad-
nika w uporzadkowanej postaci f

o wiodgcy wspdtczynnik LC(f) = amuideg(r) € K
o wiodgcy jednomian LM (f) = Xmutides(f)
o wiodgcy sktadnik LT(f) = LC(f) - LM(f)

Przyklad. Niech f =4XY?Z +47°? - 5X3 +7X?7? e K[X,Y, X] 7
porzadkiem leksykograficznym.

multideg(f) = (3,0,0)
LCO(f) = =5
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LM(f) = X°
LT(f) = -5X"°

Wiasnosci:

o jezeli X X" to X < X¥

o jezeli X@ < XP oraz X7 < X% to X* - X7V < XP. X0
LC(fg) = LC(f)LC(g)

LM(fg) = LM(f)LM(g)

LT(fg) = LT(f)LT(g)

LM(f +g) < max{LM(f),LM(g)}

jezeli LM(f) < LM(g), to LT(f + g) = LT(g)

o jezeli LM(f) < LM(g), to LM(fh) < LM(gh)

e VaeceN" : 1< X

7 Algorytm dzielenia w K[X]

Jezeli w K[X] jest wybrany porzadek jednomianow, to kazdy wielomian
f € K[X] mozna podzieli¢ (z reszta) przez skonczony ciag wielomianow

fi,..., fs € K[X]

Przyklad. Podzielimy f = zy? +1 przez fi = ay + 1, fo = y + 1.
Przyjmujemy w R|x, y| porzadek lex taki, ze x > y.

f=2y’+1l=y-ay+l=ylay+1)—y+1=
y- -+ +1+1=y i+ (=1) - f2+2.

Przyklad. Podzielimy f = 22y+axy?+y° przez fi = ay—1, fo = y*—1.
Przyjmujemy w R|x, y| porzadek lex taki, ze x > y.

f=ry+ay+y=x-oy+ay +yi=z(ry— 1) +ax+ay’ +y° =
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v firy-rytaty? = o fity(vy—1)+y+aty? = (24+y) i+l (=1 +at+y+1 =
(z+y) -+l -fotax+y+1.

Zauwazmy, ze w obu przypadkach zaden sktadnik reszty nie dzieli sie
przez LT(f1), LT(f2).

Twierdzenie 7.1 (Algorytm Dzielenia) Wybierzmy w K[ X] porzq-
dek jednomiandw " > ". Niech (fi1,..., fs) bedzie skoriczonym ciggiem
wielomiandw z K[ X]. Wtedy

VfeK[X] Fai,...,as,r € KX]:

f:a1f1+"’+asfs+ra

gdzie r = 0 [ub r jest kombinacjq lintowq jednomiandw z ktorych zZaden
nie dzieli sie przez LT (f1),..., LT(fs). Wielomian r nazywamy reszta.
Ponadto, jezeli a;f; # 0, to

multideg(f) > multideg(a; f;) .
Jezeli v # 0 to multideg(f) > multideg(r) .

Przyklad. Jezeli podzielimy f = x%y + xy® + y? przez fi = y> — 1,
fo=ay—1, to otrzymamy: f=(x+1)- fi+x- fo+2z+ 1.

Zauwazmy, ze w szczegolnosci reszta z dzielenia jest inna niz po-
przednio. Przyktad ten pokazuje, ze wynik Algortymu Dzielenia zalezy
od kolejnosci w jakiej wystepuja wielomiany fi, ..., fs.

Fakt 7.2 Jezelir =0 to f € (f1,..., [s).

Przyklad. Zastosujemy Algorytm Dzielenia aby podzieli¢ f = zy? —x
przez f1 = xy + 1, y* — 1. Otrzymamy

vy —r=y-(ey+1)+0-(y° ~1) —z—y,
wiec otrzymamy niezerowa reszte. 7 drugiej strony
2y —x=0-(zy+ 1) +z-(y* 1),

wice xy? — x € (f1, f2).
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8 Idealy jednomianowe

Definicja. Ideal J C K[X] nazywamyideatem jednomianowym, jezeli
istnieje zbior A C N (by¢ moze nieskoriczony) taki, ze

J—{f_ZhaX“},

gdzie h, € K[X], oraz h, = 0 z wyjatkiem skoriczonej ilogci wielowskaz-
nikow a.

Piszemy wtedy J = (X® | a € A), i moéwimy zZe jednomiany
{X* | a € A} generuja ideal J.

Przyklady ideatéw jednomianowych.
o (X'Y2 X3Y?% X?V5) C K[X,Y]
o (k—1)XY*|k>3)=(XY"|k>3)CK[X,Y]
o (KXY |k 0>2) =(X*Y? |k (>2) CK[X,Y]

Dla dowolnego zbioru {a, € K\ {0} | o € A}:

Lemat 8.1 (a, X | a € A) = (X | a€ A), wiecc (a,X* | a € A)
jest ideatem jednomianowym.

Lemat 8.2 Niech J = (a,X® | a € A). Wtedy sktadnik cX” nalezy
do J wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielowskainik o € A, zZe
X Xh,

Twierdzenie 8.3 (Lemat Dicksona) Ideat jednomianowy
J = (a, X | a € A) moze byé przedstawiony w postaci

J = <aa(1)Xa(1), cey aa(s)Xa(S)> ,

gdzie a(1),...,a(s) € A.
W szczegolnosci ideat jednomianowy J jest zawsze skonczenie gene-
rowany.

Cwiczenie. f € <aa(1)Xa(1), e ,aa(s)XO‘(S)> wtedy 1 tylko wtedy, gdy
reszta z dzielenia f przez (aa(l)Xa(l), o aa(s)Xa<s>) jest rowna zero.
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9 Bazy Grobnera

Definicja. Niech I C K[X] bedzie niezerowym ideatem.
o LT(I) ={LT(f) | f € I\{0}}

o LM(I) ={LM(f) | f € I\{0}}

o (LT(I)) = (LM(I)) - ideal jednomianowy generowany przez ele-
menty zbioru LT'(1)

Uwaga. Jezeli I = (f1,..., fs), to ideaty (LT(f1),...LT(fs)) oraz
(LT(I)) nie musza by¢ rowne. Poniewaz

fiel = LT(fi) e (LT(I)) .
wiec zawsze spelniona jest inkluzja:

(LT(fy), ... LT(f.)) € (LT(D)) .

Przyklad. f; = X2 - X, fo = X2+ X, I = {(f1, f2). Poniewaz
ged(fi1, fo) = X, wiec I = (X) oraz X € (LT(I)).
Z drugiej strony

(LT(f), LT(f2)) = (X%, X?) = (X?) .
i oczywiscie (X?) nie jest rowny (X).
Fakt 9.1 Istniejg g1,...,9s € I takie, ze
(LT(I)) = (LT(g1), ..., LT(g.)) -

Twierdzenie 9.2 (Twierdzenie Hilberta o Bazie) Jezeli (LT(1)) =

(LT(q1),...,LT(gs)) dla g1,...,9s €I, to I ={g1,...,9s).
Wiec kazdy ideat I C K[X] jest skoriczenie generowany, tzn. istniejq

g1,---,9s € I takie, ze I = (g1, ...,9s).

Definicja. Skoriczony zbior G = {¢1,...,9s} C I nazywamy bazg
Grobnera (lub bazq standardowq) ideatu I, jezeli

(LT(1)) = (LT(gy), .., LT(g,)) -

(Definicja bazy Grobnera zalezy wiec od porzadku jednomianow.)
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Wnhiosek 9.3 Kazdy niezerowy ideat I C K[ X] posiada baze Grobnera.
Elementy bazy Grébnera generujg I.

Uwaga ! Jezeli wybierzemy jaki$ porzadek jednomianéw to z
kazdym idealem mozna stowarzyszy¢ wiele r6znych baz Grob-
nera. Mozna wprowadzi¢ pojecie tzw. zredukowanej bazy
Grobnera, ktora jest jednoznacznie zdeterminowana przez ideal.

Istnieja implementacje pozwalajace liczy¢ bazy Grobnera.

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0, (x,y),dp;

> ideal I=x3+y3-xy+1,x2y+xy2-x+y;

> ideal G=groebner(I); (Mozna tez: > ideal G=std(I);)
> G

G[1]=x2y+xy2-xt+y

G[2]=x3+y3-xy+1

G[3]=y4-bxy2+2y3+x2-3xy+2x-y+1
G[4]=xy3+y4-xy2+x2-2xy+y2+y

Definicja. Pierscien przemienny P nazywamy pierscieniem noetherow-
skim, jezeli spetniony jest jeden z rownowaznych warunkow

(i) kazdy ideal w P jest skoriczenie generowany

(i) kazdy wstepujacy ciag ideatow Iy C I, C ... w pierScieniu P sta-
bilizuje sie, tzn. istnieje N takie, ze Iy = Iy = ...

Whiosek 9.4 Pierscien wielomiandow K[X] = K[X7, ..., X,] jest pier-
scieniem noetherowskim.

Fakt 9.5 Niech
V) =Vk(I)={zeK" |V fel : f(x)=0}.

Wtedy istniejq fi,...,fs € I takie, ze V(I) = V(f1,...,fs). Wiec
V(I) jest zbiorem algebraicznym.

Fakt 9.6 Niech f € K[X]. Istnieje doktadnie jeden element r € K[X]
taki, ze
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(1) zZaden sktadnik r nie dzieli si¢ przez zZaden sktadnik z (LT(1)),
(11) istnieje h € I taki, ze f = h+r.

Jak widac¢ element r zalezy od porzqdku jednomiandw, ale nie zalezy
od wyboru bazy Grobnera ideatu I. Jezeli wybierzemy juz jakqs baze
Grobnera G = {q1, ..., gs}, to warunek (i) mozemy zastapic przez jeden
z warunkow:

(111) Zaden sktadnik r nie dzieli sie przez Zaden sktadnik z (LT (q1), ..., LT (gs)),

(1v) wielomian r jest resztq z dzielenia [ przez G z uzyciem Algorytmu
Dzielenia

(Wybor bazy Grobnera oraz wybor kolejnosci elementow w G nie
wptywa na warto$é r.) Czasem r nazywa sie postacia normalng f (nor-
mal form ). Reszte bedziemy oznaczaé symbolem NF(f).

Przyklad. SINGULAR

ring r=0, (x,y),dp;

ideal I=x3+y3-xy,x2-y2+1;
ideal G=groebner(I);

poly f=xy-x5+2y-3;

poly a=NF(f,G);

a;

2xy-y2+2y-5/2

> poly b=x3+y3-xy+x*(x2-y2+1);
> poly c¢=NF(b,G);

> c;

0

V V V V V V

Niech G = {g1, ..., gs} bedzie baza Grébnera ideatu I.
Cwiczenie.

(1) f=NF(f) (mod I,

(ii) f € I wtedy i tylko wtedy, gdy NF(f) =0,

(i) NF(f £g) = NF(f) £ NF(g),
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(iv) f =g (mod I) wtedy i tylko wtedy, gdy NF(f) = NF(g),
(v) NF(fg) = NE(NF(f)- NF(g))

Niech A C N" bedzie zbiorem tych wielowskaznikow «, ze jednomian X“
nie dzieli sie przez zaden z jednomianow LM (gy), ..., LM (gs). Wtedy

NF(f) =) aaX".

aeA

Wiec jednomiany X% o € A, rozpinaja przestrzen liniowa K[X] /1.

Cwiczenie. Jezeli skoficzonasuma Y, o X® = 0 (mod I), to wszyst-
kie wspotczynniki a, = 0, wiec jednomiany X%, o € A, sg liniowo nie-
zalezne w K[ X] /1.

Whiosek 9.7 Jednomiany X o € A, sq bazq przestrzeni K[ X]/I, a
wiec dimg K[z]/I jest réwny mocy zbioru A.

Przyktad.SINGULAR

> ring r=0, (x,y),dp;
> ideal I=x2+y3,xy;
> ideal G=groebner(I);
> G;

G[1]=xy

G[2]=y3+x2

G[3]=x3

> vdim(G) ;

5

> kbase(G) ;

y2

X
1
> ideal J=xy, x2+xy2;
> ideal H=groebner(J);
> H;
H[1]=xy
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H[2]=x2
> vdim(H) ;
-1

Jednomiany Y2 Y, X2 X1 sa baza K[X]/I, wigc dimyg K[X]/I = 5.

dimg K[X]/J = 0.

10 Twierdzenie Hilberta o Zerach

Sformutujemy bez dowodu tzw. Stabe Twierdzenie Hilberta o Zerach
(Nullstellensatz).

Twierdzenie 10.1 K — ciato algebraicznie domkniete, np. K = C.
Niech I C K[X] bedzie ideatem.
Wtedy Vic(I) = O wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € I czyli I = K[X].

Uwaga. jezeli K = R to twierdzenie nie jest prawdziwe. Np. wezZmy
ideal I = (1+X?) C R[X], n = 1. Wtedy Vg(I) = 0, ale 1 ¢
(1+X?).

Wnhniosek 10.2 Niech G bedzie bazq Grobnera ideatu I C K[X], K -
ciato algebraicznie domkniete.
Wtedy Vi (I) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € G.

Przyktad. SINGULAR

ring r=0, (x,y),dp;

ideal I1=x3+y3-x+y-2,x2-2y2+bx-4;
ideal I2=x3+y3-x+y-2,x2-2y2+bx-4, xy+3y;
ideal Gl=groebner(Il);

ideal G2=groebner(I2);

G1;

G1[1]=x2-2y2+5x-4
G1[2]=2xy2+y3-10y2+28x+y-22
G1[3]=7y4+30y3-26xy-73y2+236x+42y-216
> G2;

G2[1]=1

WiQC Vc(ll) 7& @, Vc(lg) = @

V V V V V V
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Sformutujemy teraz Twierdzenie Hilberta o Zerach (Nullstellensatz)

Twierdzenie 10.3 K - ciato algebraicznie domkniete. Jezeli f, f1,... fs €
K[X] oraz wielomian f przyjmuje wartosé zero we wszystkich punktach
zbioru algebraicznego Vi (fi,. .., fs), wtedy

Im>1: fr"e(fi,.... fo) -
Definicja. Zbior
VI=rad()={feK[X]|Im>1: frel}

jest ideatem. Nazywamy go radykatem ideatu I. Latwo sprawdzi¢, ze

o [ CVI

o Vie(VI)=Vg(I)

o dimg K[X]/VI < dimy K[X]/I
Twierdzenie Hilberta o Zerach mozna sformutowaé nastepujaco

Twierdzenie 10.4 K - ciato algebraicznie domkniete. Jezeli J C K[ X]
jest ideatem, to zbior I(Vi(J)) wszystkich wielomiandw przyjmujgcych
wartosé zero w punktach zbioru Vi (J) jest réwny VI, eyl

I(Vg(J) =V .
Definicja. Ideal J jest radykalny, jezeli J = /J.
Fakt 10.5 Ideat /1 jest radykalny.

Fakt 10.6 K - cialo algebraicznie domkniete. Jezeli ideat J C K[X]
jest radykalny, to wielomian f zeruje sie we wszystkich punktach zbioru
algebraicznego Vi (J) wtedy i tylko wtedy, gdy f € J.

11 Skonczone zbiory algebraiczne w C"
Niech I C K[X] bedzie ideatem, niech

A= Ax = K[X]/I

oznacza pierscien ilorazowy stowarzyszony z idealem I. (Symbolu Ag
uzywa sie aby podkresli¢ jakie cialo K rozpatrujemy.)
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Twierdzenie 11.1 (i) dimg A=0 = V(I) =10,
(11) dimg A < oo = V() jest zbiorem skoriczonym,
(iii) K =C oraz V(I)e =0 = dimcAc =0,

() V(I)o — skoriczony = dime Ag < 00.

Definicja. Algebra A jest skoriczenie wymiarowa, jezeli
dimg .AK < Q.

Fakt 11.2 Jezeli K jest podciatem ciata C (np. K = Q lub K = R)
oraz ideat I jest generowany przez wielomiany ze wspotczynnikami z
ciata K, to
dimg Ax = dimg A¢ .
Cwiczenia.
1. Zalozmy, ze X3 — XY oraz Y2 + X — Y nalezg do idealu I C
K[X,Y]. Pokaz, ze dimg A < 6.
2. Niech f; € K[X] = K[Xj,...,X,] beda takimi wielomianami, ze
fi=X{"4p (1<i<n)
gdzie wielomian p; ma stopieri < k(7). Niech
fi,o., fnel CKX], A=K[X]/I.
Pokaz, ze dimy A < oo.

3. Niech I = (X*+Y,XY — 1) C C[X,Y]. Pokaz, ze dim¢ C[X,Y]/I <
Q.

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0, (x,y,z,w),dp;

poly f1=2-x+3y-xy-zw+xyzw;
poly f2=-1+z-2w+yz+x3-y4;
poly £3=x2-y2+3z3-w3-xyzw;
poly f4=2-z2-w3+xz-yzw+z4d+u4;

vV V V V
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> ideal I=f1,f2,£3,f4;

> ideal G=groebner(I);

> vdim(G) ;

148

Wiec uktad réownan f; = 0, ..., f1 = 0 ma skoriczenie wiele rozwiazan

w C*,

Twierdzenie 11.3 Niech fi,..., f, € K[X]. Jezeli
0 <dimg K[X]/{f1,..., fr) < 0

tor > n.

Cwiczenia.

o f=X2+Y?2cR[X,Y], I =(f). Wtedy dimzpR[X,Y]/I = o0
ale Vr(I) = {(0,0)} jest skoniczony.

o [ = (1) =K[X] =K[Xy,...,X,],0 =dimg K[X1,..., X,]/ (1) <
o0, a liczba generatorow ideatu I jest réwna 1.

Definicja. Wielomian h jest jednorodny (stopnia k), jezeli wszystkie
sktadniki tego wielomianu maja ten sam stopien (rowny k).

Fakt 11.4 Jezeli h jest jednorodny oraz h(xy) = 0, to h(t-x¢) =0 dla
dowolnego t € K.
Jezeli xg #£ 0, to h przyjmuje wartosé zero na catej prostej K - xy.

Twierdzenie 11.5 (Bézout 1) Jezelihy, ..., h, € C[X]| =C[Xy,...,X,]
sq jednorodne stopni ky, ..., k, to ponizsze warunki sq rownowazne:

(i) by (0) N ... (0) jest skoriczony (tzn. = {0}),
(ii) dime C[X]/ (h1, ..., h,) < o0,
(iii) dime C[X]/ (hy, ... hy) = k1 ky.

Definicja. Jezeli f jest wielomianem stopnia k, to symbolem (f); ozna-
czymy wielomian jednorodny bedacy suma sktadnikéw stopnia k:
Np. jezeli f=2— X +Y + XY?—-3Y3to (f)3 = XY? - 3Y?
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Twierdzenie 11.6 (Bézout II) Niech gy, ..., g, € K[X] =K[Xq,...,X,)]
bedg stopnia ky, ... k, (K=ClubK =R). Niechhy = (g1)ks---»hn =
(9n)k, -

Jezeli {z € C" | hy(z) = --- = hy(z) = 0} jest skoriczony (tzn.

={0}), to
dimg K[X]/ (g1, .., 90) = k1 k.

Przyklad. Niech fi = 3 - X +2Y* + X5 + VY7, fo = X2 +Y? —
X1y* C K[X,Y], niech Ax = K[X, Y]/ (f1, fo). Wtedy (nie uzywajac
komputera) mozna sprawdzi¢, ze dimg A =5 - 8 = 40,

W dalszej czesci tego rozdzialu zajmiemy sie oszacowaniem mocy
zbioru Vi (I), ktora oznaczymy symbolem # Vi (I). Oczywiscie zawsze
moc # Vr([) zbioru rozwiazan w R" jest ograniczona przez moc # Vi (1)
zbioru rozwiazan w C", czyli # Vg(I) < # Vo (I).

Cwiczenie. Jezelipy, ..., ps € K" sa parami rozne, to istnieja fi, ..., fs €
K[X] takie, ze

filps) =1, filp;)) =0 dlai #j .

Twierdzenie 11.7 Niech I bedzie ideatem w C[X], niech V(1) C C"
bedzie zbiorem zer ideatu I oraz Ac = C[X]/I. Wtedy

(1) #Ve(I) < dime Ag,
(i) jezeli I = /T (tzn. I jest ideatem radykalnym), to
# Veo(I) = dime Ac -

Przyktad. Uktad réwnan
f1=2-x+3y-xy-zwt+xyzw=0
f2=-1+z-2w+yz+x3-y4=0
£3=x2-y2+3z3-w3-xyzw=0
£4=2-22-w3+xz-yzw+z4+wid=0

ma co najwyzej 148 rozwiazan w C*.

12 Skoriczone zbiory algebraiczne w R"

Definicja. Baza Grobnera G = {g1, ..., gs} jest zredukowana, jezeli
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(1) LC(gx) =1dlal1 <k <s,

(2) zaden ze sktadnikow wielomianu gj nie dzieli sie przez zaden LT (g;),
gdzie i # k.

Twierdzenie 12.1 Kazdy ideal posiada doktadnie jedng zredukowang
baze Gribnera.

Przyklad.SINGULAR

ring r=0,(x,y,z),dp;
poly f1=x2-2y3+z2-xyz+2;
poly f2=xz-x3+2y-1;
poly £3=z3-xy+2y+1;
ideal I=f1,f2,£f3;
option(redSB);

ideal G=std(I);

vdim(G) ;

vV V V V V V V V

27

> ring s=0,(z,y,x),1p;

> ideal J=fglm(r,G);

> J;
J[1]=2x27+18x24+10x22+58%x21-51x20+92x19-42x18-84x17+
191x16+14x15- 130x14+740x13-220x12+157x11+1177x10-
1644x9+2341x8+368x7-228x6+2940x5- 674x4+248x3-
636x2-864x-1198
J[2]1=109369648916254332540601141761608334858542y+
11988549957052814212236507005472231520x26-
....+35687677618851161952071675300700385730808x-
32298495107820040699918540539409936382016
J[3]=109369648916254332540601141761608334858542z-
74745673957619784876066879270097599490x26+. . . .
...+202300457748961858458344330033439137545546x2+
25360622619239227932446724574278110115972x%-
39085224088010576837682458756718608481936

Zbior {J[1]/LC(J[1]), J[2]/LC(J[2]), J[3]/LC(J[3])} jest zredukowana
bazg Grobnera ideatu (f1, fa, f3).

Jak widaé, rozwigzania w K3 ukladu réwnann f1 =0, fo =0, f3 =0
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sa jednoznacznie wyznaczone przez pierwiaski wielomianu jednej zmien-
nej J[1)(z) = 0. W szczegolnosei rozwiagzaniom w R? odpowiadaja
rzeczywiste pierwiastki tego wielomianu, ktore mozna badac¢ uzywajac
klasycznych metod dla jednej zmiennej (np. Lemat Kartezjusza, Twier-
dzenie Sturma). Najprostsza jest obserwacja, ze uktad réwnan ma co
najmniej jedno rozwiazanie w R3, bo stopien wielomianu J[1] réwny
27 = dimg A jest liczba nieparzysta.

Kolejne twierdzenie wyjasni, dlaczego otrzymalismy zredukowang baze
Grobnera takiej postaci.

Twierdzenie 12.2 Niech J C R[Xy,...,X,] bedzie ideatem radykal-
nym takim, Ze

1 <m =dimrp Ar = dimec A¢c < 00,

gdzie Ax = K[Xq, ..., X,]/J dla K=R lub K=C.
(Na mocy Twierdzenia 11.7, zbior Vo (J) C C" ma m elementow, tzn.
Ve(J) =Ap1,- - pm}.) Oznaczmy pi = (zi, ..., Tin)-

Niech G bedzie zredukowang bazg Grobnera ideatu J w takim porzqdku
leksykograficznym, ze X1 > ... > X,. Zatozmy, ze n-te wspotrzedne
Ty - -« y T pUnktow z Vo(J) sq parami rézne.

Wtedy istniejg wielomiany hy, ..., h, € R[X,,] takie,ze

(1) hp(Xy) = (Xn — 210) -+ - (X, — T Jest stopnia m,
(11) wielomiany hi(X,), ..., hn_1(X,) majg stopiern < m — 1,
(ZZZ) G = {Xl + hl(Xn), e, X1+ hnfl(Xn), hn(Xn)}

Uwaga. Jezeli dim A < oo to zawsze mozemy dokonaé takiej liniowe]
zmiany uktadu wspotrzednych aby zalozenie, ze n-te wspolrzedne sa
rozne, byto spetnione.

Dowdd przedstawimy w przypadku, gdy n = 3, oraz ideat zredukowany
J CRIX,Y, Z].

Poniewaz J jest idealem radykalnym oraz dim A = m, m # 0, wiec
Ve (J) € C3 jest skoticzony, i sktada sie z punktow
pi = (zi,4,2) € C°, 1<i<m.

Poniewaz wielomiany generujace J maja wspotczynniki w R, wiec dla
kazdego p; pewien p; ma posta¢ p; = (75, Vi, %)
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Na mocy zalozeni, ostatnie wspotrzedne zq, ..., z,, sa parami rozne.
Zdefiniujmy

ha(Z) = (Z —21)...(Z — 2m) € R[Z].

Poniewazm hs(z;,vy;,2;) = 0 dla 1 <i < m, wiec hs przyjmuje warto$é
zero w kazdym punkcie zbioru Vi (J). Ideal J jest radykalny, wiec hg €
JNR[Z].

Lemat 12.3 Jezeli h(Z) € J N R[Z] jest niezerowy, to hs|h, wiec
deg(h) > m.

Fakt 12.4 Istniejg wielomiany f1, fo € R[Z] stopnia < m — 1 takie, Ze
X+ f1(2), Y + fo(Z) przyjmuja wartosci zero w Ve (J), wiec

X+f(Z2)ed Y+folZ)ed.

Whiosek 12.5 Niech J C R[Xj,...,X,] bedzie ideatem radykalnym
spetniajgcym zatozenia Twierdzenia 12.2.

Tlosé zer Vi(J) C R™ jest rowna ilosci rzeczywistych pierwiastkow
wielomianu hy,(X,).

Jezeli dimp Ag jest nieparzysty, to Vr(J) # 0.

Niektore z powyzszych faktéw beda spetnione réwniez wtedy, jezeli opu-
Scimy zatozenie o radykalnosci ideatu:

Fakt 12.6 Niech I C K[X3,...,X,] bedzie ideatem. Jezeli
dimg K[Xq,..., X,]/I < o0, to

£ Ve(I) < dimg K[X1, ..., X, /1 .

Fakt 12.7 Niech I C R[Xq,...,X,] bedzie ideatem. Jezeli
dimg R[X1, ..., X,]/I < oo jest nieparzysty, to Vr(I) # 0.

Fakt 12.8 Niech f € K[X] bedzie wielomianem jednej zmiennej. Je-
zeli (f, f") = K[X], to wszystkie zespolone pierwiastki wielomianu f sq
jednokrotne oraz ideat (f) jest radykalny.

Definicja. Niech I = (f1,..., fr) C K[Xy,...,X,], & > n. Niech I
bedzie ideatem generowanym przez fi,..., fr oraz wszystkie minory

N firs - fi)
a(X1,..., X,)

Powiemy, ze wszystkie zespolone zera ideatu I sq reqularne, jezeli
I' =K[Xy,...,X,]

,egdziel1 <1< ... <1, <k.
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Twierdzenie 12.9 Zatdzmy, ze dimy K[X]|/I < oo. Jezeli wszystkie
zespolone zera ideatu I sq reqularne, to I jest ideatem radykalnym.

Przyktad. SINGULAR

ring r=0, (x,y),dp;

poly fl1=x2-2xy2+y3+x-3;

poly f2=y2-xy-y+1;

poly f3=-2x2y2+xy3+x3+xy2-y3+x2+y2-3x-y;
ideal I=f1,f2,£f3;

matrix A=jacob(I);

ideal B=minor(A,2);

ideal C=I,B;

std(C) ;

option(redSB);
ideal G=std(I);
vdim(G) ;

ring s=0, (y,x),1p;

ideal J=fglm(r,G);

> J;

J[1]=x5+x4-6x3+16x-16

J[2]=8y+x4+3x3-4x2-12x+8

> LIB ’rootsur.lib’’;

> nrroots(J[1]);

1

Wiec ideal I jest radykalny, uktad rownan f; = 0,fs = 0,f3 = 0
ma dokladnie pie¢ réznych rozwigzan w C?, w tym dokladnie jedno
rozwiazanie w R2

vV V 01 vV V V —~ V V V V V V V V V

Niech I C K[Xjy, ..., X,] bedzie takim ideatem, ze

dimg K[X7, ..., X,]/I < oco. Tak jak w dowodzie Twierdzenia 12.2, i
korzystajac z Twierdzenia Hilberta o Zerach, mozna pokazaé, ze istnieja
niezerowe wielomiany od jednej zmienne;j:

QI(X1)77Qn(Xn> cel.



Efektywne Metody Rzeczywistej Geometrii Algebraicznej — Inst.Mat. UG 29

Wiec jezeli p = (x1,...,2,) € Vo(I), to Q1(x1) = 0,...,Qn(z,) =0

Niech
P = Ql@ ...,P, = Q”a .
ged (Qu.5%) ged (Qu, %)
Wprawdzie Py, ..., P, niekoniecznie naleza do I, ale jezeli p = (xq, . . .
VO(I), to
0P, 0P,

Pi(p) = Pi(z;) =0, a—)g(p) - a—)(i(xi) #0,

oraz g)]; =0dla? # 5. Wiec

P, F) 0P 0P,
a(x., ..., x) " T ax, 9X,

—(p) # 0.

Twierdzenie 12.10 Niech I = (f1,..., fr) C K[Xy,...,X,] bedzie
takim ideatem, ze dimy K[ X7, ..., X,]/I < co. Niech

J={f1, - fr,P,.... Py .
W&edbe::\/T.

Jako wniosek otrzymujemy mocniejsza wersje twierdzenia 12.9:

Twierdzenie 12.11 Zatdzmy, ze dimg K[X]/I < co. Wtedy wszyst-
kie zespolone zera ideatu I sq reqularne wtedy i tylko wtedy, gdy I jest
tdeatem radykalnym.

Przyklad. SINGULAR
ring r=0,(x,y,z),dp;
poly fl=x2-xyz+y3;
poly f2=z4-xy+3x3;
poly f3=x2y+y4-5x2z;
ideal I=f1,f2,f3;
matrix A=jacob(I);
ideal B=minor(A,3);
ideal C=I,B;
groebner (C) ;

YV V V V V V V V V

y3-Xyz+x2
z4+3x3-xy
Xy2z-5x2z



Efektywne Metody Rzeczywistej Geometrii Algebraicznej — Inst.Mat. UG 30

X2yZ
219284129587644x3z+. . .
> vdim(groebner(I));

> LIB "primdec.lib";
> ideal J=radical(I);
> option(redSB);

> ideal GJ=std(J);

> vdim(GJ) ;

> ring s=0,(y,z,x),1p;

> ideal H=fglm(r,GJ);

> H;

H[1]=151875x11+4050x10+3037527x9+63318375x8+19411875x7 -
210937350x6+6591909376x5+2345125x4+718750x3-7812500x2+244140625x

H[2]=29483842369885001666042488122953214587770556640625z-
2462132243516155402703260951214684541776250x10-. . . -
77227793299898224004309402713501193962890625x

H[3]=1179353694795400066641699524918128583510822265625y+
394516586078582537412298136291260309852500x10+. . . -
1297429907874263408839684303281940821492187500x

> LIB ’rootsur.lib’’;

> nrroots(H[1]);

1

Ideat I = (fi, f2, f3) nie musi by¢ radykalny, ideal J = /T jest rady-
kalny z definicji. Uktad rownan f; = 0, fo = 0, f3 = 0 ma doktadnie 11
roznych rozwigzan w C?, w tym dokltadnie jedno rozwiazanie (w punkcie
0) nalezace do R?

W programie SINGULAR istnieje uzyteczny sposob sprawdzania, ile
jest takich zer w R" ktore leza w zbiorze

{(x1,...,2n) | 21 >0,...,2, >0} :

Przyklad. SINGULAR
> ring r=0,(x,y,z),dp;
> poly fl1=x3+y3+z3-3;
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poly f2=xy+xz+yz-3;
poly f3=xyz-1,;
ideal i=f1,f2,£f3;
ideal I=std(i);
vdim(I);

V V V V V

18

> LIB ’’signcond.lib’’;
> firstoct(I);

1

13 Slad odwzorowania liniowego

V' - R-liniowa przestrzen wektorowa skonczonego wymiaru

L:V — V - odwzorowanie R-liniowe

M (L) - macierz (kwadratowa) L w dowolnej bazie przestrzeni V'

e R 5 Tr(L) = suma elementow na przekatnej macierzy M (L)

wartos¢ Tr(L) nie zalezy od wyboru bazy w V', nazywamy ja Sladem
L

o Tr(Ly+ Lo) = Tr(Ly) + Tr(Lo)

o Tr(a-L)=a -Tr(L)dlaaeR

o jezeli L' : W — Woraz (L, L") : VxW =V x W, to
Tr((L, L") = Tr(L) + Tr(L)

14 Formy dwuliniowe

o V' - R-przestrzen wektorowa skonczonego wymiaru

e &:V xV — R - odwzorowanie dwuliniowe symetryczne

e P2V - R: P (v) = B(v,v) - forma kwadratowa
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e istnieja podprzestrzenie liniowe V, Vo C V maksymalnego wymiaru

spetniajace:
Voel\{0} ®*v,v) >0
vV vela\{0} @®*v,v)<0
o o(®?) = dimp V) — dimg Vo € Z

Liczbe o(®?) nazywamy sygnaturg formy kwadratowej ®2

o jezeli U : W x W — R dwuliniowa symetryczna, %% : W — R,
oraz (&% + ¥?): V x W — R, to

o(®? + U?) = o(®?) + o (T?)

Przyktad. ®*(z,y,2) = 2® — 2y + 2° =

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2
— (= “ - = — (r—=y)2 == .
T Jf(2y)+4y AR (w 2y) VAR
Wiec o(®?)=1-1+1=1.

15 Formy dwuliniowe na pierScieniach

e A - piericien przemienny bedacy réwniez R-przestrzenia wektorowa
skonczonego wymiaru

e h € A - ustalony element

Dla f € A niech Lp(f) : A — A bedzie odwzorowaniem liniowym
zdefiniowanym wzorem:

Ada—h-f-a€eA.
Wtedy  tn(f) := Tr(Ln(f)) € R, Poniewaz
th(f +9) = Te(Ln(f +9)) = Te(Ln(f) + La(g)) =

Tr(Li(f)) + Te(Li(g)) = ta(f) + ta(9g),
th(a- f) = Tr(Lu(a- f)) = Tr(a - La(f)) =
a-Tr(Ly(f)) = a-ty(f), gdzie a € R,

wiec tj, : A — R jest liniowe.
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Poniewaz pierécien A jest przemienny, wiec
Ty AxA—=R : Ty(f.9)=tf9),
jest dwuliniowa forma symetryczna.
Ty A—=R o T;(f) = Tu(f, ) = ta(f?)
jest forma kwadratowa. Jest wiec zdefiniowana sygnatura formy 77
o(T}) €7 .

Jak wida¢, kazdemu elementowi h pierscienia A mozna w sposéb kano-
niczny przyporzadkowaé liczbe calkowita o(T7).

Cwiczenie. Jezeli A = A; x --- x A, jest produktem kartezjanskim
pierscieni oraz

h=(hi, hs) €Al x - x Ay, to

o(T?) = U(T;%l) + -+ J(Tfi) .

Macierz kazdej formy Tfi jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy ma-
cierz formy T7 jest nieosobliwa.

Wiec w takim wypadku, aby obliczy¢ o(T}) wystarczy znaé¢ sygnatury
stowarzyszone z h, ..., hs w kazdym sktadniku.

Fakt 15.1 Niech A =R, h € R. Wtedy
o(T?) = znak(h) .
Jezeli T? jest nieosobliwa, to h # 0.
Fakt 15.2 Niech A =C, h € C. Wtedy
o(T?) =0 .

Jezeli T? jest nieosobliwa, to h # 0.

16 Znaki wielomianu na zbiorze algebraicznym

Wezmy fi, ..., fs € R[X]. Zdefiniujmy
o Jp={f1, ..., fs) CR[X]
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o Jo={(f1,..., fs) C C[X]
o Ap =R[X]/Jr
o Ac =C[X]/Je
Fakt 16.1 dimr A = dim¢ Ac.
Bedziemy zaktadac, ze Jo jest takim idealem, ze
A) Je # CX],
B) Jo = Ve,

(C) 1 <m =dimg Ag < 0.

(
(

7, Twierdzenia o Zerach wynika, ze f € Jo wtedy i tylko wtedy, gdy f
przyjmuje wartos¢ zero we wszystkich punktach zbioru Vi (Je). Z Twier-
dzenia 11.7, Viz(Je) jest zbiorem skoniczonym ztozonym z m punktow.

Oznaczmy:
o VolJe) =A{p1,- -, 0k 01, G1, - - - Qo @} C C", gdzie m = k + 24
o Vi(Jr) ={p1,...,pr} CR"
o Vo(Jo) \ Ve(Jr) ={q, @, .-, @, @t} CC"\R"

o jezeli ¢; = (21,...,2n), t0 G = (Z1, ..., Zn)
Definicja. Be=Cx---xC
———
m=k+2¢
BR:RX”'XRX@X'”XQ
) M

Cwiczenie. 7 naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia na wspot-
rzednych:

e B¢ jest C-przestrzenig wektorows, dime Boe = m
e Bpr jest R-przestrzenia wektorowa, dimgp Br = m

e B¢ oraz Bg sa pierscieniami
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Fakt 16.2 Niech {¢ : C[X] — Be bedzie surjektywnym homomorfi-
zmem pierscient zdefintowanym wzorem:

C[X] > f = £C(f) - (f(p1)7 : 7f(pk)7f(Q1)7f(ﬁ)7 7f(q€)7f(%)) € Be .
Wtedy Ker £0 = Jo C CIX]. Wiec
Ao =C[X]/Jo = CIX]/Ker {0 ~ Be .

Fakt 16.3 Niech £g @ R[X] — Bpg bedzie surjektywnym homomorfi-
zmem pierscient zdefintowanym wzorem:

]R[X] > ngR(f> — (f(p1)7af(pk)7f(Q1)77f(q€)) S BR .
Wtedy Ker £g = Jp C R[X]. Wiec
AR:R[X]/JR:R[X]/KGI" £RZBR.

Mozliwosé rozktadu pierscienia Ar na bardzo proste sktadniki pozwala
charakteryzowaé¢ sygnatury form kwadratowych na Ag przez sygnatury
na tych sktadnikach.

Kolejne twierdzenie zostato udowodnione przez E.Beckera, T.Wérmanna
oraz P.Pedersena, M.-F.Roy, A.Szpirglas.

Twierdzenie 16.4 Niech h € R[X], niech T? : Ap — R bedzie formq
kwadratowq stowarzyszong z h. Wtedy

k

o(T7) = 3 mak (h(py)

1=1

Jezeli T? jest niezdegenerowana, to hip;) # 0 dla 1 <i <k,
(Mozna udowodni¢ to Twierdzenie jezeli tylko dimg Ar < o0, bez
zatozenia, Ze ideat Jo jest radykalny.)

Whniosek 16.5
o(Ty}) = #{p € Va(I) | h(p) > 0} — #{p € Vr(I) | h(p) < 0} .

Whniosek 16.6
o(T7) = #Vr(I) .



Efektywne Metody Rzeczywistej Geometrii Algebraicznej — Inst.Mat. UG 36

Przyklad. SINGULAR

ring r=0,(x,y,z),dp;
poly f1=x3-yz+z2-3;
poly f2=y3-xyz+z-y+2;
poly £3=z4-y2z+y+1,;
poly h=x2-y2+z3-x+2;
LIB ’rootsmr.1ib’’;
ideal i=f1,f2,£f3;
ideal I=groebner(i);
vdim(I);

V V V V V V V V V

36

> ideal b=qgbase(I);

> matrix m=matbil(1l,b,I);
> det(m);
-4920981729178573025. . . ..
> symsignature(m);

2

> matrix n=matbil(h,b,I);
> det(n);
-3373102853138801001. ... ..
> symsignature(n);

2

Wiec o(T?) = 2 oraz o(T?) = 2. Latwo mozna teraz sprawdzi¢, ze
Vr(I) sktada sie z dwoch punktow. W obu tych punktach wielomian h
przyjmuje dodatnie wartosci.

Cwiczenie. Uktad 2 —zy+y® = 1, 2° —y? + 2 —y = 0 ma rozwiazanie
w punkecie (1,1). Czy uktad 22 —2y+y3 = 1.01, 23—y +2—y = —0.01

ma rzeczywiste rozwiazanie w kole o srodku (1, 1) i promieniu %.

17 Stopien topologiczny
Niech B C R" bedzie zbiorem zwartym o niepustym wnetrzu.

Niech F' = (f1,...,fn) : B — R" bedzie takim odwzorowaniem cia-
glym, ze F~1(0) C int(B).

Mozna wtedy zdefiniowaé stopieri topologiczny DEG(F, B) € Z odwzo-



Efektywne Metody Rzeczywistej Geometrii Algebraicznej — Inst.Mat. UG 37

rowania F' na B.

Twierdzenie 17.1 Jezeli DEG(F, B) # 0, to F~1(0) Nint(B) # 0.

Jezeli F jest klasy C*, p € int(D), to symbolem

8(fb"'7j%)

Jacle) = 5, X))

(p)

bedziemy oznacza¢ Jacobian w punkcie p, tzn. wyznacznik

det [ g){] (p)]

n

n

1,7=1

macierzy pochodnej DF(p) : R — R" w punkcie p.

Definicja. Odwzorowaninie F' : B — R" ma reqularne zera, jezeli
Jac(p) # 0 dla p € F~1(0).

Jezeli Jac(p) > 0, to DF(p) : R" — R" zachowuje orientacje prze-
strzeni R".

Jezeli Jac(p) < 0, to DF(p) : R" — R" zmienia orientacje prze-
strzeni R".

Twierdzenie 17.2 Jezeli F' ma reqularne zera, to

DEG(F, B) = Z znak (Jac(p)) .

pEF~1(0)

Jezeli B jest podzbiorem ptaszezyzny R? ktorego brzeg B = B\ int(B)
jest suma skonczonej rodziny roztgcznych zamknietych krzywych, to 0B
mozna kanonicznie zorientowac.

W takim wypadku F'(0B) "nawija si¢” skornczenie wiele razy wokot 0 €
R2.

Fakt 17.3 Jezeli OB jest sumq skoriczonej rodziny zamknietych roz-
tacznych krzywych na ptaszczyinie R?, oraz F : B — R?, to

DEG(F, B) = ilo$¢ nawinie¢ F(OB) wokdt O .
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18 Stopien topologiczny odwzorowan wielomiano-
wych

Zatozmy, ze f1,..., fo,u € RIX] =R[Xy,..., X,]. Zdefiniujmy
F=(fi,....fn) :R" - R" |

B={zeR"|u(z)>0}.
Zatozmy, ze B jest zbiorem zwartym. batwo jest sprawdzi¢, ze 0B =
u~1(0).
Niech I = (fi,..., fn) oraz Agp = R[X]/I. Zalozmy, ze dimp Ap <
0o. Oczywiscie
hy = Jac, hy = Jac-u

sa wielomianami, wiec mozna zdefiniowac¢ formy kwadratowe T,%l, T}i na

Ag

Twierdzenie 18.1 Jezeli dimgr Agp < o0, to F' ma skoriczenie wiele
zer.

(1) Jezeli {fi,..., fn,u) = R[X], to F' nie ma zer na OB, wiec stopier
topologiczny DEG(F, B) jest okreslony.

(11) Jezeli forma T,?l jest niezdegenerowana, to F' ma reqularne zera.

(111) Jezeli obie formy Tf?l oraz T,i sq niezdegenerowane, to

DEG(F,B) = = (¢(T}) + o(T})) -

DO | —

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0, (x,y),dp;
> poly fl=-y+7xy+bx2y-bx5;
> poly f2=x-x2+6y2-x2y2+8x4;
> poly u=1-x2-y2;

> ideal i=f1,f2;

> matrix A=jacob(i);
> poly Jac=det(A);

> poly hl=Jac;

> poly h2=Jac*u;

> ideal I=std(i);

> vdim(I);
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—
N

ideal j=f1,f2,u;
ideal J=std(j);
J;

LIB ’rootsmr.1ib’’;

ideal b=gbase(I);

matrix m=matbil(hl,b,I);
det(m) ;
933500003619188878016. . ..
> symsignature(m) ;

0

> matrix n=matbil(h2,b,I);
> det(n);
2453554908481340652. . . ..

> symsignature(n);

0

V V V V —~ V V V

Wiec DEG(F, B) = 0. Warto zauwazy¢, ze F~1(0) N B musi mie¢ co

najmniej dwa elementy:.

Uwaga. Jezeli odwzorowanie F' ma nieregularne zera, to nie mozna
liczy¢ stopnia topologicznego uzywajac powyzszego twierdzenia. Ist-
nieje inny algorytm (réowniez oparty na formach kwadratowych), po-
zwalajacy liczyé stopien tylko przy zatozeniu, ze dimg Ar < 0o oraz
(fi,., fa,u) = R[X]. Jego opis mozna znalez¢ na stronie

http : //mat.ug.edu.pl/ ~ szafran/szafraniec_chambery.pdf.

19 Charakterystyka Eulera

Definicja. Podzbior przestrzeni R™ nazywamy hiperptaszczyzng (odp.
otwartq potprzestrzeniq) jezeli istnieje funkcja linowa L : R"” — R oraz
stala ¢ € R taka, ze ten podzbior ma posta¢ {x € R" | L(x) = ¢} (odp.
{r e R" | L(z) < c}).

Zbior S C R"™ nazywamy Sciang, jezeli jest przekrojem skonczonej
rodziny ztozonej z hiperptaszczyzn oraz otwartych potprzestrzeni.

Fakt 19.1 Sciana jest zbiorem wypuktym, jej wymiar jest rowny wy-
miarow: najmniejsze] podprzestrzeni afinicznej w ktorej $ciana jest za-
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warta.

Fakt 19.2 Jezeli S jest ciang, to domkniecie S oraz brzeg S = S\ S
jest sumq skonczonej rodziny roztgcznych Scian.

Definicja. Domkniety zbior W C R" nazywamy wieloscianem, jezeli
istnieje taka skoriczona rodzina {S;} parami roztacznych scian, ze

d W:UiSi7

e dla kazdej sciany S; : S; oraz 0S; sa sumami pewnych $cian z ro-

dziny {S;}.

Definicja. Charakterystykq Fulera wielo$cianu W nazywamy liczbe
catkowita:
X(W) _ Z(_l)dnn(&) .

Przyktady.

x(@) =0
X({zo}) =1

Y(R) = —1 gdy n jest nieparzyste
+1 gdy n jest parzyste

x{(z,y) |2 =0}) =0
X{(@y) 220, y>0, z+y<1}) =1

Twierdzenie 19.3 Charakterystyka FEulera x (W) nie zalezy od tego,
jak wybierzemy Sciany z ktorych sktada sie W.

Fakt 19.4 Jezelt Wi, Wy C R" sq wieloscianami, to Wy U Wy oraz
Wi N Wy sq wieloscianamsi, oraz:

x(W1 UWy) = x (W) + x(Wa) — x (W1 N Wa) .

Twierdzenie 19.5 Jezeli wieloSciany Wi C R", Wy C R™ sq home-
omorficzne, to

X(Wh) = x(Wa) .
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Definicja. Niech X bedzie zbiorem homeomorficznym z pewnym wie-
loscianem W. Liczbe

X(X) == x(W)
nazywamy charakterystykq Eulera zbioru X.
Twierdzenie 19.6 Kazdy zbior algebraiczny, jak rowniez kazdy zbior
postaci {x € R" | f(x) > ¢} (f € R[X], c € R), jest homeomorficzny z

pewnym wielo$cianem, wiec charakterystyka Eulera takich zbiorow jest
okreslona.

20 Zbiory f > c

Niech f : R" — R bedzie funkcja klasy C2. Zdefiniowany jest gradient
of of
=(=—=—,...,— | :R" = R"
i <8X1’ ’ axn) -

Definicja. p € R" nazywamy punktem regularnym (odp. krytycznym)
funkeji f jezeli V f(p) # 0 (odp. Vf(p) = 0).
Hesjan funkcji f jest zdefiniowany jako
Hess(£)(p) = Jac(¥ ) = det | =T _(p)
b= = axox, V|

Punkt krytyczny p jest niezdegenerowany jezeli Hess(f)(p) # 0.

Twierdzenie 20.1 Niech f : R" — R bedzie takim wielomianem, ZzZe
zbior B = {x € R" | f(x) > ¢} jest ograniczony (a wiecc zwarty), oraz
wszystkie punkty nalezqce do zbioru {x € R" | f(x) = ¢} sq punktami
reqularnymi funkcyi f. Wtedy

(i) X(B) = (~1)" DEG(Vf, B).
(11) Liczba sktadowych zbioru B jest ograniczona przez
#{x e B|Vf(z)=0}.

(111) Jezelin = 2, to 0B = {x € R" | f(x) = ¢} jest sumq skoriczo-
nej rodziny zamknietych owali, ktorych liczba przystaje (mod 2) do
DEG(Vf, B).
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Przyktad. SINGULAR
ring r=0, (x,y,z),dp;
poly f=-2+x2+by2+3z2-3xyz+x2y-2y3+4y2z-x4-3y4-2z4;
ideal F=f;
ideal grad=jacob(F);
ideal GRAD=std(grad);
vdim(GRAD) ;
7
matrix hess=jacob(grad);
poly Hess=det (hess);
ideal pl=grad,Hess;
std(pl);

V V V V V V

N

poly u=f+1;
ideal p2=grad,u;
std(p2) ;

poly hl=Hess;

poly h2=Hess*u;

LIB ’rootsmr.1ib’’;

ideal b=gbase(GRAD);
matrix k=matbil(1,b,GRAD);
det (k) ;
145533517569821042617. .. ..

> symsignature (k) ;

15

> matrix l=matbil(u,b,GRAD);
> det(1);
-22862037364712617987. .. ..

> symsignature(l);

5

> matrix m=matbil(hl,b,GRAD);
> det(m);
211800047362454101101. . ...

> symsignature(m) ;

-1

> matrix n=matbil(h2,b,GRAD) ;
> det(n);

YV VV V YV V~V YV V ~V V V V
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-33271927164993089574 . . . . ..
> symsignature(n);
1

Wiec charakterystyka Eulera zbioru {z € R? | f(z) > —1} jest rowna
zero. Funkcja f ma w tym zbiorze 10 punktow krytycznych.

21 Szeregi formalne

Definicja. Kazdy napis

D aq X* =) agX{t X,

[0 «

gdzie a = (aq, ..., qp) € N" oraz a, € R, nazywamy formalnym
szeregiem potegowym (o wspoOtezynnikach rzeczywistych).
Zbior szeregdw potegowych oznaczaé bedziemy jednym z symboli:

RI[X]] = R[[X3, ..., Xa]].

R[[X]] z naturalnymi dzialaniami dodawania i mnozenia jest pierscie-
niem, i przestrzenia wektorows nad R.

[stnieje naturalny injektywny homomorfizm R[X] — R[[X]].

Uwaga. Formalne szeregi potegowe nie musza by¢ zbiezne poza 0.

Twierdzenie 21.1 R[[X]] jest pierscieniem noetherowskim i lokalnym,
tzn. posiada doktadnie jeden ideat maksymalny m sktadajgcy sie z tych
szeregow, ktorych wyraz wolny jest rowny zero.

W pierscieniu R[[X]] mozna wprowadzi¢ pojecie bazy standardowej
ideatu analogicznie jak w R[X]. Jezeli ideal w R[[X]] byl generowany
przez wielomiany, to uzywajac takich programow jak SINGULAR, mozna
oblicza¢ bazy standarowe w R[[X]].

Przyklad. SINGULAR
> ring r=0, (x,y),dp;
> poly fl=x2-y2+x2y2;
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> poly f2=xy-x4,
> ideal i=f1,f2;
> ideal I=std(i);
> vdim(I);

10

> I;
I[1]=x3-xy2+y3
I[2]=xy3+x2+xy-y2
I[3]=x2y2+x2-y2
I[4]=y5+x2y+xy2

> ring s=0, (x,y),ds;
> poly gl=x2-y2+x2y2;
> poly g2=xy-x4;

> ideal j=gl,g2;

> ideal J=std(j);

> vdim(J) ;

4

> J;

J[1]=x2-y2

J[2]=xy

J[3]=y3

Jak pokazuje ten przyktad, te same wielomiany generujg istotnie rézne
ideaty w pierécieniu wielomianéw oraz w pierScieniu szeregéw formal-
nych.

22 Lokalny stopien topologiczny

Niech F' = (f1,..., fn) : (R",0) — (R",0) bedzie takim odwzorowa-
niem wielomianowym, ze F'(0) = 0.

Zalozmy, ze 0 jest punktem izolowanym zbioru F~1(0).

Definicja. Lokalnym stopniem topologicznym w punkcie 0 nazywamy
liczbe catkowita
DEGy(F') = DEG(F, B(r)) ,

gdzie B(r) ={z € R" | ||z ||< r} oraz {0} = F~1(0) N B(r).
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Zdefiniujmy: Q =R[[X1,...., X0/ {f1,-- -, fu)

J — warstwa Jacobianu Jac w @ .

Twierdzenie 22.1 (Eisenbud-Levine, Khimshiashvili) .

(i) dimr Q < oo = 0 jest izolowany w F~1(0)

(11) Niech 6 : Q — R bedzie takim liniowym funkcjonatem, ze 0(J) >
0. Zdefiniugmy dwuliniowq forme symetryczng

O:QxQ—R : O(a,b) =0(a-Db) ,
oraz stowarzyszong z niq forme kwadratowq
0%:Q —R : ©%(a) = O(a,a) = 0(a?) .
Forma ©? jest niezdegenerowana, oraz

DEGy(F) = o(6?%) .
Przyklad. F(X;, X5) = (X? — X2,2X, X))

] = <X12 — X22,2X1X2> C RHXLX?H

1
X3 = - Xo(X?2 - X2) + (%) 2XiXp €T

Q = R[[X1, Xo]]/T = R[[X1, Xo]]/ (X7 — X5, X1.X5, X5)
X2=X2 X1X,=0, XJ=0

Q=1{b-14+by - X; +b3-Xo+ by X3}

2X1 —2X,

J = det [ 2X, 2X;

] = 4(X7 + X3) =8X;

(9(b1'1+b2‘X1—|—b3-X2—|—b4'X22):b4
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0(T)=8>0
0001
: > (0100
macierz formy ©° = 0010
1000
0(0) =2
DEGy(F)=2.

Przyktad. Program A.Leckiego
4 4
x1"5-x1*x2%x3*x4+2%x1" 2%x3"2
x2M\4+3%x2%x3/\ 2-4*x1"2%x3:
x3"N4-x2"\ 2% x4+5%x 2k x 3% x4 :

x4 5+3%x1%x3" 2+2%x2" 2%x3-x4"7 :

Local complex degree = 186
Computations in real case
Rank of matrix = 186
Signature = 0

Czas: ok. 1.5 min. Wiec DEGy(F) = 0.

23 Punkty osobliwe hiperpowierzchni
Niech f: (R",0) — (R, 0) bedzie wielomianem. Oznaczmy
S(r)={zeR"| |z |=r}
L(r) = S(r)n f71(0)
A(r) =S N{f <0}, A(r)=8()N{f>0}.

Jezeli r > 0 jest dostatecznie matym promieniem, to topologia zbiorow
L(r), Ay(r), A_(r) jest dobrze zdefiniowana z dokladnoscia do home-
omorfizmu.
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Twierdzenie 23.1 (Sullivan) Charakterystyka Eulera x(L(r)) jest za-
wsze parzysta.

Twierdzenie 23.2 (Khimshiashvili) Jezeli f ma izolowany punkt kry-
tyczny w punkcie 0, tzn. 0 jest punktem izolowanym w zbiorze {x €

R™ | Vf(x) =0}, to
X(A_(r)) =1 —DEGy(VY)
X(A4(r)) = 1+ (=1)""' DEGy(V f)

_J 0O jezeli n jest nieparzyste
X(L{r)) = { 2(1 — DEGy(Vf)) jezelin jest parzyste

Przykltad. Niech f(X;, Xo) = 1 X7 — X1 X3. Wtedy

Vf=(X?-X3 -2X1X,) : R?0 — R?,0),
X(A-(r)) = x(A+(r)) = 3, x(L(r)) =6 .

Przyklad. Program A. Leckiego

3 3
d(1;x1"5-x2"6+x1*x2*xx3+4*x2%*x3"\7-5%x1"2%x2" 2%x3"'2) :
d(2;x1"5-x2"6+x1*x2*x3+4*x2%x3"\7-5%x1"2%x 2"\ 2%x3"\2) :
d(3;x1"5-x2"6+x1*x2xx3+4*x2*x3" 7-5xx 1" 2%x2" 2%x3"2) :

Local complex degree = 40
Computations in real case
Rank of matrix = 40
Signature = 2

Czas: 1 sek. Wiecdla f = X15—X26—|—X1X2X3—|—4X2X§—5X12X22X§:
X(A—(T)) - _17 X(A-F(T)) - 37 X(L(T)) =0.

Jezeli f: (R™,0) — (R, 0) jest wielomianem jednorodnym, to topolo-
gia zbiorow S(r), L(r), A+ (r), A_(r) nie zalezy od wyboru promienia r.
W szczegolnosci te zbiory sa homeomorficzne odpowiednio ze zbiorami:

S(1) = 85"t
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L(1) =S""*n f0)
A()=5"TN{f<0), A1) =5""n{f>0}.
Twierdzenie 23.3 (Sz., Bruce) Niech f : R" — R bedzie wielomia-

nem jednorodnym stopnia d, niech k bedzie dowolng nieparzystq liczbg
naturalng > d — 1. Zdefintugmy:

H1_<8X1 X gy~ X £ (R.0) = (R,0).

_9f
T OX,

Wtedy punkt O jest izolowany w H; *(0), H,*(0), oraz

Hy, = (———X{f,... —ij) . (R",0) — (R",0) .

X(A_(1)) =1 —-DEGy(H,) ,

X(A4(1)) =1 — DEGo(H>) ,
X(L(1)) =14 (=1)" — DEGo(#;) — DEGo(H>) .

Przyklad. Program A.Leckiego
3 3

d(1;x1*x2%x3) -x1"3:
d(2;x1*x2xx3) -x2"\3:
d(3;x1*x2%xx3) -x3"3:

Local complex degree = 11
Computations in real case
Rank of matrix = 11
Signature = 3

33

-d(1;x1*x2*x3)-x1"3:
-d(2;x1%x2%x3) -x2'3:
-d(3;x1*x2%x3) -x3"3:

Local complex degree = 11
Computations in real case
Rank of matrix = 11
Signature = 3
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WIQC dla f = X1X2X32
V(A1) = =2, x(AL(1)) = =2, W(L(1) = =6 .

24 Charakterystyka Eulera hiperpowierzchni

Niech f: (R",0) — (RR,0) bedzie wielomianem stopnia d > 2:

f:ZaaXO‘:
ZaaXa+ZaaXo‘—|—---+ ZaaXa .

|a|=0 |a|=1 |or|=d
\ 7 \ . 7

TV TV

fo fi fa

Zdefinujmy wielomiany od n oraz n 4+ 1 zmiennych:
g(Xla"an) - fd )
h(Xla ce 7Xn>Xn+1) = Xg—i—lf() + Xg;%fl + e Xn+1fd—1 + fd .

Przyklad. Niech f =3 — X1 + X1 X5 + X7 — X3. Wtedy
h=3XJ - X3X, + X3X1 X0 + X7 — X3 .

Wielomiany h, g sa jednorodne stopnia d. Niech k bedzie naturalna
nieparzysta liczba > d — 1. Zdefiniujmy:

Gy = (ﬁ—xf,. ﬁ—xﬁ) . (R",0) — (R",0) ,

00X, 70X,
G2_< G~ X XL (R0 - (R0).
_ oh k oh k . n+1 n+1
H = (axl X gy XnH) L (R, 0) — (R",0) |

oh oh
n+1
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Twierdzenie 24.1 (Sz.) Odwzorowania G, Ge, Hy, Hy majq izolowane
zero w 0.
Niech W bedzie hiperpowierzchnig w R™ ztozong z zer wielomianu f:

W={xeR"| f(x) =0} .
Wtedy charakterystyka Eulera x(W) jest réwna
1

3 (DEGo(G1) + DEG(G3) — DEG(H,) — DEGo(H>)) + (—1)"* |

Na stronach
http://homepage.univie.ac.at/herwig.hauser/bildergalerie/
gallery.html
http://wims.unice.fr/gallery/
http://mathworld.wolfram.com/AlgebraicSurface.html
mozna znalez¢ liczne przyklady algebraicznych powierzchni w R3. Jedna
z nich jest powierzchnia Nordstranda:
http://mathworld.wolfram.com/NordstrandsWeirdSurface.html.
Jej rownanie ma postac
25 [XP(Y +2)+ Y X 4+ Z)+ Z3(X + V)| +50(X*Y*+ X Z*+Y?Z%)—
125( XY Z +Y?XZ + Z°XY) +60XYZ -4 XY +XZ+YZ)=0.

Uzywajac programu A. Leckiego mozna obliczy¢, ze
DEG()(Gl) = —1, DEG()(GQ) — —|—7 y
DEGy(H;) =19, DEGy(H) =-9.

Wiec charakterystyka Eulera powierzchni Nordstranda jest réwna -1.

Inny przyktad to powierzchnia Clebscha:
http://mathworld.wolfram.com/ClebschDiagonalCubic.html.
Jej rownanie ma postac

SUX Y4+ 23— 189( XY + X2 Z+Y 2 X+ Y2 Z+ 22 X+ Z°Y ) +54XY 7+
126(XY + XZ+YZ) -9 X*+Y*+2) -9 X+Y +2Z)+1=0.

Uzywajac programu A. Leckiego mozna obliczy¢, ze

DEG(G))

07 DEGO(G2) =0 )
DEG(H,) = 6,

DEG(H,) =6 .
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Wiec charakterystyka Eulera powierzchni Clebscha jest réwna -5.

Niech W_={zeR"| f(z) <0}, Wiy={zxeR"]| f(z)> 0}

Twierdzenie 24.2 Jezeli d jest liczbg parzystq, to

x(W-) = 5 (DEGo(G1) — DEGo(Hy))

N = DN =

X(Wy) = 5 (DEGy(G2) — DEGo(H2)) -

Przyktad. Jezeli f jest takie, jak w definicji powierzchni Nordstranda,
to x(W_)=-10, x(Wy)=+8.

Jezeli liczba d jest nieparzysta, to trzeba zdefiniowaé¢ odwzorowania:

W= Xn—H - h )
on oh’
H/ _ o Xd+2 o . Xd+2 : Rn-i—l 0 Rn—H 0
1 (8X1 Lo "0X 11 e ( 0) = 0),
oh’

N
H’:(— . Car
2 aXl 1

. _Xd+2 : RnJrl 0 RnJrl 0).
g = XU ®L0) - ('O
Twierdzenie 24.3 Odwzorowania Hi, H) majq izolowane zero w O,
oraz

X(W-) = 5 ((=1)" = DEGo(H})) ,

N — N

X(Wy) = 5 ((=1)" — DEGo(H;))

Przyktad. Jezeli f jest takie, jak w definicji powierzchni Clebscha, to
X(Wo) =x(Wy) =-3.

25 Lokalna liczba tukéw krzywej

Niech H = (hy,...,hy—1) : (R",0) — (R""!,0) bedzie odwzorowaniem
wielomianowym. Zal6zmy, ze w poblizu 0 zbior H1(0) jest skoriczong
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Xl Xn
ohy ohy
() = det a)_ﬁ a)_(”
ah’nfl ahnfl
| 00X, 0X,

suma tukéw majacych jeden punkt wspolny w 0. Niech b bedzie liczba
tych tukéw. Oznaczmy

F = (Q,hl, . . -:hn—l) . (RH,O) — (Rn,O) .

Twierdzenie 25.1 (Aoki, Fukuda, Nishimura,Sun) Jezeli O jest izo-
lowany w zbiorze F~(0), to w poblizu O zbior H~(0) jest skoriczong
sumq tukow majgcych jeden punkt wspolny w 0, oraz

b=2-DEG(F) .

Przyktad. Niech H = (hy, ho) : (R3,0) — (R?,0), gdzie:
hi = X7 — X1 X0 X3+ X5 +4X5

ho = X7 Xy — Xo X3 — X{ X3

Uzywajac programu A.Leckiego mozna sprawdzi¢, ze 0 jest izolowany w
zbiorze F~1(0) oraz DEGo(F) = +6. Wiec w poblizu 0 zbior H~1(0)
jest suma dwunastu tukéw majacych jeden punkt wspolny w 0.



