
Funkcje Analityczne I

Notatki do wyk ladu

1 P laszczyzna zespolona

• z = x+ iy – liczba zespolona

• x, y ∈ R, i2 = i · i = −1

• re z = x, im z = y

• x – czȩść rzeczywista

• y – czȩść urojona

• C – zbiór liczb zespolonych

• (C,+, ·) jest cia lem

• z̄ = x− iy – liczba sprzȩżona

• −z = −x− iy – liczba przeciwna

• 1
z = x

x2+y2 − i
y

x2+y2 – liczba odwrotna

• |z| =
√
x2 + y2 – modu l z, lub wartość bezwzglȩdna z

• |z|2 = z z̄

• ka̧t φ taki, że

cosφ =
x

|z|
, sinφ =

y

|z|
nazywamy argumentem z = x+ iy 6= 0

• arg z = φ+ 2kπ , k ∈ Z

• jeżeli −π < φ ≤ π to φ = Arg z – argument g lówny

• z = x+ iy = |z|(cosφ+ i sinφ) – postać biegunowa z

• |z + z′| ≤ |z|+ |z′| – nierówność trójka̧ta

• |z − z′| ≤ |z|+ |z′| – nierówność trójka̧ta

• |z − z′| jest odleg lościa̧ pomiȩdzy z oraz z′ na p laszczyźnie
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• jeżeli r > 0 oraz z0 ∈ C to
D(z0, r) = {z ∈ C | |z − z0| < r} – ko lo otwarte o środku z0 i
promieniu r

• D̄(z0, r) = {z ∈ C | |z − z0| ≤ r} – ko lo domkniȩte o środku z0 i
promieniu r

• D′(z0, r) = {z ∈ C | 0 < |z − z0| < r} – sa̧siedztwo ko lowe z0 o
promieniu r

Definicja. Szereg potȩgowy o środku z0:

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

λ = lim sup
n→∞

n
√
|cn|

R =


∞ jeżeli λ = 0
0 jeżeli λ =∞
1
λ w pozosta lych przypadkach

• R – promień zbieżności szeregu potȩgowego

• D(z0, R) – ko lo zbieżności szeregu potȩgowego

Fakt 1.1 (a) Szereg potȩgowy f(z) jest bezwzglȩdnie zbieżny gdy
|z − z0| < R, tzn. z ∈ D(z0, R).

(b) Szereg potȩgowy f(z) jest rozbieżny gdy |z − z0| > R, tzn. z 6∈
D̄(z0, R).

(c) Funkcja f(z) jest cia̧g la na D(z0, R).

2 Funkcja wyk ladnicza i logarytmiczna

Definicja. Funkcjȩ wyk ladnicza̧ definiujemy jako szereg potȩgowy

ez = exp(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
dla z ∈ C.

Promień zbieżności tego szeregu jest równy ∞, wiȩc funkcja exp(z)
jest zdefiniowana i cia̧g la na C. Definiujemy

e = exp(1) =
∞∑
n=0

1

n!
.
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Fakt 2.1 ezez
′
= ez+z

′
.

Fakt 2.2 e0 = 1.

Fakt 2.3 ∀ z ∈ C ez 6= 0, e−z = 1/ez.

Fakt 2.4 (Tożsamość Eulera) Jeżeli t ∈ R to

eit = cos t+ i sin t.

Wartości eit ”nawijaja̧ siȩ” wokó l okrȩgu jednostkowego w dodatnim
kierunku.

Wniosek 2.5 (Tożsamość Eulera) Jeżeli x, y ∈ R, z = x+ iy ∈ C,
to

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y)

Fakt 2.6 exp(z) jest funkcja̧ okresowa̧ o okresie 2πi.

Fakt 2.7 ez = 1 ⇔ z = 2kπi, k ∈ Z.

Fakt 2.8 Jeżeli z jest liczba̧ zespolona̧ różna̧ od zera to istnieje w ∈ C,
taka że exp(w) = z.

Fakt 2.9 Jeżeli exp(w) = exp(w′) to w′ = w + 2kπi, k ∈ Z.

Definicja. Niech z 6= 0 bȩdzie liczba̧ zespolona̧. Każda̧ liczbȩ ze-
spolona̧ w spe lniaja̧ca̧ exp(w) = z nazywamy logarytmem liczby z i
oznaczamy w = log z. Wiȩc

elog z = z

Uwaga. log 0 nie istnieje, bo zawsze exp(w) 6= 0.

Wniosek 2.10 Jeżeli w = log z oraz w′ = log z to w = w′ + 2kπi.

Definicja. Dla każdej liczby rzeczywistej x > 0 istnieje dok ladnie
jedna liczba rzeczywista a taka, że ea = x. Oznaczamy

lnx = a .

Fakt 2.11 Jeżeli z 6= 0, φ = arg z to

log z = ln |z|+ iφ+ 2kπi
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3 Krzywe i drogi

Definicja. Odwzorowanie cia̧g le γ : [a, b]→ U ⊂ C nazywamy krzywa̧
w U ,

• [a, b] – przedzia lem parametru krzywej γ,

• γ∗ = γ([a, b]) – obrazem krzywej γ∗.

Przyk lad. Niech γ(t) = exp(it) = cos t+ i sin t, 0 ≤ t ≤ π.
– γ jest krzywa̧
– [0, π] jest przedzia lem parametru

Definicja. Jeżeli γ(a) = γ(b) to krzywa γ jest zamkniȩta. Jeżeli po-
nadto γ jest różnowartościowa na [a, b) to nazywamy ja̧ krzywa̧ Jor-
dana.

Przyk lad. γ(t) = 5 exp(it), 0 ≤ t ≤ 4π jest zamkniȩta, ale nie jest
krzywa̧ Jordana.

Definicja. Dla t ∈ [a, b] pochodna̧ nazywamy

γ′(t) = lim
h→t

γ(h)− γ(t)

h− t

o ile istnieje. (W końcach przedzia lu liczymy pochodne jednostrone.)

Przyk lad. Niech γ(t) = exp(it). Wtedy γ′(t) = i exp(it).

Definicja. Krzywa γ jest klasy C1, jeżeli γ′ : [a, b]→ C jest cia̧g la.

Definicja. Krzywa̧ γ nazywamy droga̧, jeżeli istnieje skończona rodzina
punktów tj, a = t0 < t1 < . . . < tn = b, takich że ograniczenie γ do
każdego przedzia lu [tj−1, tj] jest klasy C1. W punktach tj pochodne
lewostronne i prawostronne moga̧ siȩ różnić.



Funkcje Analityczne I – Notatki do wyk ladu, Instytut Matematyki UG 5

Przyk lad.

γ(t) =

{
t+ 1 jeżeli −2 ≤ t ≤ 0
exp(it) jeżeli 0 ≤ t ≤ π

jest droga̧ Jordana.

4 Funkcje holomorficzne

Niech U ⊂ C bȩdzie zbiorem otwartym, niech f : U → C bȩdzie
funkcja̧.

Definicja. Dla z ∈ U , jeżeli istnieje granica

lim
z′→z

f(z′)− f(z)

z′ − z
to oznaczamy ja̧ symbolem f ′(z) i nazywamy pochodna̧ funkcji f w
punkcie z.

Jeżeli f ′(z) istnieje dla każdego z ∈ U to mówimy, że f jest funkcja̧
holomorficzna̧ (lub analityczna̧) w zbiorze U .

Zbiór wszystkich funkcji holomorficznych w U oznaczamy sym-
bolem H(U).

Jeżeli f : Ω → C, gdzie Ω ⊂ U dla pewnego otwartego zbioru
U ⊂ C, oraz istniej funkcja g ∈ H(U) która jest równa f na zbiorze
Ω, wtedy powiemy że f jest holomorficzna w zbiorze Ω (piszemy f ∈
H(Ω)).

Fakt 4.1 f ′(z) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ ε > 0 ∃ r > 0 ∀z′ ∈ D′(z, r)
∣∣∣∣f(z′)− f(z)

z′ − z
− f ′(z)

∣∣∣∣ < ε

• Jeżeli f, g ∈ H(Ω) to f ± g ∈ H(Ω), f · g ∈ H(Ω), oraz f/g ∈
H(Ω \ g−1(0)).

• Z lożenie funkcji holomorficznych jest funkcja̧ holomorficzna̧.

• Pochodne w powyższych przypadkach maja̧ taka̧ sama̧ postać jak
dla funkcji zmiennej rzeczywistej.

• Wielomiany sa̧ funkcjami holomorficznymi.

• Jeżeli P (z), Q(z) sa̧ wielomianami, to funkcja wymierna f(z) =
P (z)/Q(z) jest holomorficzna w C \Q−1(0).
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Twierdzenie 4.2 Szereg potȩgowy f(z) =
∑∞

n=0 cn(z− a)n o promie-
niu zbieżności R > 0 jest funkcja̧ holomorficzna̧ w kole zbieżności
D(a,R). Ponadto

f ′(z) =
∞∑
n=1

n cn(z − a)n−1.

Lemat 4.3 Jeżeli funkcja u jest cia̧g la i rosna̧ca, to

u(lim supxn) = lim supu(xn).

Wniosek 4.4 (exp(z))′ = exp(z), (cos(z))′ = − sin(z), (sin(z))′ =
cos(z).

Wniosek 4.5 f (k)(z) =
∑∞

n=k
n!

(n−k)! cn(z − a)n−k.

Wniosek 4.6 f (k)(a) = k! ck, wiȩc

ck =
f (k)(a)

k!
.

5 Równania Cauchy’ego–Riemanna

Jeżeli f : U → C, z = x+ iy, to oznaczamy

f(z) = f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) = u+ iv.

Twierdzenie 5.1 (Równania Cauchy’ego–Riemanna) Za lóżmy, że
f ′(z0) istnieje (z0 = x0 + iy0).

Wtedy pochodne cza̧stkowe ∂u/∂x(x0, y0), . . . , ∂v/∂y(x0, y0) istnieja̧,
oraz spe lnione sa̧ równania Cauchy’ego–Riemanna:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0).

Twierdzenie 5.2 Jeżeli f = u + iv : U → C jest taka̧ funkcja̧, że
pochodne cza̧stkowe ∂u/∂x, . . . , ∂v/∂y istnieja̧, sa̧ cia̧g le w U , oraz
spe lniaja̧ równania Cauchy’ego–Riemanna w każdym punkcie w U , to
funkcja f(z) jest holomorficzna w U .
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6 Ca lkowanie wzd luż dróg

Definicja. Za lóżmy, że γ : [a, b] → U jest droga̧, zaś f : U → C
funkcja cia̧g la̧.

Ca lkȩ z funkcji f wzd luż drogi γ definiujemy jako∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

f(ζ)dζ =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt.

Jeżeli droga jest zamkniȩta to można użyć symbolu
∮

.

Przyk lad. Jeżeli γ(t) = exp(it), 0 ≤ t ≤ 2π, to∮
γ

1

z
dz = 2πi.

Fakt 6.1 Za lóżmy, że φ : [a1, b1] → [a, b] jest funkcja̧ wzajemnie jed-
noznaczna̧, rosna̧ca̧ klasy C1 (wtedy φ(a1) = a, φ(b1) = b). Przyjmi-
jmy γ1 = γ ◦ φ.

Wtedy γ1 jest droga̧ o przedziale parametru [a1, b1] oraz∫
γ1

f(ζ)dζ =

∫
γ

f(ζ)dζ.

Wniosek 6.2 Niech γ1, γ2 bȩda̧ drogami. Jeżeli koniec drogi γ1 pokrywa
siȩ z pocza̧tkiem drogi γ2, to można ustalić przedzia l parametru tak aby
γ1 oraz γ2 tworzy ly jedna̧ drogȩ γ. Ponadto∫

γ

f(ζ)dζ =

∫
γ1

f(ζ)dζ +

∫
γ2

f(ζ)dζ.

Definicja. Za lóżmy, że φ : [a1, b1] → [a, b] jest funkcja̧ wzajemnie
jednoznaczna̧, maleja̧ca̧ klasy C1 (wtedy φ(a1) = b, φ(b1) = a). Drogȩ
γ1 = γ ◦ φ, nazywamy droga̧ przeciwna̧. Bȩdziemy ja̧ oznaczyć sym-
bolem −γ.

Fakt 6.3 γ∗ = (−γ)∗. Pocza̧tkiem −γ jest koniec γ, końcem −γ jest
pocza̧tek γ. ∫

−γ
f(ζ)dζ = −

∫
γ

f(ζ)dζ.
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Definicja. Jeżeli γ : [a, b] → U jest droga̧, to |γ| =
∫ b
a |γ

′(t)|dt nazy-
wamy d lugościa̧ drogi γ.

Jeżeli γ(t) = x(t) + iy(t), to |γ| =
∫ b
a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

Wniosek 6.4 Jeżeli supz∈γ∗ |f(z)| ≤M <∞ to∣∣∣∣∫
γ

f(ζ)dζ

∣∣∣∣ ≤M |γ|.

Przyk lad. Niech z0 ∈ C, r > 0. Drogȩ γ(t) = z0+r exp(it), 0 ≤ t ≤ 2π,
nazywamy dodatnio zorientowanym okrȩgiem o środku z0 i promieniu
r. Bȩdziemy ta̧ drogȩ oznaczać symbolem O(z0, r). Ponadto∮

O(z0,r)

dz

z − z0
= 2πi.

Twierdzenie 6.5 Niech γ bȩdzie droga̧ zamkniȩta̧. Przyjmijmy

Indγ(z) =
1

2πi

∮
γ

dζ

ζ − z

dla z 6∈ γ∗. (Indγ(z) nazywamy indeksem z wzglȩdem γ.)
Wtedy Indγ(z) jest funkcja̧ o wartościach ca lkowitych na C \ γ∗,

sta la̧ na każdej sk ladowej zbioru C \ γ∗, i równa̧ zero na sk ladowej
nieograniczonej zbioru C \ γ∗.

Wartość Indγ(z) jest równa ilości nawiniȩć γ wokó l z w dodatnim
kierunku.

Twierdzenie 6.6 (Lokalne Twierdzenie Cauchy’ego) Za lóżmy, że
F ∈ H(U) oraz f = F ′ jest funkcja̧ cia̧g la̧ w U . Wtedy∫

γ

f(ζ) dζ = F (γ(b))− F (γ(a))

dla dowolnej drogi γ : [a, b]→ U . Wiȩc∮
γ

f(ζ) dζ = 0

dla dowolnej drogi zamkniȩtej γ zawartej w U .
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Wniosek 6.7 Jeżeli n 6= −1 jest liczba̧ ca lkowita̧, zaś γ taka̧ droga̧
zamkniȩta̧ że z0 6∈ γ∗, to ∮

γ

(z − z0)
ndz = 0.

Wniosek 6.8 ∮
γ

dz

z − z0
= 2πi · Indγ(z0).

7 Twierdzenie Cauchy’ego

Definicja. Za lóżmy, że Ω jest zwartym podzbiorem p laszczyzny C
ograniczonym przez skończona̧ rodzinȩ roz la̧cznych dróg Jordana.

Symbolem ∂Ω bȩdziemy oznaczać zorientowany brzeg zbioru Ω.

Twierdzenie 7.1 (Tw. Cauchego dla trójka̧ta) Za lóżmy, że

(a) ∆ jest trójka̧tem domkniȩtym zawartym w otwartym zbiorze U ,

(b) p ∈ U ,

(c) f jest cia̧g la̧ w U , f ∈ H(U \ {p}).

Wtedy ∮
∂∆

f(ζ)dζ = 0.

Uwaga. Jeżeli f ∈ H(U), to tym bardzej f ∈ H(U \ {p}) oraz f
jest cia̧g la na U , wiȩc za lożenia powyższego twierdzenia sa̧ wtedy
spe lnione.
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Twierdzenie 7.2 (Tw. Cauchy’ego dla wieloboku) Jeżeli Ω jest
zwartym wielobokiem ograniczonym przez skończona̧ rodzinȩ dróg Jor-
dana, zawartym w zbiorze otwartym U , oraz f ∈ H(U \{p}) jest cia̧g la
na U , to ∮

∂Ω

f(ζ)dζ = 0.

W szczególności twierdzenie jest spe lnione jeżeli f ∈ H(U).

Definicja. Zbiór spójny otwarty U nazywamy jednospójnym, jeżeli
dla każdej  lamanej zamknietej zawartej w U zbiór ograniczony przez
tȩ  lamana̧ jest zawarty w U .

Twierdzenie 7.3 (Twierdzenie Jordana) Zbiór otwarty ograni-
czony przez drogȩ Jordana jest jednospójny.

Twierdzenie 7.4 Każdy wypuk ly zbiór otwarty jest jednospójny.

Twierdzenie 7.5 Za lóżmy, że U jest zbiorem jednospójnym. Jeżeli
γ1, γ2 sa̧  lamanymi maja̧cymi wspólny pocza̧tek i wspólny koniec, oraz
f ∈ H(U \ {p}) jest cia̧g la na U , to∫

γ1

f(ζ)dζ =

∫
γ2

f(ζ)dζ.

Lemat 7.6 Niech f bȩdzie funkcja̧ cia̧g la̧ na zbiorze otwartym U .
Weźmy z0 ∈ U oraz ko lo D(z0, r) ⊂ U . Dla z ∈ D(z0, r) niech [z0, z]
bȩdzie zorientowanym odcinkiem od z0 do z, oraz niech

G(z) =

∫
[z0,z]

f(ζ)dζ.

Wtedy G′(z0) = f(z0).
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Twierdzenie 7.7 (Tw. o istnieniu funkcji pierwotnej) Za lóżmy,
że U jest zbiorem jednospójnym, f ∈ H(U \ {p}) jest cia̧g la na U .

Wówczas istnieje F ∈ H(U) taka, że F ′ = f .

Twierdzenie 7.8 (Tw. Cauchy’ego dla zbioru jednospójnego)
Jeżeli U jest zbiorem jednospójnym, f ∈ H(U \ {p}) jest cia̧g la na U
oraz γ jest droga̧ zamkniȩta̧ w U , to∮

γ

f(ζ) dζ = 0 .

Jeżeli γ1, γ2 sa̧ drogami w U maja̧cymi wspólny pocza̧tek i wspólny
koniec, to ∫

γ1

f(ζ) dζ =

∫
γ2

f(ζ) dζ .

Twierdzenie 7.9 (Twierdzenie Cauchy’ego) Za lóżmy, że Ω jest
zbiorem zwartym, ograniczonym przez skończona̧ rodzinȩ roz la̧cznych
dróg Jordana.

Za lóżmy, że f ∈ H(Ω). Wtedy∮
∂Ω

f(ζ)dζ = 0.

Wniosek 7.10 Niech γ1, γ2 bȩda̧ takimi roz la̧cznymi, dodatnio
zorientowanymi drogami Jordana, że jedna z nich leży wewna̧trz drugiej.
Niech Ω bȩdzie zbiorem zwartym ograniczonym przez te krzywe.

Jeżeli f ∈ H(Ω), to∮
γ1

f(ζ)dζ =

∮
γ2

f(ζ)dζ.

Twierdzenie 7.11 (Wzór Cauchy’ego dla zbioru jednospójnego)
Za lóżmy, że γ jest droga̧ zamknieta̧ w otwartym zbiorze jednospójnym
U , oraz f ∈ H(U).

Jeżeli z ∈ U oraz z 6∈ γ∗, to

f(z) · Indγ(z) =
1

2πi

∮
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Wniosek 7.12 Jeżeli γ jest dodatnio zorientowana̧ droga̧ Jordana w
zbiorze jednospójnym U oraz f ∈ H(U), to wtedy

1

2πi

∮
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

{
f(z) , jeżeli z leży wewna̧trz γ
0 , jeżeli z leży na zewna̧trz γ
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Wniosek 7.13 Wartości funkcji f(z) wewna̧trz krzywej γ sa̧ jednoz-
nacznie wyznaczone przez wartości na γ∗.

Wniosek 7.14 Za lóżmy, że γ jest droga̧ zamkniȩta̧ w otwartym zbiorze
jednospójnym U , oraz f ∈ H(U).

Jeżeli z ∈ U oraz z 6∈ γ∗, to

f (n)(z) · Indγ(z) =
n!

2πi

∮
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ.

Przyk lad.

∮
γ

cos z

(z − π/2)2
dz = −2πi.

8 Rozwijalność funkcji w szereg potȩgowy

Definicja. Funkcja f : U → C jest rozwijalna w szereg potȩgowy w
U , jeżeli każdemu ko lu D(z0, r) ⊂ U możemy przyporza̧dkować szereg
potȩgowy postaci

∑∞
0 cj(z−z0)

j który jest zbieżny do f(z) dla każdego
z ∈ D(z0, r).

Fakt 8.1 Funkcja rozwijalna w szereg potȩgowy jest holomorficzna na
U , oraz f ′, f ′′, . . . , f (k), . . . sa̧ holomorficzne na U .

Twierdzenie 8.2 Za lóżmy,że W ⊂ C jest zbiorem otwartym, γ :
[a, b] → C jest droga̧, γ∗ ∩ W = ∅, oraz f jest funkcja̧ cia̧g la̧ na
γ∗. Wtedy funkcja

g(z) =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

jest rozwijalna w szereg potȩgowy w W .
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Twierdzenie 8.3 Jeżeli U ⊂ C jest zbiorem otwartym oraz f ∈
H(U), to f jest rozwijalna w szereg potȩgowy w U .

Jeżeli D(z0, R) ⊂ U to f(z) =
∑∞

j=0 cj(z − z0)
j dla z ∈ D(z0, R),

gdzie

cj =
1

2πi

∮
O(z0,r)

f(ζ) dζ

(ζ − z0)j+1
,

dla dowolnego 0 < r < R.

Wniosek 8.4 Jeżeli f ∈ H(U), to f ′, f ′′, . . . , f (k), . . . sa̧ funkcjami
holomorficznymi na U .

Wniosek 8.5 Jeżeli f ∈ H(U \ {p}) jest cia̧g la na U , to f ∈ H(U).

Twierdzenie 8.6 (Tw. Morery) Za lózmy, że f jest taka̧ cia̧g la̧ funkcja̧
zespolona̧ na U , że ∮

∂∆

f(ζ)dζ = 0

dla każdego trójka̧ta ∆ ⊂ U .
Wtedy f ∈ H(U).

Lemat 8.7 Jeżeli szereg potȩgowy f(z) =
∑∞

j=m cj(z−z0)
j ma promień

zbieżności R, to szereg

g(z) =
∞∑
j=m

cj(z − z0)
j−m

też ma promień zbieżności R, oraz f(z) = (z − z0)
mg(z).

Twierdzenie 8.8 Jeżeli f ∈ H(U) oraz z0 ∈ U , to spe lniony jest
dok ladnie jeden z poniższych warunków

(a) f ≡ 0 w pewnym kole D(z0, r).

(b) Istnieje liczba ca lkowita m = m(z0) ≥ 0 oraz funkcja holomor-
ficzna g ∈ H(U), takie że

f(z) = (z − z0)
mg(z) dla z ∈ U

oraz g(z0) 6= 0.

Definicja. Liczbȩ m(z0) nazywamy krotnościa̧ (lub rzȩdem) funkcji
f(z) w punkcie z0.



Funkcje Analityczne I – Notatki do wyk ladu, Instytut Matematyki UG 14

• Jeżeli f ≡ 0 w D(z0, r), to m(z0) =∞.

• Jeżeli f(z0) 6= 0, to m(z0) = 0.

• m(z0) = min{ k | f (k)(z0) 6= 0}.

Wniosek 8.9 m(z0) <∞ ⇔

∃ r > 0 ∀ z ∈ D′(z0, r) f(z) 6= 0.

9 Zera funkcji analitycznych

Definicja. Zbiór A ⊂ Rn jest niespójny, jeżeli można go przedstawić
w postaci sumy niepustych roz la̧cznych zbiorów A = A1 ∪ A2 takich,
że Ā1 ∩ A2 = ∅ oraz A1 ∩ Ā2 = ∅.

Przyk lad. A = (0, 1) ∪ (1, 2) jest niespójny.

Definicja. A ⊂ Rn jest spójny, jeżeli nie jest niespójny.

Fakt 9.1 Zbiór otwarty U ⊂ Rn jest spójny ⇔ każde dwa punkty w
U można po la̧czyć  lamana̧ zawarta̧ w U .

Fakt 9.2 Jeżeli ∅ 6= A jest spójny oraz można go przedstawić w postaci
sumy A = A1 ∪ A2 takich zbiorów roz la̧cznych, że Ā1 ∩ A2 = ∅ oraz
A1 ∩ Ā2 = ∅, to A1 = ∅ ba̧dź A2 = ∅.

Definicja. Punkt p jest punktem skupienia zbioru A, jeżeli D′(p, r)∩
A 6= ∅ dla każdego r > 0, lub równoważnie jeżeli istnieje cia̧g (an) ⊂
A \ {p} taki, że p = lim an.

Twierdzenie 9.3 Za lóżmy, że U ⊂ C jest zbiorem otwartym spójnym,
oraz f ∈ H(U). Niech Z = f−1(0) = {z ∈ U | f(z) = 0}. Wtedy
spe lniony jest dok ladnie jeden z poniższych warunków

(a) Z ≡ U ,

(b) Z jest zbiorem domkniȩtym w U , nie posiadaja̧cym punktów skupi-
enia należa̧cych do U , co najwyżej przeliczalnym.

Przyk lad. U = C \ {0}, f(z) = sin(1/z). Wtedy wprawdzie 0 jest
punktem skupienia zbioru Z, ale 0 6∈ U !
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Twierdzenie 9.4 Jeżeli U jest otwartym zbiorem spójnym, f, g ∈
H(U) oraz istnieje zbiór A ⊂ U posiadaja̧cy punkt skupienia w U
taki, że ∀ a ∈ A f(a) = g(a), to

∀ z ∈ U f(z) = g(z).

10 ... i pozosta le wnioski

Twierdzenie 10.1 (Nierówność Cauchy’ego) Jeżeli f(z) =∑∞
j=0 cj(z − z0)

j dla z ∈ D(z0, R) oraz
∃ M ∀ z ∈ D(z0, R) |f(z)| ≤M to

|cj| ≤
M

Rj
j = 0, 1, . . . .

Twierdzenie 10.2 (Zasada Maksimum) Za lóżmy, że U jest zbiorem
otwartym spójnym, f ∈ H(U), oraz D̄(z0, r) ⊂ U . Wtedy

|f(z0)| ≤ max
t
|f(z0 + reit)|,

przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f jest sta la na
U .

Wniosek 10.3 Jeżeli |f(z)| ≤M dla z ∈ D(z0, R) to

|f ′(z0)| = |c1| ≤
M

R

(ponieważ cj = f (j)(z0)/j!).

Definicja. Każda̧ funkcjȩ f ∈ H(C) nazywamy funkcja̧ ca lkowita̧.

Twierdzenie 10.4 (Tw. Liouville’a) Funkcja ca lkowita ograniczona
jest sta la.

Twierdzenie 10.5 (Podstawowe Twierdzenie Algebry) Każdy wielo-
mian P (z) = a0 + a1z + · · · + anz

n różny od sta lej ma przynajmniej
jeden pierwiastek.
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11 Szeregi Laurenta

Definicja. Jeżeli szeregi
∑∞

j=0 cj(z − z0)
j oraz

∑∞
j=1 c−j(z − z0)

−j sa̧
dla pewnego z zbieżne odpowiednio do ϕ(z) oraz ψ(z), to ich sumȩ
ϕ(z) + ψ(z) oznaczamy symbolem

∞∑
j=−∞

cj(z − z0)
j

i nazywamy szeregiem Laurenta w środku z0 zbieżnym w punkcie z.

Definicja. Szereg
∑∞

j=−∞ cj(z−z0)
j nazywamy rozbieżnym w punkcie

z, jeżeli przynajmniej jeden z szeregów
∑∞

j=0 cj(z − z0)
j lub∑∞

j=1 c−j(z − z0)
−j jest rozbieżny w z.

Oznaczmy

R =
1

lim sup j
√
|cj|

,

r = lim sup j

√
|c−j|.

Twierdzenie 11.1 Jeżeli r < R, to szereg Laurenta jest bezwzglednie
zbieżny w każdym punkcie pierścienia ko lowego

P (z0; r, R) = {z ∈ C | r < |z − z0| < R},

i rozbieżny w każdym punkcie z 6∈ P (z0; r, R).
Funkcja f(z) =

∑∞
j=−∞ cj(z − z0)

j ∈ H(P (z0; r, R)).

Twierdzenie 11.2 Jeżeli f ∈ H(U) oraz P (z0; r, R) ⊂ U dla pewnych
r < R, to istnieje szereg Laurenta taki, że

f(z) =
∞∑

j=−∞
cj(z − z0)

j dla z ∈ P (z0; r, R).

Ponadto

cj =
1

2πi

∮
O(z0,s)

f(ζ) dζ

(ζ − z0)j+1
,

gdzie promień s jest dowolna̧ liczba̧ r < s < R. (Wiȩc szereg Laurenta
jest jednoznacznie wyznaczony, oraz wspó lczynniki cj nie zależa̧ od
wyboru promienia s.)
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Przyk lad. Niech f(z) = 1/(1 + z2). Wtedy

f(z) = 1− z2 + z4 − z6 + · · · gdy |z| < 1,

f(z) =
1

z2
− 1

z4
+

1

z6
− · · · gdy |z| > 1.

12 Punkty osobliwe

Definicja. Niech f ∈ H(U), i niech z0 ∈ C.

• Jeżeli z0 ∈ U , to z0 nazywamy punktem regularnym funkcji f(z).

• Jeżeli z0 6∈ U oraz D′(z0, r) ⊂ U dla pewnego r > 0, to z0 nazy-
wamy punktem osobliwym odosobnionym funkcji f(z). Wtedy

f(z) =
∞∑

j=−∞
cj(z − z0)

j dla z ∈ D′(z0, r).

• Szereg
∑∞

j=0 cj(z−z0)
j jest zbieżny w D(z0, r), i nosi nazwȩ czȩści

regularnej funkcji f(z) w punkcie z0.

• Szereg
∑∞

j=1 c−j(z−z0)
−j jest jest zbieżny dla z 6= z0, i nosi nazwȩ

czȩści osobliwej funkcji f(z) w punkcie z0.

Przyk lad. f = cos(z) + sin(1/z), z0 = π lub z0 = 0.

• Jeżeli c−1 = c−2 = · · · = 0 to mówimy, że z0 jest punktem po-
zornie osobliwym, lub że f(z) ma w z0 osobliwość usuwalna̧.

Przyk lad. Funkcja sin(z)/z, która jest holomorficzna na C \ {0}, ma
w z0 = 0 osobliwość usuwalna̧.

• Jeżeli c−m 6= 0 oraz c−m−1 = c−m−2 = · · · = 0, to z0 nazywamy
biegunem m–krotnym lub biegunem rzȩdu m.

• Jeżeli czȩść osobliwa zawiera nieskończenie wiele wyrazów, to z0

nazywamy punktem istotnie osobliwym funkcji f(z).

Przyk lad.

f(z) =
cos z

z2
=

1

z2
− 1

2!
+

1

4!
z2 − 1

6!
z4 − · · ·
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ma 2-krotny biegun w z0 = 0.

f(z) = sin
1

z
=

1

z
− 1

3! z3
+

1

5! z5
− · · ·

ma punkt istotnie osobliwy w z0 = 0.

Twierdzenie 12.1 (Tw. Riemanna) Jeżeli f ∈ H(U), D′(z0, r) ⊂
U oraz |f(z)| jest ograniczona na D′(z0, r), to

(a) V = U ∪ {z0} jest otwarty,

(b) istnieje g ∈ H(V ) taka, że

f(z) = g(z) dla z ∈ U.

Wniosek 12.2 Ponieważ g(z) =
∑∞

j=2 cj(z − z0)
j−2 oraz f(z) = g(z)

dla z ∈ D′(z0, r), wiȩc f ma osobliwość usuwalna̧ w z0.

Fakt 12.3 Za lóżmy, że f, g ∈ H(U) oraz z0 ∈ U . Oznaczmy:

k − krotność f(z) w z0

` − krotność g(z) w z0

Iloczyn f(z) · g(z) ma krotność (k + `) w z0.
Jeżeli k ≥ ` to h(z) = f(z)/g(z) ma punkt pozornie osobliwy w z0.
Jeżeli k < ` to h(z) = f(z)/g(z) ma biegun (`− k)–krotny w z0.

13 Residua

Niech f ∈ H(U). Za lóżmy, że D′(z0, r) ⊂ U oraz f(z) =∑∞
j=−∞ cj(z − z0)

j jest rozwiniȩciem f w szereg Laurenta dla z ∈
D′(z0, r).
Definicja. Wspó lczynnik c−1 nazywamy residuum funkcji f(z) w
punkcie z0, i oznaczamy go symbolem

resz0(f) = c−1.

Fakt 13.1 Residuum można wyrazić za pomoca̧ ca lki

resz0(f) =
1

2πi

∮
O(z0,s)

f(z)dz,

gdzie 0 < s < r.
Jeżeli z0 jest punktem regularnym lub punktem pozornie osobliwym,

to resz0(f) = 0.
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Fakt 13.2 Jeżeli z0 jest biegunem 1–krotnym funkcji f(z), to

resz0(f) = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

Fakt 13.3 Jeżeli f, g ∈ H(U), z0 ∈ U oraz g(z0) = 0, g′(z0) 6= 0, to

resz0

(
f(z)

g(z)

)
=
f(z0)

g′(z0)
.

Fakt 13.4 Jeżeli f(z) posiada biegun krotności 1 w z0 oraz g(z0) 6= 0,
to

resz0(f(z)g(z)) = resz0(f) · g(z0).

Twierdzenie 13.5 (Tw. o Residuach) Za lóżmy, że Ω jest zbiorem
zwartym ograniczonym przez skończona̧ rodzinȩ roz la̧cznych dróg Jor-
dana. Za lóżmy, że punkty z1, . . . , zp leża̧ wewna̧trz Ω oraz funkcja f(z)
jest holomorficzna na Ω \ {z1, . . . , zp}.

Wtedy ∮
∂Ω

f(z)dz = 2πi

p∑
n=1

reszn(f).

Przyk lad.

∮
γ

exp(z) dz

sin z
= 2πi(1− eπ).

Fakt 13.6 Za lóżmy, że funkcja f ma w punkcie z0 biegun co najwyżej
k krotny, k ≥ 1. Wtedy

resz0(f) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)

kf(z)
](k−1)

.
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14 Zastosowania residuów

Ca lki typu J =
∫ 2π

0 R(cos t, sin t)dt

R(x, y) jest funkcja̧ wymierna̧ zdefiniowana̧ na okrȩgu x2 + y2 = 1.
Weźmy standardowa̧ parametryzacjȩ jednostkowego okregu O(0, 1):

z = z(t) = exp(it) = cos t+ i sin t, 0 ≤ t ≤ 2π

1

z
= exp(−it) = cos t− i sin t

cos t =
z + 1

z

2
sin t =

z − 1
z

2i

z′(t) = i z(t)

J =

∫ 2π

0

R(cos t, sin t)dt =

∮
O(0,1)

1

i z
R

(
z + 1

z

2
,
z − 1

z

2i

)
dz

Ca lkȩ tȩ należy policzyć korzystaja̧c z Twierdzenia o Residuach.

Przyk lad.

J =

∫ 2π

0

dt

cos t− 2
= −2π

√
3

3
.

Ca lki typu J =
∫∞
−∞R(t)dt

Zak ladamy, że
– R(z) jest funkcja̧ wymierna̧,
– R(z) nie ma biegunów na osi rzeczywistej,
– lim|z|→∞ zR(z) = 0
– z1, . . . , zp sa̧ biegunami R(z) w górnej pó lp laszczyźnie.

Wtedy ∫ ∞
−∞

R(t)dt = 2πi

p∑
n=1

reszn(R).

Przyk lad.

J =

∫ ∞
−∞

dt

t4 + 4
=
π

4
.
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Twierdzenie 14.1 Niech P (z),Q(z) bȩda̧ dwoma wielomianami, przy
czym degP < degQ oraz Q(z) 6= 0 dla z ∈ Z. Jeżeli z1, . . . , zs sa̧
zerami wielomianu Q, to

lim
n→∞

n∑
k=−n

P (k)

Q(k)
= −π

s∑
m=1

reszm

(
ctg(π z) · P (z)

Q(z)

)
,

lim
n→∞

n∑
k=−n

(−1)k · P (k)

Q(k)
= −π

s∑
m=1

reszm

(
1

sin(π z)
· P (z)

Q(z)

)
. �

15 Cia̧gi i szeregi funkcji holomorficznych

Definicja. Cia̧g funkcji fj określonych na otwartym zbiorze U jest
niemal jednostajnie zbieżny do funkcji f , gdy

∀ zbioru zwartego K ⊂ U, ∀ ε > 0

∃ N ∀ z ∈ K ∀ j ≥ N |fj(z)− f(z)| < ε.

Wniosek 15.1 Cia̧g funkcji fj jest niemal jednostajnie zbieżny do f

wtedy i tylko wtedy, gdy fj jest jednostajnie zbieżny do f na każdym
zbiorze zwartym K ⊂ U .

Twierdzenie 15.2 (Tw. Weierstrassa) Za lóżmy, że fj ∈ H(U) oraz
fj → f niemal jednostajnie.

Wtedy f ∈ H(U), oraz f ′j → f ′ niemal jednostajnie.

Wniosek 15.3 Jeżeli fj ∈ H(U) oraz fj → f niemal jednostajnie, to

dla każdego n ≥ 1, f
(n)
j → f (n) niemal jednostajnie.

Definicja Szereg
∑∞

1 fj jest niemal jednostajnie zbieżny, jeżeli istnieje
funkcja s okreslona na U taka, że cia̧g sn = f1 + · · · + fn jest niemal
jednostajnie zbieżny do s.

Piszemy wtedy

s =
∞∑
j=1

fj.

Twierdzenie 15.4 Za lóżmy, że fj ∈ H(U), oraz dla każdego zbioru
zwartego K ⊂ U istnieje cia̧g liczb rzeczywistych bj ≥ 0 taki, że

(1) supz∈K |fj(z)| ≤ bj,



(2)
∑∞

1 bj <∞.

Wtedy

(a) szereg s =
∑∞

1 fj jest niemal jednostajnie zbieżny na U ,

(b) s ∈ H(U),

(c) dla każdego n ≥ 1, s(n) =
∑∞

1 f
(n)
j .

Przyk lad.

f(z) =
∞∑
j=1

1

(z − j)2

jest funkcja̧ holomorficzna̧ na C \ {1, 2, 3, . . .}.
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