Funkcje Analityczne I

Notatki do wyktadu

1 Plaszczyzna zespolona

o 2z =x+ 1y — liczba zespolona
er.ycR, ?=i-i=-1
erez =2, Imz=y

e T — czes¢ rzeczywista

® Yy — czes¢ urojona

o C — zbior liczb zespolonych

o (C,+,-) jest cialem

e z =1x — 1y — liczba sprzezona

o —z = —x — 1y — liczba przeciwna

° % = — liczba odwrotna

X )
$2+y2 Z£2+y2
o |z| = /2% + y?2 — modul z, lub wartos¢ bezwzgledna =
o [2]*’=2Z
e kat ¢ taki, ze

x
cos¢p=— , sing= S
2| 2|

nazywamy arqgumentem z = x + iy # 0
e argz=0¢+2kr , kel
o jezeli —m < ¢ < 7 to ¢ = Argz — argument gtowny
o z =1+ 1y = |z|(cos ¢ +isin ¢) — postaé biegunowa z
o |2+ 2| < |z| + || — nieréwnos$é tréjkgta
o |z — 2| < |z| + || — nierdwno$é trojkgta

o |z — 2/| jest odlegloscia pomiedzy z oraz z’ na plaszczyznie

1
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e jezeli r > 0 oraz zp € C to
D(zy,7) = {2z € C| |z — 2| < r} — kolo otwarte o srodku zy i
promieniy r

e D(z,7)=1{2€C| |z— 2| <r}— koto domkniete o $rodku zy i
ProMIENIU T

o D'(zg,7) ={2€C| 0<|z— 2| <r}— sgsiedztwo kolowe zy o
PrOMIENIU T

Definicja. Szereg potegowy o Srodku zy:

ch z—z)"
= lim sup v/ |cy|

n—oo

oo jezei A =10
R=<¢ 0 jezeli A\ =0

% w pozostalych przypadkach

e R — promien zbieznosci szeregu potegoweqo
o D(zy, R) — koto zbieznosci szeregu potegowego

Fakt 1.1 (a) Szereg potegowy f(z) jest bezwzglednie zbiezny gdy
|z — 20| < R, tzn. z € D(zp, R).

(b) Szereg potegowy f(z) jest rozbieiny gdy |z — 2| > R, tzn. z &
D(Zo,R).

(¢) Funkcja f(z) jest ciggta na D(zy, R).

2 Funkcja wykladnicza i logarytmiczna

Definicja. Funkcje wyktadniczq definiujemy jako szereg potegowy
o Zn
e — JR—
e =exp(z) = Z - dla z € C.
n=0
Promienn zbieznosci tego szeregu jest réwny oo, wiec funkcja exp(z)
jest zdefiniowana i ciagta na C. Definiujemy

o

e =-exp(l) = Z %

n=0
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Fakt 2.1 e*e? = e*t7.

Fakt 2.2 ¢ = 1.

Fakt 2.3V 2e€C e*#0, e*=1/e".

Fakt 2.4 (Tozsamosé Eulera) Jezelit € R to

e’ = cost +isint.

it »

Wartosci e "nawijaja sie” wokot okregu jednostkowego w dodatnim

kierunku.

Whniosek 2.5 (Tozsamosé Eulera) Jezeliz,y € R, z =z +1iy € C,

to

e =" = e (cosy + isiny)

Fakt 2.6 exp(z) jest funkcjg okresowq o okresie 2mi.
Fakt 2.7 ¢ =1 & 2z=2kmi, keZ.

Fakt 2.8 Jezeli z jest liczbg zespolong rozng od zera to istnieje w € C,
taka ze exp(w) = z.

Fakt 2.9 Jezeli exp(w) = exp(w’) to w' = w + 2kmi, k € Z.

Definicja. Niech z # 0 bedzie liczba zespolona. Kazdg liczbe ze-
spolona w speliajaca exp(w) = z nazywamy logarytmem liczby z i
oznaczamy w = log z. Wiec

€logz — 5

Uwaga. log 0 nie istnieje, bo zawsze exp(w) # 0.
Whniosek 2.10 Jezeli w = log z oraz w' = log z to w = w' + 2kmi.

Definicja. Dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 istnieje doktadnie
jedna liczba rzeczywista a taka, ze e = x. Oznaczamy

nr=a.
Fakt 2.11 Jezeli 2 # 0, ¢ = arg z to

log z = In|z| + i¢ + 2kmi
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3 Krzywe i drogi

Definicja. Odwzorowanie ciaglte v : [a,b] — U C C nazywamy krzywg
w U,

e [a,b] — przedziatem parametru krzywej -,
o v =~([a,b]) — obrazem krzywej ~*.

Przyktad. Niech v(t) = exp(it) = cost +isint, 0 <t < 7.
— v jest krzywa
— [0, ] jest przedzialem parametru

Definicja. Jezeli v(a) = v(b) to krzywa v jest zamknieta. Jezeli po-
nadto v jest réznowartosciowa na [a,b) to nazywamy ja krzywg Jor-
dana.

Przyktad. ~(t) = Hexp(it), 0 < t < 4m jest zamknieta, ale nie jest
krzywa Jordana.

Definicja. Dla t € [a, b] pochodng nazywamy

/() = i 2 =20

o ile istnieje. (W koncach przedziatu liczymy pochodne jednostrone.)
Przyktad. Niech v(t) = exp(it). Wtedy +/'(t) = i exp(it).
Definicja. Krzywa v jest klasy C!, jezeli o' : [a,b] — C jest ciagta.

Definicja. Krzywa v nazywamy drogg, jezeli istnieje skonczona rodzina
punktow t;, a =ty < ¢ < ... < t, = b, takich Ze ograniczenie v do
kazdego przedziatu [t;_i,t;] jest klasy C'. W punktach ¢; pochodne
lewostronne i prawostronne moga sie réznic.
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Przyktad.
(o {11 jereli 21 <0
T explit) jezelio<t<n

jest droga Jordana.

4 Funkcje holomorficzne

Niech U C C bedzie zbiorem otwartym, niech f : U — C bedzie
funkcja.
Definicja. Dla z € U, jezeli istnieje granica

o FG) = 1)

2=z 2 —z

to oznaczamy ja symbolem f’(z) i nazywamy pochodng funkcji f w
punkcie z.

Jezeli f’(z) istnieje dla kazdego z € U to méwimy, ze f jest funkcja
holomorficzng (lub analityczng) w zbiorze U.

Zbiér wszystkich funkcji holomorficznych w U oznaczamy sym-
bolem H(U).

Jezeli f : Q — C, gdzie 2 C U dla pewnego otwartego zbioru
U C C, oraz istniej funkcja g € H(U) ktora jest réwna f na zbiorze
), wtedy powiemy ze f jest holomorficzna w zbiorze € (piszemy f €

Fakt 4.1 f'(2) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
f(Z) = f(2)

2 —z

Ve>0 dr>0 Ve D(zr) —fl(2)] < e

o Jezeli f,g € HQ) to ftge€ HQ), f-g€ H(), oraz f/g €
H(Q\ g71(0)).
e Zlozenie funkcji holomorficznych jest funkcja holomorficzna.

e Pochodne w powyzszych przypadkach maja taka sama postac jak
dla funkcji zmiennej rzeczywiste;j.

e Wielomiany sa funkcjami holomorficznymi.

e Jezeli P(z),Q(z) sa wielomianami, to funkcja wymierna f(z) =
P(2)/Q(z) jest holomorficzna w C\ Q~1(0).



Funkcje Analityczne I — Notatki do wykladu, Instytut Matematyki UG 6

Twierdzenie 4.2 Szereg potegowy f(z) = > 7 cn(z —a)™ o promie-
niu zbieznosci R > 0 jest funkcjg holomorficzng w kole zbieinosci
D(a, R). Ponadto

f'(z) = chn(z —a)" 1.

Lemat 4.3 Jezeli funkcja u jest ciggta i rosngca, to
u(limsup x,,) = limsup u(x,).

Wr<1i())sek 4.4 (exp(z)) = exp(z), (cos(z)) = —sin(z), (sin(z)) =

Whiosek 4.5 f*)(z) =5 (n%'k), cn(z —a)" F,

Whiosek 4.6 f*)(a) = k! c;., wiec

f*(a)
R

5 Roéwnania Cauchy’ego—Riemanna

Jezeli f:U — C, z = x + iy, to oznaczamy

f(z) = f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y) = u +iv.

Twierdzenie 5.1 (R6éwnania Cauchy’ego—Riemanna) Zatdzmy, ze
f(20) istnieje (zg = xo + iyo).

Wtedy pochodne czgstkowe Ou/0x(xg, o), - - ., Ov/y(x0, yo) istniejq,
oraz spetnione sg rownania Cauchy’ego—Riemanna:

ou ov
%(ﬂfo, yO) — a_y(x()y y0)7

ou ov
a—y(l‘o,yo) = —a—x(ﬂl?o,yo)-

Twierdzenie 5.2 Jezeli f = u+ v : U — C jest takq funkcjq, ze
pochodne czgstkowe Ou/Ox, ..., 0v/0y istniejq, sq¢ ciggle w U, oraz
spetniajg rownania Cauchy’ego—Riemanna w kazdym punkcie w U, to
funkcja f(z) jest holomorficzna w U.
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6 Catkowanie wzdluz drég

Definicja. Zalézmy, ze v : [a,b] — U jest droga, zas f : U — C
funkcja ciagta.
Calke z funkcji f wzdtuz drogi v definiujemy jako

b
[z = [ 1= [ sawn o
gl gl a
Jezeli droga jest zamknieta to mozna uzy¢ symbolu §.

Przyktad. Jezeli ~(t) = exp(it), 0 <t < 27, to

1
%—dz = 2.
v 2

Fakt 6.1 Zaléimy, Ze ¢ : a1, bi] — |a,b] jest funkcjg wzajemnie jed-
noznaczng, rosngcg klasy C1 (wtedy ¢(ay) = a, ¢(b1) = b). Przyjmi-
Jmy y1 ="y 0 .

Wtedy ~1 jest drogg o przedziale parametru [ay,b] oraz

F(O)dC = / F(O)dC.

Whniosek 6.2 Niech vy, v bedg drogami. Jezeli koniec drogi v, pokrywa
sie z poczgtkiem drogi o, to mozna ustali¢ przedziat parametru tak aby
Y1 oraz o tworzyty jedng droge v. Ponadto

/ f©odc= [ 1+ | rodc

Definicja. Zalézmy, ze ¢ : [a1,b1] — [a,b] jest funkcja wzajemnie
jednoznaczna, malejaca klasy C! (wtedy ¢(a1) = b, ¢(b;) = a). Droge
Y1 = 7y o ¢, nazywamy drogg przeciwng. Bedziemy ja oznaczy¢ sym-
bolem —.

Fakt 6.3 v* = (—7)*. Poczgtkiem —~ jest koniec vy, koricem — jest

poczgtek .
/f@@:—/ﬂﬁw
—y Y
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Definicja. Jezeli 7y : [a,b] — U jest droga, to |y| = f 17/ (t)|dt nazy-
wamy dtugoscig drogi 7.

Jezeli v(t) = x(t) 4+ iy(t), to |y| = f V' (t) t)2dt.

F(2)] < M < o0 to

L f(C)dC‘ < M|

Przyktad. Niech zp € C,r > 0. Droge v(t) = zo+7rexp(it), 0 <t < 2,
nazywamy dodatnio zorientowanym okregiem o srodku zp i promieniu
r. Bedziemy ta droge oznaczaé¢ symbolem O(zg, 7). Ponadto

d
]{ © _omi.
O(zo,r) Z— 20

Twierdzenie 6.5 Niech v bedzie drogg zamknietq. Przyjmigmy

Ind,(
" 2mj£§

dla z ¢ v*. (Ind,(2) nazywamy indeksem z wzgledem +.)

Wtedy Ind,(z) jest funkcjg o wartosciach catkowitych na C\ v,
statg na kazdej sktadowej zbioru C \ v*, i rdwng zero na sktadowej
nieograniczonej zbioru C\ ~*.

Wartosé Ind.(z) jest rowna ilosci nawinieé v wokot z w dodatnim
kierunku.

Twierdzenie 6.6 (Lokalne Twierdzenie Cauchy’ego) Zalizimy, ze
F e HU) oraz f = F' jest funkcjg ciggleg w U. Wiedy

/ F(O)de = F(y(b)) — F(1(a))

dla dowolnej drogi v : [a,b] — U. Wiec

j{ Q) de =

dla dowolnej drogi zamknietej v zawarte; w U.
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Whniosek 6.7 Jezeli n # —1 jest liczbg calkowitq, zas ~ takg drogg
zamknietq Ze zg € v*, to

f{ (2 — 20)"dz = 0.

dz
Z — 20

Whniosek 6.8

= 2mi - Ind, (29).
-

7 Twierdzenie Cauchy’ego

Definicja. Zalézmy, ze () jest zwartym podzbiorem plaszczyzny C
ograniczonym przez skonczona rodzine roztacznych drég Jordana.
Symbolem 02 bedziemy oznaczaé zorientowany brzeg zbioru §2.

Twierdzenie 7.1 (Tw. Cauchego dla tréjkata) Zalizimy, ze
(a) A jest trajkgtem domknietym zawartym w otwartym zbiorze U,
(b) peU,

(c) [ jest cigglg w U, f € H(U\ {p}).

Witedy
]f F(O)dC = 0.
0A

Uwaga. Jezeli f € H(U), to tym bardzej f € H(U \ {p}) oraz f
jest ciagla na U, wiec zalozenia powyzszego twierdzenia sa wtedy
spelnione.
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Twierdzenie 7.2 (Tw. Cauchy’ego dla wieloboku) Jezeli (2 jest
zwartym wielobokiem ograniczonym przez skonczong rodzine drog Jor-
dana, zawartym w zbiorze otwartym U, oraz f € H(U\{p}) jest ciggta
na U, to

f(€)d¢ =0.
o0
W szczegolnosci twierdzenie jest spetnione jezeli f € H(U).

Definicja. Zbiér spojny otwarty U nazywamy jednospdjnym, jezeli
dla kazdej tamanej zamknietej zawartej w U zbior ograniczony przez
te tamana jest zawarty w U.

Twierdzenie 7.3 (Twierdzenie Jordana) Zbior otwarty ograni-
czony przez droge Jordana jest jednospoiny.

Twierdzenie 7.4 Kazdy wypukty zbior otwarty jest jednospojny.

Twierdzenie 7.5 Zatozmy, ze U jest zbiorem jednospojnym. Jezeli
Y1, Yo S@ tamanymi majacymi wspolny poczgtek i wspolny koniec, oraz
fe HU\{p}) jest ciggta na U, to

f(Qd¢ = | f(¢)d¢.

72

Lemat 7.6 Niech [ bedzie funkcjg ciggla na zbiorze otwartym U.
Wezmy zy € U oraz kolo D(29,7) C U. Dla z € D(zy,7) niech [z, 2]
bedzie zorientowanym odcinkiem od zy do z, oraz niech

G(z) = ere

[ZOaZ]

Wiedy G'(z0) = f(20)-
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Twierdzenie 7.7 (Tw. o istnieniu funkcji pierwotnej) Zaléimy,
Ze U jest zbiorem jednospdjnym, f € H(U \ {p}) jest ciggta na U.
Wowczas istnieje F € H(U) taka, Ze F' = f.

Twierdzenie 7.8 (Tw. Cauchy’ego dla zbioru jednospdjnego)
Jezeli U jest zbiorem jednospdjnym, f € H(U \ {p}) jest ciggla na U
oraz vy jest drogg zamknietg w U, to

ﬁf<<>d< 0.

Jezeli v1,7v2 sq drogami w U majgcymt wspolny poczgtek i wspolny
koniec, to
() d¢ = f(¢)d¢ .
B! Y2
Twierdzenie 7.9 (Twierdzenie Cauchy’ego) Zaléimy, Ze S jest
zbtorem zwartym, ograniczonym przez skonczong rodzine roztgcznych

drég Jordana.
Zalozmy, ze f € H(Q). Wtedy

f(Q)d¢ = 0.
o9

Whniosek 7.10 Niech v1,7v2 bedg takimi roztgcznyma, dodatnio
zorientowanymi drogami Jordana, Ze jedna z nich lezy wewngtrz drugiej.

Niech Q) bedzie zbiorem zwartym ograniczonym przez te krzywe.
Jezeli f € H(QY), to

f(Q)d¢ = ¢ f(¢)dC.

Y2
Twierdzenie 7.11 (Wzér Cauchy’ego dla zbioru jednospdjnego)
Zatozmy, ze v jest drogg zamknietqg w otwartym zbiorze jednospojnym
U, oraz f € HU).
Jezeli z € U oraz z & v, to

f(2) - Tnd,(2) = o 74

o

f(¢)
(—=z
Whniosek 7.12 Jezeli v jest dodatnio zorientowang drogg Jordana w
zbiorze jednospojnym U oraz f € H(U), to wtedy

dc.

1 j{ (<) dc = { f(z) , jezeli z lezy wewngtrz v
g

21 J, C— 2 0 , jezeli z lezy na zewngtrz «y
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Whniosek 7.13 Wartosci funkcji f(z) wewngtrz krzywej v sq jednoz-
nacznie wyznaczone przez wartosci na y*.

Whniosek 7.14 Zatozmy, ze vy jest drogg zamknietg w otwartym zbiorze
jednospojnym U, oraz f € H(U).
Jezeli z € U oraz z & v*, to

f(n)(z) +Ind, (2) = i % (¢ i(j))nﬂdg'

o

Przyktad.

COS 2
4z = —2nmi.
%Y(Z _7_‘_/2)2 Z 1

8 Rozwijalnos¢ funkcji w szereg potegowy

Definicja. Funkcja f : U — C jest rozwijalna w szereg potegowy w
U, jezeli kazdemu kotu D(z,r) C U mozemy przyporzadkowaé szereg
potegowy postaci Yo ¢;(z—20)” ktdry jest zbiezny do f(z) dla kazdego
z € D(zp,7).

Fakt 8.1 Funkcja rozwijalna w szereg potegowy jest holomorficzna na
U, oraz f', f"...., f® ... sq holomorficzne na U.

Twierdzenie 8.2 Zatozimy,ze W C C jest zbiorem otwartym, =y :
la,b] — C jest drogg, v* N W = 0, oraz f jest funkcjg cigglte na

~v*. Wtedy funkcja £0
_ ¢
o) = | Fe

jest rozwijalna w szereg potegowy w W.
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Twierdzenie 8.3 Jezelt U C C jest zbiorem otwartym oraz f €
H(U), to f jest rozwijalna w szereg potegowy w U .
Jezeli D(z, R) C U to f(2) = 372 ¢j(z — 2)’ dla 2z € D(2, R),

gdzie
1 f(Q) dg

= 2m O(zo,7) W,

dla dowolnego 0 < r < R.

Whiosek 8.4 Jezeli f € H(U), to f,f",...,f*, ... sq funkcjami
holomorficznymi na U.

Whniosek 8.5 Jezeli f € H(U \ {p}) jest ciggta na U, to f € H(U).

Twierdzenie 8.6 (Tw. Morery) Zatozmy, ze f jest takq ciggle funkcjg
zespolong na U, Zze

f(Q)d¢ =0
0A

dla kazdego trdjkgeta A C U.
Wtedy f € H(U).

Lemat 8.7 Jezeli szereg potegowy f(z) = Zjoim ¢j(z—z0)) ma promien
zbieznosci R, to szereg

0
Z cj(z — z)’
j=m
tez ma promien zbieznosci R, oraz f(z) = (2 — 20)"g(2).

Twierdzenie 8.8 Jezeli f € H(U) oraz zy € U, to spelniony jest
doktadnie jeden z ponizszych warunkow

(a) f =0 w pewnym kole D(zy, 7).

(b) Istnieje liczba catkowita m = m(zy) > 0 oraz funkcja holomor-
ficzna g € H(U), takie Ze

f(z)=(2—20)"g(z) dlazeU
oraz g(zy) # 0.

Definicja. Liczbe m(zy) nazywamy krotnoscig (lub rzedem) funkcji
f(2) w punkcie z.
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o Jezeli f =0 w D(zo,7), to m(z) = oc.

o Jezeli f(29) # 0, to m(zp) = 0.

o m(z) =min{k | f¥)(z) # 0}.
Whniosek 8.9 m(z) < o0 <

dr>0 VzeD(z,r) [f(z)#0.

9 Zera funkcji analitycznych

Definicja. Zbiér A C R" jest niespdjny, jezeli mozna go przedstawic
w postaci sumy niepustych rozlacznych zbiorow A = A; U A, takich,
ze AlﬂAQZ(DOI'aZ AlﬂAQZ(D.

Przyktad. A = (0,1) U (1,2) jest niespdjny.

Definicja. A C R" jest spdjny, jezeli nie jest niespdjny.

Fakt 9.1 Zbior otwarty U C R" jest spojny < kazde dwa punkty w
U mozna polgczyé tamang zawartg w U.

Fakt 9.2 Jezeli() # A jest spdjny oraz mozna go przedstawié¢ w postaci
sumy A = Ay U Ay takich zbiordw roztgcznych, ze Ay N Ay = () oraz
AlﬁAQZ(Z), tOAlz(b b@déAQI@

Definicja. Punkt p jest punktem skupienia zbioru A, jezeli D'(p,r) N
A # () dla kazdego r > 0, lub réwnowaznie jezeli istnieje ciag (a,) C
A\ {p} taki, ze p = lim a,,.

Twierdzenie 9.3 Zaloimy, ze U C C jest zbiorem otwartym spojnym,
oraz f € H(U). Niech Z = f~10) = {z € U | f(2) = 0}. Wtedy
spetniony jest doktadnie jeden z ponizszych warunkow

(a) Z=U,

(b) Z jest zbiorem domknietym w U, nie posiadajgcym punktow skupi-
enta nalezgcych do U, co najwyzej przeliczalnym.

Przyktad. U = C\ {0}, f(z) = sin(1/z). Wtedy wprawdzie 0 jest
punktem skupienia zbioru Z, ale 0 € U!
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Twierdzenie 9.4 Jezelt U jest otwartym zbiorem spojnym, f,q €
H(U) oraz istnieje zbior A C U posiadajgcy punkt skupienia w U
taki, z2e ¥V a € A f(a) = g(a), to

VzelU f(z)=g(2).

10 ... i pozostale wnioski

Twierdzenie 10.1 (Nieréwnosé¢é Cauchy’ego) Jezeli f(z) =
Z;io cj(z — 20)? dla z € D(z, R) oraz
IM VzeDx,R) [f(2)| <M to

M
|cj|§§ j=0,1,....

Twierdzenie 10.2 (Zasada Maksimum) Zaldimy, Ze U jest zbiorem
otwartym spéjnym, f € H(U), oraz D(zy,7) C U. Wtedy

£ (z0)| < x| (20 + e,

przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f jest stata na
U.

Whiosek 10.3 Jezeli |f(2)| < M dla z € D(z, R) to

M

/o)l = leal < 5

(poniewaz c; = fU)(2)/j!).
Definicja. Kazda funkcje f € H(C) nazywamy funkcjg catkowitg.

Twierdzenie 10.4 (Tw. Liouville’a) Funkcja catkowita ograniczona
jest stata.

Twierdzenie 10.5 (Podstawowe Twierdzenie Algebry) Kazdy wielo-
mian P(z) = ap + a1z + -+ - + a,2" réZny od stalej ma przynajmniej
jeden pierwiastek.
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11 Szeregi Laurenta

oo

Definicja. Jezeli szeregi 377 cj(z — 20)! oraz 332 ¢ j(2 — 2) 7 sa
dla pewnego z zbiezne odpowiednio do ¢(z) oraz ¥ (z), to ich sume
©(2) + 1(2) oznaczamy symbolem

(0. ¢]
(» — » )]
§ , ¢j(z = 20)
j=—o00
i nazywamy szeregiem Laurenta w srodku zg zbieznym w punkcie z.
o o 00 ; .. .
Definicja. Szereg > j=—00 ¢j(z—20)’ nazywamy rozbieznym w punkcie

2z, jezeli przynajmniej jeden z szeregéw Z;'io cj(z — z) lub
> o1 ¢j(z = 20)7 jest rozbiezny w z.

Oznaczmy
1

R = :
lim sup /|c¢;|

r = limsup {/|c_;|.

Twierdzenie 11.1 Jezeli r < R, to szereq Laurenta jest bezwzglednie
zbiezny w kazdym punkcie pierscienia kotowego

P(zo;m,R) ={2€C | r <|z— 2| < R},

i rozbiezny w kazdym punkcie z € P(zp;r, R).
Funkeja f(z) =372 ci(z — 20) € H(P(z0;7, R)).

Twierdzenie 11.2 Jezeli f € H(U) oraz P(zy;r, R) C U dla pewnych
r < R, to istnieje szereg Laurenta taki, ze

f(z) = Z cj(z — =)’ dla z € P(z;m, R).
j=—00
Ponadto
o F(¢) ¢

s 211 O(z0,s) (C - ZO)j—H’
gdzie promien s jest dowolng liczbg r < s < R. (Wiec szereg Laurenta

jest jednoznacznie wyznaczony, oraz wspotczynniki c; nie zalezg od
wyboru promienia s.)
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Przyktad. Niech f(z2) = 1/(1+ 2?). Wtedy

fle)=1—-22+2" =20+ gdy |2| <1,

1 1 1

f(Z)Zﬁ—?—f—E—"' gdy ‘Z‘>1

12 Punkty osobliwe

Definicja. Niech f € H(U), i niech 2, € C.
o Jezeli zy € U, to zy nazywamy punktem regularnym funkcji f(z).

o Jezeli zg & U oraz D'(zy,r) C U dla pewnego r > 0, to zy nazy-
wamy punktem osobliwym odosobnionym funkcji f(z). Wtedy

f(z) = Z cj(z —2) dla z € D'(z,7).

* Szereg ) ° cj(z—29)7 jest zbiezny w D(zq, ), i nosi nazwe czesci
reqularnej funkcji f(z) w punkcie z.

e Szereg Zjoil c_j(z—29) 77 jest jest zbiezny dla z # 20, 1 nosi nazwe
czesci osobliwej funkcji f(z) w punkcie z.
Przyktad. f = cos(z) +sin(1/z), zy=m lub 2y = 0.

o Jezelic 1 = c 9 = --- = 0 to méwimy, ze zy jest punktem po-
zornie osobliwym, lub ze f(z) ma w zy 0sobliwo$¢ usuwalng.

Przyklad. Funkcja sin(z)/z, ktéra jest holomorficzna na C \ {0}, ma
w 29 = 0 osobliwos¢ usuwalna.

o Jezelic ,, #0oraz c_,, 1 = Cc_pyo = --- = 0, to 2y nazywamy
biequnem m—krotnym lub biequnem rzedu m.

e Jezeli cze$¢ osobliwa zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw, to zg
nazywamy punktem istotnie osobliwym funkcji f(z).

Przyktad.

_cosz 1 1 145 1,

M= =gty g =
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ma 2-krotny biegun w zp = 0.
1 1 1 1
f(z) =sin—=-—

z oz 3!z3+5!z5_”'

ma punkt istotnie osobliwy w 2y = 0.

Twierdzenie 12.1 (Tw. Riemanna) Jezeli f € H(U), D'(zy,r) C
U oraz |f(2)| jest ograniczona na D'(zy, 1), to

(a) V =UU{z} jest otwarty,
(b) istnieje g € H(V) taka, Ze
f(z)=g(z) dla z € U.

Whiosek 12.2 Poniewaz g(z) = Y 2, cj(z — 20)' 7 oraz f(z) = g(2)
dla z € D'(29,7), wiec f ma 0sobliwosé usuwalng w 2.

Fakt 12.3 Zatoimy, ze f,g € H(U) oraz zy € U. Oznaczmy:
k — krotnosé f(z) w z
¢ — krotnosé g(z) w z
Tloczyn f(z) - g(2) ma krotnosé (k+£) w z.

Jezeli k >0 to h(z) = f(2)/g(z) ma punkt pozornie osobliwy w z.
Jezeli k < 0 to h(z) = f(2)/g(2) ma biegun (¢ — k)-krotny w 2.

13 Residua

Niech f € H(U). Zalézmy, ze D'(zy,7) C U oraz f(z) =

Z;’;_OO cj(z — z9)? jest rozwinigciem f w szereg Laurenta dla z €
D'(z, 7).

Definicja. Wspoélczynnik ¢ ; nazywamy residuum funkcji f(z) w
punkcie 2y, i oznaczamy go symbolem

res, (f) = c_1.

Fakt 13.1 Residuum mozna wyrazi¢ za pomocq catki

1
res,,(f) = 5 }é(go,s) f(2)dz,

gdzie 0 < s <.
Jezeli zy jest punktem reqularnym lub punktem pozornie osobliwym,
to res,, (f) = 0.



Funkcje Analityczne I — Notatki do wykladu, Instytut Matematyki UG 19

Fakt 13.2 Jezeli zy jest biegunem 1-krotnym funkcji f(z), to
res,, (f) = lim (z — z0) f(2).

Z—20

Fakt 13.3 Jezeli f,g € H(U), 2o € U oraz g(29) =0, ¢'(20) # 0, to
o (1) - L2
= (5) = vy

Fakt 13.4 Jezeli f(z) posiada biegun krotnosci 1 w zy oraz g(zy) # 0,
to

res., (£(2)9(2)) = resa, (f) - 9(z0).

Twierdzenie 13.5 (Tw. o Residuach) Zaléimy, zZe S jest zbiorem
zwartym ograniczonym przez skonczong rodzine roztacznych drég Jor-

dana. Zatozimy, Ze punkty z1, ..., z, leZg wewngtrz Q oraz funkcja f(2)
jest holomorficzna na Q\ {z1,...,2,}.
Wiedy
p
f(2)dz = 2mi Z res, (f).
o9 n—1
Przyktad.

d

FEBIE _ori - en)
5 sinz

Fakt 13.6 Zaltozmy, zZe funkcja f ma w punkcie zy biequn co najwyzej

k krotny, k > 1. Wtedy

! lim [(2 — 20)" f(2)] =0

reSZO(f) - m z—20
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14 Zastosowania residuow
Calki typu J = fozw R(cost,sint)dt

R(z,y) jest funkcja wymierna zdefiniowana na okregu z? + y? = 1.
WeZzmy standardowa parametryzacje jednostkowego okregu O(0, 1):

z = z(t) = exp(it) = cost +isint, 0<t<2rw

1 ) .
— = exp(—it) = cost — isint
z
+1 z—1
cost = £ sint=—=
21

(1) =i 2(t)

27 1 1
1 +1 -1
J:/ R(cost,sint)dt:% —R (Z Z,Z Z) dz
0 0(0,1) 12 2 21

Calke te nalezy policzy¢ korzystajac z Twierdzenia o Residuach.

Przyktad.

cost—2: 3

/27r dt 213
J =
0

Calki typu J = [~ R(t)dt

Zaktadamy, ze

— R(z) jest funkcja wymierna,

— R(z) nie ma biegunéw na osi rzeczywistej,

- 1im|z|_>oo ZR(Z) =0

~ 21,..., % sa biegunami R(z) w gérnej pdlplaszczyznie.

Wtedy
00 p
/ R(t)dt = 273 " res., (R).

o0 n=1

°dt T
J = = —,
/_oot4+4 4

Przyktad.
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Twierdzenie 14.1 Niech P(2),Q(z) bedg dwoma wielomianami, przy
czym deg P < deg@ oraz Q(z) # 0 dla z € Z. Jezeli z1,...,2s Sq
zerami wielomianu @), to

' g Plk) _ —T res, | ctg(mz P(z)
> Gm T T2 Zm(tg( ) @(z))’

m=1

k=—n m=

15 Ciagi i szeregi funkcji holomorficznych

Definicja. Ciag funkcji f; okreslonych na otwartym zbiorze U jest
niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f, gdy

V zbioru zwartego K C U, Ve >0
dN VzeK Vji>N |fi(z)—f(2)] <e

Whniosek 15.1 Cligg funkcji f; jest niemal jednostajnie zbiezny do f
wtedy 1t tylko wtedy, gdy f; jest jednostajnie zbieiny do f na kazdym
zbiorze zwartym K C U.

Twierdzenie 15.2 (Tw. Weierstrassa) Zatoimy, ze f; € H(U) oraz
fi — f niemal jednostajnie.
Wtedy f € H(U), oraz f; — f" niemal jednostajnie.

Whiosek 15.3 Jezeli f; € H(U) oraz f; — f niemal jednostajnie, to
dla kazdego n > 1, f;n) — £ niemal jednostajnie.

Definicja Szereg Y 1" f; jest niemal jednostajnie zbiezny, jezeli istnieje
funkcja s okreslona na U taka, ze ciag s, = fi1 + -+ + f, jest niemal

jednostajnie zbiezny do s.
Piszemy wtedy

S = Zf]
j=1

Twierdzenie 15.4 Zaloimy, ze f; € H(U), oraz dla kazdego zbioru
zwartego K C U istnieje ciqg liczb rzeczywistych by > 0 takr, ze

(1) sup.ex | £i(2)] < bj,



(2) ZTO bj < Q.

Wtedy

(a) szereg s =Y 1 f; jest niemal jednostajnie zbieiny na U,
(b) s € H(U),

(¢) dla kazdegon > 1, s =37 f;n).

Przyktad.

jest funkcja holomorficzna na C\ {1,2,3,...}.
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