1. Przedstawi¢ nastepujace liczby zespolone w postaci a + bi

(a,beR): ;
(1 + i\/§)5 , (H) .
2. Poda¢ geometryczng interpretacje nastepujacych zbioréw:
{ze C: |z—z|=|z- 2|}, z1 # 2,
{ze C : 0<re(iz) < 1},

Z+1
+ <1},

{ze C: 'Z
{ze C:z=2%}.
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3. Udowodnié:
2z = |z,

2+ 2| = [|2| - |Z']| 2 |2| - |Z] .



Na wyktadzie zdefiniowano szeregi potegowe €7, sin z, cos z wzorami:

oo zn
Z — —_
e =exp(2) =) =
n=0
_ Z2 z* z8
COSZ = —E—'—I_g—'_’
Lz z3 z° z’
M TR TR T T
Ponadto udowodniono tam, ze €2 = cosz + isinz .
Wida¢, ze cos(—z) =cosz , sin(—z) = —sinz.

4. Obliczy¢ promien zbieznosci szeregu cos z.
5. Udowodni¢ pierwszg z tozsamosci:
eiz 4 efiz eiz _ efiz

coszZ= —— sinz = -
2 ’ 2i



6. Prosze znalez¢ wszystkie takie z € C, ze cos z = 0.
7. Obliczy€ log(—1 + /).
8. Rozwigzaé réwnanie 2! = /3 + i.

9. Obliczy¢ v/3 — 5i.



10. Obliczy¢ promien zbieznosci szeregu

(a) > nz®,
n=0

() 3T
n=0

11. Dla z = x + iy znalez¢ takie funkcje u(x, y), v(x, y) o wartosciach
rzeczywistych, ze

cos z = cos(x + iy) = u(x,y) + iv(x, y).



12. Podac¢ interpretacje geometryczng przeksztatcen C — C
(a,beC,a+#0).

(a) f(z)=b,9(z)=az ,h(z)=az+b,
(b) f(2)=2°, g(z) = az’,



13. Pokazag, ze funkcja f(z) = |z|?, z € C, ma pochodna zespolong
tylkow z =0.

14. Pokazaé, ze iloraz r6znicowy % z funkgiji
fxtipy = LAY g iyecho
X2 +y4 ’ )
f(0) =0,

dazy do okreslonej granicy, gdy z — 0 po dowolnej prostej. Pokazaé,
ze funkcja ta nie ma pochodnej w punkcie 0.



15. Sprawdzi¢, czy funkcja f : C — C jest holomorficzna:
a) f(x + iy) = (x? — y?) + 2ixy,

b) f(x +iy) = dla x 4 iy # 0,

X* j—
X2+y2 x2+y2

z,

c) f(2)
d) f(z) = Re(z2),
e) f(z) = 12 dla z # 0, f(0) = 1.



16. Wykazac, ze funkcja holomorficzna f : C — R (o wartosciach
rzeczywistych) jest funkcjq stata.

17. Pokaza¢, ze jezeli f = u + iv jest funkcjg holomorficzng oraz

f'(zo) # 0, gdzie zy = Xo + iyp, to wyznacznik jakobianu

u,v)
(x,¥)

18. Pokazag, ze jezeli f = u + iv jest funkcjg holomorficzng oraz u, v
sg klasy C?, to u, v sg funkcjami harmonicznymi, czyli

(XOJ/O) >0.

=

0?u  u
AU—W+87}/‘2—07
2 2

Ox?2 + dy?



19. Przy danej funkcji u(x, y) znalez¢ taka funkcje v(x, y), zeby
funkcja f(x + iy) = u(x,y) + iv(x, y) byta holomorficzna:

a) u(x,y) = xy,

b) u(x,y) = e’ cos x.

20. Obliczy¢ z definicji catke z funkgiji

a) f(x +iy) = x + iy?,

b) f(z) =z

wzdtuz drég Cy i Co, gdzie Cy jest odcinkiem tagczacym punkty zp =0
i zz =1+, a G, jest tamang taczacg kolejno punkty zp =0, zy = 1,
2o=1+ i.

21. Obliczy¢ catke po tuku paraboli y = x2 od z; = (—1,1) do
2 = (1,1) z funkcji f(2) = Im(2).



22 . Obliczy¢ catkg od zy = ido z = —i z funkcji f(z) = |z|
a) po odcinku prostoliniowym od z; do z,
b) po potokregu |z| = 1, Re(z) > 0.

23. Oblicz indeksy Ind,(z;), i=1,...,5, dlatakiej drogi v i punktow
Zj jak na rysunku



24. Oblicz catke
az

2 _
4 1

dla takiej drogi jak na rysunku. (Mozna roztozy¢ catkowang funkcje na
sume dwdch prostszych utamkéw.)

(=7




25. Oblicz catki wzdtuz takiej drogi v jak na rysunku
a) [, coszdz,

b) az

vz’

20




25. Oblicz catki wzdtuz takiej drogi v jak na rysunku
a) [, coszdz,

b) az

vz’

20




26. Pokazac, ze funkcja f(z) = % nie ma funkcji pierwotnej w zbiorze

C\ {0}.
27. Obliczy¢ catki z funkgji f(z) = 1, po:

a) tuku dodatnio skierowanego okregu o $rodku w 0 i promieniu
r > 0odkata ¢4 do kata ¢, gdzie ¢2 > ¢1;

b) odcinku na pofprostej wychodzacej z 0, nachylonej do dodatniej
pétosi rzeczywistej pod katem ¢, od punktu oddalonegood 0o ry ,
do punktu oddalonego od 00 r., gdzie r. > ry > 0.

28. Obliczy¢ catki z funkcji f(z) = 1 po drogach przedstawionych na
rysunku na nastepnej stronie



2

G
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‘AT,

v

(b)

()



29. Obliczy¢ catke fv zzdfr 7 Wzdtuz dodatnio zorientowanej zamknigtej

drogi ~ ktora jest brzegiem jednospéjnego zbioru otwartego:
a) zawierajgcego punkt 2/ i nie zawierajgcego punktu —2i;
b) zawierajacego punkt —2i i nie zawierajacego punktu 2i;
C) zawierajacego punkt 2/ oraz punkt —2j;

d) nie zawierajgcego punktu 2/ ani punktu —2j.



. Oblicz catki wzdtuz drogi + z funkgiji:

sinz
z

2241

2241




31. Obliczy¢ catke




32. Oblicz krotno$¢ m(zp) funkcji f(z) w punkcie zp = 0, gdy:

f) f(z) = (€% — cos z) - (cos z — 1)?



33. Koto D(1,1) o $rodku w punkcie zo = 1 oraz promieniu r = 1 jest
zwarte w dziedzinie funkgji f(z) = 1

z-

Korzystajgc ze wzoru na sume szeregu geometrycznego, z tego, ze
D(1,1)={z e C : |z— 1] < 1}, oraz wykorzystujac wzor

1 1

R EACES)
prosze przedstawic¢ funkcje 1; w tym Kkole w postaci szeregu

potegowego
> g(z—1y
Jj=0



34. Pierscien P(1;1,00) o Srodku w punkcie zy = 1 oraz promieniach
r=1, R = o jest zwarty w dziedzinie funkcji f(z) = 1.

z

Korzystajgc ze wzoru na sume szeregu geometrycznego, z tego, ze
P(1;1,00)={zeC : |z—1|>1}={zeC : ’21_1‘ <1},
oraz wykorzystujac wzor
1 1 =

- 1
z (z—=1)+1 1+ 75
prosze przedstawic funkcje 1 w tym pierécieniu w postaci szeregu
Laurenta

o0

> glz-1).

j=—o0



35. Okresli¢ typ punktu osobliwego z = 0 dla funkgciji:

(@) S22, (b)exp(L),  (c) *®E=T (d) ZSsinl.

z2 Z

36. Wskaza¢ punkty osobliwe podanych funkcji i okresli¢ ich typ:

(a) (Z—}W’ (b) exp(ﬁ),

cosz>2

2, _
() cg'z= (sinz

37. Oblicz residua:

(a) resoctgz, (b) reso zsin(1),

(c) res 1
(24



38. Oblicz catki

eZ
(a) ﬁcoszdz’ (b) ]{ctgzda

—2v <%




39. Niech P(z), Q(z) beda takimi niezerowymi wielomianami, ze

2 + stopien P(z) < stopien Q(z) ,

P(Z . Udowodni¢, ze

oraz dana jest funkcja wymierna R(z) =

(a) lim zR(z) = 0.

|z| =00

Jezeli wielomian Q(z) nie ma pierwiastkéw bedacych liczbami
catkowitymi, to szeregi

> P(k) = P(—k)
5 i ok

sg bezwzglednie zbiezne, oraz

n—oo

= P(K) X P(K) N P(—k) = P(k)
@ Jm > qr ~2am T 2arK 2= ak)’

k=0



40. Oblicz catki uzywajgc twierdzenia o residuach:

(a) /Zﬂdt
o 2cost+3’

o0 t2
(b) /_OC (2 +1)(t2 +4)

o 1
@ [ w

dt,



41. Oblicz sumy szeregéw uzywajac Twierdzenie 14.1 oraz wnioski z
Zadania 39:

@ > e Lae v
0 > @t Xert
k=—o00 k=1

0o _1k 00 _1k
(c) k; 4(k2—)1’ ;4(/(2)1



