Analiza Funkcjonalna II

Notatki do wyktadu

1 Podstawowe twierdzenia

X,Y — przestrzenie unormowane,

D(A) C X — podprzestrzen bedaca dziedzinag liniowego operatora A o
wartosciach w Y.

R(A) = A(D(A)) CY - podprzestrzen bedaca obrazem A .

Definicja. A jest ograniczony, gdy
1C >0 |Az| <Clz|, € D(A).
Twierdzenie 1.1 A jest ograniczony wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest
ciggty.
Definicja. || A ||= SUD,eD(A), |2 <1 | Az|.

Definicja. B(X,Y) — zbiér operatoréw ograniczonych, takich ze
D(A) = X.
Twierdzenie 1.2 Jezeli Y jest przestrzenig Banacha, to B(X,Y') jest

przestrzeniqg Banacha.

Whniosek 1.3 X* = B(X,R), lub X* = B(X,C), jest przestrzenig
Banacha.

Fakt 1.4 || Ao B||<| A -|| B .

Twierdzenie 1.5 (Banacha -Steinhausa) Jezeli X — przestrzen Ba-
nacha, Y — przestrzen unormowana, oraz A, € B(X,Y), to cigg
| A, || jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego v € X
cigg |Anz| jest ograniczony.

Twierdzenie 1.6 Jezeli (A,) jest ciggiem operatorow liniowych ogranic-

zonych odwzorowujgcych przestrzen Banacha X w przestrzen unor-
mowang Y , oraz cigg (Anx) jest zbieiny dla kaidego z € X | to
operator A zdefintowany réownoscig

Ax = lim A,z

n—oo

jest operatorem lintowym ograniczonym.
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Twierdzenie 1.7 (Tw. Banacha o operatorze odwrotnym) JeZeli
A jgest operatorem liniowym ograniczonym odwzorowujgcym wzajem-
nie jednoznacznie przestrzen Banacha X na przestrzen Banacha Y

to operator odwrotny A~' tez jest ograniczony.

Liniowy izomorfizm pomiedzy dwiema przestrzeniami Banacha jest
wiec homeomorfizmem, w szczegdlnosci przeksztalca zbiory otwarte
na zbiory otwarte. Mozna uogdélni¢ to twierdzenie, i udowodnic:

Twierdzenie 1.8 (Tw. o przeksztalceniu otwartym) Jezeli A
jest operatorem lintowym ograniczonym odwzorowujgcym przestrzen
Banacha X mna przestrzen Banacha Y , to A jest przeksztatceniem
otwartym, tzn. przeksztatca zbiory otwarte na zbiory otwarte.

Twierdzenie 1.9 (Tw. o domknietym wykresie) Jezeli A jest
takim operatorem lintowym odwzorowujgcym przestrzen Banacha X
w przestrzen Banacha Y , ze wykres A jest domknietym podzbiorem
tloczynu kartezjanskiego X XY | to A jest operatorem ograniczonym.

Twierdzenie 1.10 Zalozmy, ze X.,Y sq przestrzeniami Banacha,
A€ B(X,Y) jestroinowartosciowy. (Wtedy istnieje operator odwrotny
A7l R(A) — X.) Wtedy nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(1) A1 jest ograniczony,
(2)3y>0 YVeeX : |Az|> 7]z,
(3) Zbior wartosci R(A) operatora A jest domkniety w Y .

Twierdzenie 1.11 Zalozmy, zZe przestrzen lintowa X jest przestrzeniq
Banacha z dwiema normami |x|; , |z|2 , oraz |z, = 0 = |z,ls —
0. Wtedy |zp|2 >0 = |z,)1 = 0, i na odwrdt. Wiec obie normy
Sq rownowazne.

Twierdzenie 1.12 Zalozmy, ze X - przestrzen unormowana, Y
— przestrzen Banacha, Ay : D(Ag) =Y ograniczony, D(Ap) C X.
Jezeli D(Ag) = X to istnieje A€ B(X,Y ) taki, Ze

(Z) Ve D(A()) Ax = Aol’,
(i) [ A ll=I[ Ao |-

Czyli operator Ag daje sie rozszerzyé na catqg przestrzen X 2z za-
chowaniem normy.



Twierdzenie 1.13 (Tw. Hahna—Banacha) Niech X bedzie przestrzenig
unormowang. Dla kazdego funkcjonatu lintowego ograniczonego fy

o dziedzinie D(fy) C X istnieje funkcjonat liniowy ograniczony na

catej przestrzent X 1 taki, ze:

(i) f(z) = fo(z) dla kazdego x € D(fy),
(i) Lf1l = [l foll

Fakt 1.14 Jezeli przestrzenn X jest unormowana, 0 # xg € X, to
istnieje taki f € X* | ze

f(@o) = |zl [fll =1,

Whniosek 1.15 Jezeli X jest unormowana, xo € X taki, Ze
VieX* : f(z)=0,

to xog=0

Whniosek 1.16 XY — niezerowe przestrzenie unormowane. Wtedy

B(X,Y) # {0}.

2 Przestrzenie Hilberta

Definicja. Zespolona przestrzen liniowa H jest unitarna, jezeli kazde]
parze x,y € H mozna przyporzadkowaé iloczyn skalarny (z,y) € C, o
nastepujacych wilasnosciach

o (y.x) = (z,y)

o (x+y,2)=(z,2) +(y,2)
o (az,y) =a(r,y) acC
o (z,z) >

o (z,2)=0 & z=0

Whiosek 2.1 (0,y) = 0.

Whniosek 2.2 y € H, to H > x +— (x,y) € C jest C—liniowe.

Whniosek 2.3 (z,ay) =a(zx,y).



Definicja. Dlax € H, definiujemy jego norme |z| = \/(z, x). Oczywiscie
|z* = (z, ).

Twierdzenie 2.4 (Nieréwno$é Schwarza) |(z,y)| < |z| - |y|.
Cwiczenia. H 7 norma |z| jest przestrzenia unormowana.
Definicja. Jezeli H jest zupela, to nazywamy ja przestrzeniqg Hilberta.
Cwiczenie. y € H, to

e (x,y), z+— (y,x), x|z
sa funkcjami ciagtymi.

Definicja. Zbiér E C H jest wypukty, jezeli dla kazdej pary x,y € E
oraz dla kazdej liczby 0 <t <1

(1—-the+tyeF
Cwiczenie. Jezeli E jest wypukly oraz z € H, to
E+xz={y+z|yeFE}

jest zbiorem wypuktym.

Definicja.
e x jest ortogonalny do y, jezeli (z,y) = 0. Oznaczamy x L y
et ={yeH|yluz}
o M C H. Wtedy
M+={ycH|VoreM z1y}

Fakt 2.5 -, M* sq podprzestrzeniami liniowymi. Ponadto

M+ = ﬂ rt.

zeM
Cwiczenie. Prawo rownolegtoboku.:
o+ yP + |z =y = 202 + 2y
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Twierdzenie 2.6 Kazdy niepusty, domkniety 1 wypukty podzbior E
przestrzeni Hilberta H zawiera doktadnie jeden element o naymniejszej
normie.

Twierdzenie 2.7 Niech M bedzie domknietq podprzestrzeniq w przestrzeni
Hilberta H. Wtedy

3! P:H-M, Q: H->M*

odwzorowania lintowe, takie zZe
Vo r = Px+ Q.

Ponadto,
(1) jezelix € M, to Pr =x,Qx =0
(2) jezelix € M+, to Px =0,Qx = x
(3) |v — Px| = inf{|z —y[ | y € M}
(4) |z = |Pxf® +|Qz[*, wige | P |< 1 oraz || Q [< 1.

Definicja. Niepusty podzbior A unitarnej podprzestrzeni H nazy-
wamy uktadem ortogonalnym, gdy 0 ¢ A oraz

Ve,ye A x#y = o Ly

Jezeli ponadto |x| = 1 dla kazdego = € A, to mowimy o ukladzie
ortonormalnym.

Prayktad. W L?*(—m, m) uktad:

e 1,cost,sint, cos2t,sin 2t, cos 3t, ... jest ortogonalny,
o 1/\/2m, cost//m,sint/\/7,cos2t//m,sin2t/\/7,cos3t/\/T, ... jest
ortonormalny.

Twierdzenie 2.8 Jezeli A jest ukladem ortogonalnym w osrodkowej
przestrzeni unitarnej, to A jest co najwyzej przeliczalny.

Fakt 2.9 Jezeli xq,...,x, jest ukltadem ortogonalnym, to x1,...,x,
sq lintowo niezalezne.



Twierdzenie 2.10 (Schmidta o ortogonalizacji) Zatdzmy, ze (z,)5°

jest takim ciggiem, ze kazdy skonczony uktad x1,...,x. jest liniowo
niezalezny.

Wtedy istnieje doktadnie jedna macierz trojkgtna nieskonczona
a1l
21 a22

a3y az2 as33

taka, ze a,, > 0, oraz

Y1 = any

Yo = Q2171 + A22%2

Y3 = a31T1 + A32T2 + A33T3

tworzg uktad ortonormalny.

Fakt 2.11 Jezeli (x,)5° jest uktadem ortogonalnym orazx = >"7 ¢pan,
to c, = (x,2,)/|x]?.

Definicja. Niech (x,)7° bedzie uktadem ortogonalnym, oraz x € H.
Wtedy liczby ¢, = (z,2,)/|z,|* nazywamy wspdtczynnikami Fouriera
elementu x wzgledem uktadu (x,)5°.

Twierdzenie 2.12 (O wlasnosci minimum wspélczynnikéw Fouriera)

Niech x € H. Zatozmy, ze x1, ..., x, tworzg uktad ortogonalny.
Funkcja
n
flay,...,a,) = |z — Zakxk|2
k=1
0sigga najmniejszq wartosé wtedy i tylko wtedy, gdy ay, . . ., a, $¢ wspotczyn-
nikamt Fouriera x wzgledem xq,...,x,. Przy tym

n n
inf |z — Y apzgl” = [2]* =Y |exlal.
A1,...,0n 1 1

Whiosek 2.13 Jezeli uktad (x,)3° jest ortogonalny, ¢y = (x,x1.)/|xk)?,
to

(1)
n n
o= eprnl = |z =) ferllanl,
1 1



(2)
o0 o
r=Y arp & |of =) |exllzl’
1 1

Whniosek 2.14 (Nieré6wnos¢ Bessela) Jezeli (x1)(° jest uktadem or-
togonalnym oraz (c)° s¢ wspdtczynnikami Fouriera dla elementu x to

oo

D lenlPlanf® < Jaf.

k=1

Whniosek 2.15 Jezeli (xy)° jest ukladem ortonormalnym, to

0
Sl < Jaf?
k=1

Twierdzenie 2.16 (Riesza—Fischera) Jezeli ()}° jest uktadem or-
togonalnym w przestrzeni Hilberta H oraz

e.¢]

> lePlal < oo,

1

to istnieje v € H, taki ze ¢y = (z,xy) /||, © = D0 cpy oraz

o

o> =) fenl*laxf.

1

Definicja. Uktad (z1)7° elementéw osrodkowej przestrzeni Hilbera H
nazywamy

o zupetnym, gdy warunek V k (z,x;) = 0 pociaga = = 0,

o zamknietym, gdy
n
VereH Elyn:Za/mxk
k=1

taki, ze |y, — x|—0, czyli y,—x.

Twierdzenie 2.17 Niech (x1)7° bedzie uktadem ortogonalnym w osrodkowej
przestrzeni Hilberta H. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) jezeli ey = (z,zy)/|xx|? to |x — > 7 crwk|—=0 gdy n—oo, cayli x =
D7 ChTy,



(2) uktad (z1) jest zupelny,
(3) uktad (x1) jest zamkniety,

(4) dla kazdego v € H zachodzi identycznosé Parsevala

o0
> ferllal® = [,
1

(5) dla kazdej pary x,y € H zachodzi nogdlniona identycznosé Par-

sevala
O

Z de_klxklz = (% y))

1
gdzie ¢ sg wspotczynnikami Fouriera dla x, zas dy dla y.

Twierdzenie 2.18 Niech (x1)° bedzie takim ciggiem w osrodkowej
przestrzeni Hilberta, ze kazdy skonczony uktad xq, ..., x, jest lintowo
niezalezny. Niech (yr)Y° bedzie uktadem ortonormalnym uzyskanym w
procesie Schmaidta.

Uktad (xy) jest zamkniety wtedy i tylko wtedy, gdy (yi) jest zamkniety.

Twierdzenie 2.19 W kazdej osrodkowej przestrzeni Hilberta istnieje
przeliczalny uktad ortonormalny zupetny.

Cwiczenie. H — osrodkowa przestrzeni Hilberta, to H ~ (2.

Cwiczenie. Jezeli (x) jest zupelnym uktadem ortonormalnym oraz

N

00
r = E CLT) + E CrXf,
1

N+1

to sktadniki sumy sa wzajemnie prostopadte.
Ponadto | Y7 epax| < |z| oraz | > N Cewr| <zl
3 Kryteria zwartosci

Definicja. Zbior Z jest warunkowo zwarty w przestrzeni metrycznej
X jezeli

V(z,)?CZ JoeX 3¢:N /AN z=limzyp,.



e 7 jest warunkowo zwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy Z jest
zwarty.

e 7/biér warunkowo zwarty w X jest ograniczony.

Twierdzenie 3.1 (Bolzano—Weierstrassa) Jezeli X jest skonczenie
wymiarowq przestrzenig unormowang, to Z jest warunkowo zwarty w
X & 7 jest ograniczony.

Lemat 3.2 (Lemat Riesza) Niech X bedzie domknietq wlasciwg pod-
przestrzeniq lintowg unormowanej przestrzeni X
Wiedy

Ve>0 dJyeX |y=1 orazVeeXy, ly—z[>1—c¢

Fakt 3.3 W kazdej nieskoriczenie wymiarowej przestrzent unormowanej
X istniejg zbiory ograniczone, ktore mie sq¢ warunkowo zwarte w X.
Przyktadem jest dowolna kula.

Twierdzenie 3.4 (Hausdorffa) Podzbidr Z przestrzeni metrycznej
zupeinej X jest warunkowo zwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego € > 0 istnieje skorniczona e-sie¢ dla zbioru Z. (Elementy sieci
sq podzbiorem X.)

Twierdzenie 3.5 (Ascoliego) Zbior funkcji Z C C(Q2) (Q jest zbiorem
zwartym) jest warunkowo zwarty w C() wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcje ze zbioru Z sq wspolnie ograniczone i jednakowo ciggte, tzn.

e IM V feZ supyq|flx) <M
eVe>0 d0>0 takie, zZe V f € Z oraz ¥V x1,x9 € ()
d(z1,22) <6 = |f(z1) — flz2)| <€

Twierdzenie 3.6 (Kryterium zwartosci w przestrzeniach Hilberta)
Niech (er)$° bedzie uktadem ortonormalnym zupelnym w przestrzeni
Hilberta H.

Zbior Z C H jest warunkowo zwarty w H <
Z jest ograniczony i szereg Fouriera Y, (x,ex)ey jest na zbiorze Z
jednostajnie zbiezny do x, tzn.

YVe>0 dN Vn>N VreZ

n

|z — Z(aj, er)er| = | Z(x, er)er| < e.

1 n+1



4 Operatory sprzezone i samosprzezone

Niech H bedzie zespolona przestrzenia Hilberta, oraz niech A € B(H, H) =
B(H).

Definicja. Dla y € H istnieje doktadnie jeden A*y € H taki, ze

Vee H (Ax,y)=(z,A%y).

Definicja. A* — operator sprzezony z A.

Fakt 4.1 A* € B(H), oraz | A" ||=|| A || .

Cwiczenie.
o (A + Ag)* = A7 + A}
o (A =aA*

e (AoB)"=B*o A*
Definicja. A € B(H) jest samosprzezony, gdy A* = A, czyli
Ve,ye H (Ax,y)= (x,Ay).
W takim przypadku, dla dowolnego x € H, (Ax,z) € R.

Twierdzenie 4.2 Jezeli A jest samosprzezonym operatorem w przestrzeni
Hilberta, to
| Al|= sup |[(Az,z)|.
|z|=1

Cwiczenie. Jezeli A € B (H) jest samosprzezony, to

A% [I=l A"

5 Operatory pelnociagle

Definicja. Niech X,Y beda przestrzeniami unormowanymi. A :
X—Y jest operatorem zwartym lub petnociggtym, jezeli dla kazdego
zbioru ograniczonego Z C X zbior A(Z) jest warunkowo zwarty w Y.
tzn. dla kazdego ciagu ograniczonego (x,)° w X z ciagu (Az,)°

mozna wybra¢ podciag zbiezny w Y.
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Fakt 5.1 Operatory petnociggte sqg ograniczone.

Przyktad. Jezeli dim X = oo to operator identycznosciowy [ : X — X
jest ograniczony, ale nie jest pelnociagly.

Definicja. Operator A : X—Y jest skonczenie wymiarowy gdy
dim R(A) < oo.

Cwiczenie. Operator ograniczony, skonczenie wymiarowy jest petnociagty.

Cwiczenie. Jezeli Aj, A sa pelociagle, to Ay + Ay oraz aA; tez sa
pelociagle.

Twierdzenie 5.2 Jezeli X jest unormowana, Y jest przestrzenig Ba-
nacha, A, : X—Y sq operatorami pelnociggltymi oraz A,—A, to A
tez jest petnociggty.

Whniosek 5.3 Jezeli A,—A, A, sq ograniczone oraz skonczenie wy-
miarowe, to A jest petnociggly.

Twierdzenie 5.4 Zatozmy, ze X jest unormowana, H jest osrodkowq
przestrzeniqg Hilberta nieskonczonego wymiaru. Wtedy kazdy operator
petnocigglty A : X—H jest granicq ciggu operatorow skorczenie wy-
miarowych (A,) postaci

n

Az = Z(Ax, ex)er,
k=1

gdzie (ex)}° jest zupelng bazg ortonormalng.

Twierdzenie 5.5 Jezeli A € B(H) (H - przestrzen Hilberta) jest
petnociggly to A* jest tez pelnociggty.

6 Spektrum
Niech X - przestrzen Banacha, A € B(X).

Definicja. A € C jest wartoscig reqularng operatora A, jezeli
Vye X dlzeX Az—Idr=y,
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czyli operator Ay = A — A\ : X— X jest wzajemnie jednoznaczny.
Dzieki Twierdzeniu Banacha, A;l jest wtedy ograniczony.

Definicja. p(A) = {\ | A— wartos¢ regularna A} nazywamy zbiorem
rezolwenty operatora A.

Definicja. o(A) = C\ p(A) nazywamy spektrum lub widmem opera-
tora A.

Definicja. A jest wartoscig wtasng A jezeli istnieje x # 0 taki ze Ax—
Ax = 0. Wektor z nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajacym A.

Domkniety zbior X)\(A) = {z | Az — Az = 0} nazywamy pod-
przestrzenig wtasng odpowiadajaca .

Fakt 6.1 Wartosci wtasne nalezg do spektrum.
Lemat 6.2 Jezeli || A||< 1 to
VyeX JdrxeX z—-Ar=y,

czyli operator I — A : X — X jest wzajemnie jednoznaczny.
Punkt x jest sumg szeregu Neumanna

(0]
m=y+ZA”y.
n=1

Lemat 6.3 Jezeli || A||<1to ] — A: X—X jest wzajemnie jedno-
znaczny, (I — A)™L jest ograniczony oraz

1

[—-A € ——— .
(=47 IS =

Lemat 6.4 U,U, € B(X), U,—U. Zaloimy, ze U jest wzajemnie
jednoznaczny:
Vy dlx Ur=y.

Wiedy

(1) 3N Vn>N Vy Az Ux=y,
czyli te operatory U, sq wzajemnie jednoznaczne,
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(2) jezeli y,—yo to cigg (x,) rozwigzan U,x, = y, (n > N) jest
zbiezny do rozwigzania xo: Uxy = 1.

Twierdzenie 6.5 Zatoimy, zZe X jest przestrzenig Banacha, A €
B(X). Wtedy o(A) jest zbiorem domknietym zawartym w kole

ATl Al

na plaszczyznie zespolonej (lub w przedziale [— || A ||, || A ||] jezeli X
jest przestrzeniq rzeczywistg.)

Twierdzenie 6.6 Niech X bedzie przestrzenig Banacha, A € B(X)
petnociqgty.

(1) Jezeli X € o(A), A # 0 to A jest wartoscig wltasng operatora A.
(2) Jezeli X # 0 jest wartoscig wtasng to dim X)(A) < oo.

(3) Zbior wartosci wtasnych A jest co najwyzej przeliczalny. Jedynie
A = 0 moze by¢ punktem skupienia wartosci wtasnych.

(4) Jezeli X # 0 jest wartoscig wtasng A to istnieje y, dla ktérego
rownanie
Ar —dx =y

nie ma rozwigzan w X.

Lemat 6.7 Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Zatozmy, ze \ #

0 jest wartoscig wlasng pelnocigglego operatora A € B(H). Niech

(e1,...,en) bedzie bazg ortonormalng przestrzeni wtasnej X\ (A). Jezeli
\ jest wartoscig wtasng A* oraz (fi,..., f,) jest a bazg ortonormalng

przestrzeni X5(A*), m < n oraz

m

Rx = Ax — Z(ﬂc, ex) fx

k=1

to A jest wartoscig reqularng operatora R.

Twierdzenie 6.8 Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. \ # 0 jest
wartoscig wtasng operatora petnocigglego A wtedy 1 tylko wtedy, gdy A
jest warto$ciqg wtasng A*. Wymiary podprzestrzeni wtasnych sqg rowne.
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Twierdzenie 6.9 Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Jezeli \ = 0
jest wartosciqg wltasng operatora petnocigglego A, to rownanie

Ar —dx =y

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy y jest ortogonalny do pod-
przestrzeni X5(A").

Whniosek 6.10 Spektrum, (a wiec rowniez zbidr wartosci wtasnych,)
operatora skonczenie wymiarowego jest co najwyzej skonczony.
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7 Widmo operatora samosprzezonego

Lemat 7.1 Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, A € B(H) opera-
torem samosprzezonym. Liczba A jest wartoScig reqularng A wtedy 1
tylko wtedy, gdy

dv>0 Vo |Az—Az|> vz
Twierdzenie 7.2 Widmo operatora samosprzezonego A € B(H) za-
wiera sie w przedziale [c, C| na osi rzeczywistej, gdzie

c = inf (Az,z), C = sup(Azx,z).

|lz|=1 |z|=1
Liczby ¢, C nalezg do widma.

Twierdzenie 7.3 Widmo operatora samosprzezonego A € B(H) jest
zbiorem niepustym, i nalezy do niego taka liczba X, ze |\ =|| A ||.

Twierdzenie 7.4 Podprzestrzenie wtasne odpowiadajgce réznym war-
tosciom wtasnym operatora samosprzezonego A € B(H) sq¢ ortogo-
nalne.

Whniosek 7.5 Kazdy niezerowy operator samosprzezony petnociggty
A € B(H) ma przynajmniej jedng niezerowq wartosé wtasng (takg,
ze |\ =[ Al]).

Wszystkie rozne od zera wartosci wlasne operatora A mozna ustawic
w réznowartosciowy ciag (v,) (skonczony, lub nieskoriczony zbiezny
do zera), taki ze 11| > ... > |v,| > .... W kolejnych skoriczenie
wymiarowych podprzestrzeniach wlasnych wybierzmy bazy ortonor-
malne. W ten sposéb okreslimy ciag wektoréw wlasnych (ex) bedacy
uktadem ortonormalnym — nazywany petnym uktadem ortonormalnym
wektorow wlasnych operatora A. Kazdemu elementowi e, odpowiada
wartosé wlasna ;. (Ciag (Ar) moze nie by¢ réznowartosciowy!)

Twierdzenie 7.6 Niech (ej) bedzie pelnym uktadem ortonormalnym
elementow wlasnych operatora samosprzezonego pelnociggtego A € B(H).

Wiedy
Vo Fzy Arg=0 orazx = x4+ Z(x, ek )e-
k
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Twierdzenie 7.7 (Twierdzenie Hilberta) Jezeli H jest osrodkowg
przestrzenig Hilberta, a (er) — petnym ukladem ortonormalnym ele-
mentow wtasnych operatora samosprzezonego petnociggtego A € B(H),
to w H istnieje uklad ortonormalny zupetny ztozony z uktadu (ey) i
pewnego uktadu (eyo) elementow wtasnych odpowiadajgcych wartosci
wlasnej A = 0 (jezeli 0 jest wartoscig wtasng).

Twierdzenie 7.8 Jezeli H jest przestrzeniq Hilberta, (er) — petnym
uktadem ortonormalnym elementow wtasnych operatora samosprzezonego
petnociggtego A, a (A\g) — ciggiem wartosci wlasnych, to dla kazdego

re H
Ar = Z)\k(az,ek)ek
k

Whniosek 7.9 Samosprzezony petnociggty operator ma skonczong itlosé
wartosci wtasnych wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest skonczenie wymiarowy.

Twierdzenie 7.10 Niech H — przestrzen Hilberta, (e) — pelny uktad
ortonormalny wektorow wtasnych samosprzezonego petnocigglego ope-
ratora A. Nastepujace warunki sq rownowazne:

(1) Uktad (ey) jest zupetny.
(2) Operator A jest odwracalny (czyli réznowartosciowy).

(3) Zbior wartosci operatora A jest gesty w H.

Fakt 7.11 Jezeli A\ # 0 1 A # Ay dla kazdego k, to rownanie Ax—Ax =
y ma dla kazdego y doktadnie jedno rozwigzanie

(Z W enen y) -

Fakt 7.12 Jezeli A =\, = ... = A, to Ax — \x = y ma rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy, gdy (y,ex) = 0 dla r < k < s. Rozwigzanie ma
postaé

(N _
= \ (; )\k_ y,ek (&3 >+Z&k6k

gdzie w sumie Y, pomijamy wszystkie indeksy k takie, ze r < k <'s,
oraz oy sq dowolnymsi liczbama.
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Lemat 7.13 Dla kazdego x € H zachodzi wzor:

(Az,2) = Mel(,en)]”.

Definicja. Samosprzezony operator A € B(H) jest dodatni, jezeli
A # 0 oraz

(Az,z) > 0 dla kazdego x € H.

Whniosek 7.14 Petnociggly samosprzezony operator A € B(H) jest
dodatni wtedy 1 tylko wtedy, gdy A # 0 i wszystkie rozne od zera
wartosci wlasne A sq dodatnie.

Whniosek 7.15 Jezeli A € B(H) jest samosprzezony, pelnociggly, do-
datni to

| A[|= sup(Az,z) = (Ae,e) = A,
|x]=1

gdzie )\ jest najwiekszq wartoscig wtasng operatora A, zas e — dowol-
nym odpowiadajgcym jej wektorem wltasnym takim, Ze |e| = 1.
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8 Twierdzenia o punktach stalych

Fakt 8.1 Zatézmy, ze K jest zbiorem wypuktym, xi,...,z; € K,
wszystkie oy > 0, oraz oy + ... +aj = 1.
Wtedy oz + ... + ajz; € K.

Twierdzenie 8.2 (Twierdzenie Brouwera) Jezeli K C R" jest zwarty,
wypukly, niepusty; odwzorowanie f : K — K jest ciagte, to f posiada
punkt staty (w zbiorze K ).

Przyktad. Niech B bedzie domknieta kula jednostkowa w przestrzeni
(2. Zdefiniujmy f : B — B wzorem:

F@) = (V1= 2], 21,29, ...

f jest ciagle, ale nie ma punktow statych.

Definicja. Niech F' bedzie domknietym podzbiorem przestrzeni Ba-
nacha X. Ciagle odwzorowanie f : F' — X jest zwarte, jezeli dla
kazdego ograniczonego podzbioru A C F, zbiér f(A) jest warunkowo
zwarty w X.

Twierdzenie 8.3 Niech K bedzie domknietym, ograniczonym pod-
zbiorem przestrzeni Banacha X. Jezeli przeksztatcenie f : K — X
jest zwarte, to istnieje cigg odwzorowan ciggtych f, : K — X takich,
ze

(1) fo(K) sq zawarte w podprzestrzeniach liniowych skoriczonego wy-
miaru,

(2) fn — f jednostajnie na zbiorze K.

Twierdzenie 8.4 (Twierdzenie Schaudera o punkcie stalym) Niech
K bedzie domknietym, wypuktym, ograniczonym, niepustym podzbiorem
przestrzeni Banacha X. Zatoimy, ze f : K — K jest przeksztatceniem
zwartym.

Wtedy f posiada punkt staly (w zbiorze K ).

18



9 Algebry Banacha

Definicja. Przestrzen zespolona Banacha A z lacznym i rozdzielnym
mnozeniem, tj.
2(yz) = (xy)z
x(y+z2) =xy+ a2
(y + 2)z = yx + 22
(az)y = z(ay) = a(zy) (a € C)
takim, ze
|zy| <[] - |y

nazywamy algebrqg Banacha.

Przyktady.

o A=C(Q) (2 zwarty) z norma ”"supremum” i zwyklym mnozeniem
jest przemienng algebra Banacha z jednoscig.

o A=Cy(R") ={f € C(R") | limy| f(x) = 0} z norma ”supre-
mum” jest algebra Banacha bez jednosci.

e Jezeli X jest przestrzenia Banacha, to A = B(X, X) ze zwykla
norma dla operatoréw jest nieprzemienna algebra Banacha z jednoscia
I.

e A= LYR) z mnozeniem danym przez splot

Frg) = | " fa— glt) dt

jest przemienna algebra Banacha bez jednosci.

Definicja. Homomorfizmem zespolonym nazywamy taka funkcje ¢ :
A — C, ze
¢(ax + By) = ag(x) + Bo(y)

P(zy) = d(7)d(y)

Twierdzenie 9.1 |¢| < 1.
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Fakt 9.2 JezZeli e jest jednoscig w A, ¢ jest niezerowym homomor-
fizmem zespolonym, to ¢(e) = 1 oraz ¢(x) # 0 dla kazdego odwracal-
nego elementu x € A.

Fakt 9.3 Jezeli x € A oraz |x| < 1, to
(1) e — x jest odwracalny,

(2) [(e—2)™ —e—af < [2/(1 - |z]),

(3) |o(x)| < 1 dla kazdego homomorfizmu zespolonego ¢.

Lemat 9.4 Niech f bedzie catkowitq funkcjg holomorficzng, takg ze
f(0) =1, f'(0) =0, oraz

0<[fN)] < (AeQ)
Wowczas f(\) = 1.
Twierdzenie 9.5 (Gleason-Kahane—Zelazko) Niech ¢ : A — C
bedzie funkcjonatem liniowym, takim zZe ¢(e) = 1, oraz ¢(x) # 0 dla
kazdego elementu odwracalnego x.

Wowczas ¢(xy) = o(x)d(y), czyli ¢ jest zespolonym homomor-
fizmem.

Twierdzenie 9.6 Dla kazdego niezerowego homomorfizmu zespolonego
¢ na L'(R) istnieje doktadnie jedna liczba t € R taka, Ze

n=it = [ fae s

Twierdzenie 9.7 (Gelfanda—Mazura) Jezeli A jest zespolong al-
gebrg Banacha z jednosciq, w ktorej kazdy rozny od zera element jest
odwracalny, to A jest izometrycznie izomorficzna z C.
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10 Dystrybucje

Definicja.
e Niech oy, ..., a, beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wtedy
a = (aq,...,q,) nazywamy wielowskaznikiem o normie |a| =
03] + ...+ ap.

e Jezeli ¢ : R"—R jest ciagta, to zbior

supp ¢ = {z € R" | ¢(x) # 0}

nazywamy nosnikiem funkcji ¢.

e D={pecC®R") | supp ¢ jest zwarty} nazywamy przestrzenia
funkcji probnych.

o Jezeli K C R" jest zwarty, to

Dk ={6 €D | supp ¢ C K}.

e Niech (¢;);° C D. Méwimy, ze ¢;—0, jezeli istnieje zbidr zwarty
K C R", taki ze
V 7 supp ¢; C K,

oraz dla dowolnego wielowskaznika «
D%; — 0
jednostajnie na zbiorze K.
o Ciag ¢; € D jest zbiezny do ¢ € D, jezeli
¢j—¢ =0

e Dystrybucjg nazywamy takie liniowe odwzorowanie T': D—C, ze
¢; -0 = To¢; — 0.

Oznaczamy T =< T, ¢ >.
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e D' — zbiér dystrybucji. (D' jest przestrzenia liniowa.)
Przyktady.
o f€ L (R")={f |V zbioru zwartego K, f € L'(K)}

loc

< f,¢>= . f(x)o(x)dw.

e ) — miara Diraca (delta Diraca)
< 5,6 >= (0).

o Y — funkcja Heaviside’'a
<Y ¢ >= / o(x)dx (n=1).
0

Lemat 10.1 Niech T € D'. Wtedy dla kazdego zbioru zwarteqgo K
istnieje p = p(K) takie, Ze jezeli D“¢j(x)—0 (¢p; € Dg ) jednostajnie
na K dla kazdego wielowskaznika || < p , to

<T,9; >— 0.

W przestrzeni Dg C D mozna wprowadzi¢ pseudonormy oraz pojecie
zbieznosci ciagu:

flw=Y_ sup|D*f(z)] (m=0,1,2,...).

|a]<m

fj—>f = Vm |fj—f|m—>0.

Fakt 10.2 Liniowe odwzorowanie T : D—C jest dystrybucje < dla
kazdego zbioru zwartego K, T : Dg—C jest ciggte.

Definicja. Pochodng czqstkowg dystrybucji T € D' definiujemy
wzorem:

oT 0¢
< >=—<T > .
(9513'2'7 Cb ’ 8ZL‘Z
Fakt 10.3 o7
D'
8@- <

Whiosek 10.4 < DT, ¢ >= (—1)l*l < T, D% >.
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Definicja. W D’ mozna wprowadzié¢ stabg topologie i stabg zbieinosé:
T;—=1T, jezeli
VoeD <Tj,o>—=<T,¢>.

Fakt 10.5 Jezeli fj—f w L},., tzn. dla kazdego zbioru zwartego K

[ 15@) = s@ldr = o
K
to fj—>f w D'

Przyktad. sin jox— 0 w D', bo

/ ¢(x)sin jo dr — 0.

Definicja. Iloczynem dystrybucji T € D' oraz funkcji w € C®(R")
nazywamy w1 € D’ okre$lona wzorem

(WT)¢ = T(w).

Twierdzenie 10.6 (Hérmander—Lojasiewicz) Niechw bedzie funkcjg
analityczng. Dla dowolnej dystrybucji T € D' istnieje S € D' taka, ze
wS="T.
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Dla funkcji jednej zmiennej f € L .(R), symbol df/dz bedzie
oznaczal jej pochodna w sensie teorii dystrybucji, za$ f'(x) zwykta
pochodna w punkcie x, o ile istnieje.

Lemat 10.7 Niech f € L}, .(R). Réwno$é df /dx = 0 w sensie teorii
dystrybucyi jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy f = ¢ prawie wszedzie
dla pewnej statej c.

Ponadto f = 0 jako dystrybucja wtedy v tylko wtedy, gdy f = 0
prawie wszedzie.

Definicja. Funkcja jednej zmiennej f jest bezwzglednie ciggla, jezeli
Va<b Ve>0 36>0

takie, ze jezeli aq,b1],. .., [ak, bx] sa roztacznymi przedziatami w [a, 0]
i takimi, ze

> (bi—a;) <6 to Z|f flai)| <.

1

Twierdzenie 10.8 Jezeli f € L} (R), to funkcja g(z f f(t)
jest bezwzglednie ciggta, rozniczkowalna prawie wszgdzze 1j€] pochodna
J'(x) jest rowna f(r) prawie wszedzie.

Twierdzenie 10.9 Funkcja bezwzglednie ciggta f posiada prawie wszedzie
pochodng f' ktéra nalezy do L}, (R).
Dla dowolnych xg,x € R,

f(2) = flao) + / P

Jezeli dwie funkcje sq bezwzglednie ciggte, to spetniaje Twierdzenie
o Catkowaniu przez Czesci.

loc

Twierdzenie 10.10 (Nikodym) Niech f € L} (R).

loc

(1) Jezeli [ jest bezwzglednie ciggla, to df /dx = f' w sensie teorii
dystrybucyi.

(2) Jezeli df /dx € L

tualnej zmianie wartosci f na zbiorze miary zero, f jest funkcjq
bezwzglednie ciggle, oraz df /dx = f' prawie wszedzie.

1 (R) w sensie teorii dystrybucji, to po ewen-
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