
Analiza Funkcjonalna II

Notatki do wyk ladu

1 Podstawowe twierdzenia

X, Y – przestrzenie unormowane,
D(A) ⊂ X – podprzestrzeń bȩda̧ca dziedzina̧ liniowego operatora A o
wartościach w Y .
R(A) = A(D(A)) ⊂ Y – podprzestrzeń bȩda̧ca obrazem A .

Definicja. A jest ograniczony, gdy

∃ C > 0 |Ax| ≤ C |x|, x ∈ D(A).

Twierdzenie 1.1 A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest
cia̧g ly.

Definicja. ‖ A ‖= supx∈D(A),|x|≤1 |Ax|.

Definicja. B(X, Y ) – zbiór operatorów ograniczonych, takich że
D(A) = X.

Twierdzenie 1.2 Jeżeli Y jest przestrzenia̧ Banacha, to B(X, Y ) jest
przestrzenia̧ Banacha.

Wniosek 1.3 X∗ = B(X,R), lub X∗ = B(X,C), jest przestrzenia̧
Banacha.

Fakt 1.4 ‖ A ◦B ‖≤‖ A ‖ · ‖ B ‖.

Twierdzenie 1.5 (Banacha -Steinhausa) Jeżeli X – przestrzeń Ba-
nacha, Y – przestrzeń unormowana, oraz An ∈ B(X, Y ), to cia̧g
‖ An ‖ jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego x ∈ X
cia̧g |Anx| jest ograniczony.

Twierdzenie 1.6 Jeżeli (An) jest cia̧giem operatorów liniowych ogranic-
zonych odwzorowuja̧cych przestrzeń Banacha X w przestrzeń unor-
mowana̧ Y , oraz cia̧g (Anx) jest zbieżny dla każdego x ∈ X , to
operator A zdefiniowany równościa̧

Ax := lim
n→∞

Anx

jest operatorem liniowym ograniczonym.
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Twierdzenie 1.7 (Tw. Banacha o operatorze odwrotnym) Jeżeli
A jest operatorem liniowym ograniczonym odwzorowuja̧cym wzajem-
nie jednoznacznie przestrzeń Banacha X na przestrzeń Banacha Y ,
to operator odwrotny A−1 też jest ograniczony.

Liniowy izomorfizm pomiȩdzy dwiema przestrzeniami Banacha jest
wiȩc homeomorfizmem, w szczególności przekszta lca zbiory otwarte
na zbiory otwarte. Można uogólnić to twierdzenie, i udowodnić:

Twierdzenie 1.8 (Tw. o przekszta lceniu otwartym) Jeżeli A
jest operatorem liniowym ograniczonym odwzorowuja̧cym przestrzeń
Banacha X na przestrzeń Banacha Y , to A jest przekszta lceniem
otwartym, tzn. przekszta lca zbiory otwarte na zbiory otwarte.

Twierdzenie 1.9 (Tw. o domkniȩtym wykresie) Jeżeli A jest
takim operatorem liniowym odwzorowuja̧cym przestrzeń Banacha X
w przestrzeń Banacha Y , że wykres A jest domkniȩtym podzbiorem
iloczynu kartezjańskiego X×Y , to A jest operatorem ograniczonym.

Twierdzenie 1.10 Za lóżmy, że X, Y sa̧ przestrzeniami Banacha,
A ∈ B(X, Y ) jest różnowartościowy. (Wtedy istnieje operator odwrotny
A−1 : R(A)→ X.) Wtedy nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

(1) A−1 jest ograniczony,

(2) ∃ γ > 0 ∀ x ∈ X : |Ax| ≥ γ |x|,

(3) Zbiór wartości R(A) operatora A jest domkniȩty w Y .

Twierdzenie 1.11 Za lóżmy, że przestrzeń liniowa X jest przestrzenia̧
Banacha z dwiema normami |x|1 , |x|2 , oraz |xn|1 → 0 ⇒ |xn|2 →
0 . Wtedy |xn|2 → 0 ⇒ |xn|1 → 0 , i na odwrót. Wiȩc obie normy
sa̧ równoważne.

Twierdzenie 1.12 Za lóżmy, że X – przestrzeń unormowana, Y
– przestrzeń Banacha, A0 : D(A0)→ Y ograniczony, D(A0) ⊂ X.

Jeżeli D(A0) = X to istnieje A ∈ B(X, Y ) taki, że

(i) ∀ x ∈ D(A0) Ax = A0x,

(ii) ‖ A ‖=‖ A0 ‖.

Czyli operator A0 daje siȩ rozszerzyć na ca la̧ przestrzeń X z za-
chowaniem normy.
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Twierdzenie 1.13 (Tw. Hahna–Banacha) Niech X bȩdzie przestrzenia̧
unormowana̧. Dla każdego funkcjona lu liniowego ograniczonego f0

o dziedzinie D(f0) ⊂ X istnieje funkcjona l liniowy ograniczony na
ca lej przestrzeni X i taki, że:

(i) f(x) = f0(x) dla każdego x ∈ D(f0),

(ii) ‖f‖ = ‖f0‖ .

Fakt 1.14 Jeżeli przestrzeń X jest unormowana, 0 6= x0 ∈ X, to
istnieje taki f ∈ X∗ , że

f(x0) = |x0| , ‖f‖ = 1 .

Wniosek 1.15 Jeżeli X jest unormowana, x0 ∈ X taki, że

∀ f ∈ X∗ : f(x0) = 0,

to x0 = 0

Wniosek 1.16 X, Y – niezerowe przestrzenie unormowane. Wtedy
B(X, Y ) 6= {0}.

2 Przestrzenie Hilberta

Definicja. Zespolona przestrzeń liniowa H jest unitarna, jeżeli każdej
parze x, y ∈ H można przyporza̧dkować iloczyn skalarny (x, y) ∈ C, o
nastȩpuja̧cych w lasnościach

• (y, x) = (x, y)

• (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

• (αx, y) = α(x, y) α ∈ C

• (x, x) ≥ 0

• (x, x) = 0 ⇔ x = 0

Wniosek 2.1 (0, y) = 0.

Wniosek 2.2 y ∈ H, to H 3 x 7→ (x, y) ∈ C jest C–liniowe.

Wniosek 2.3 (x, αy) = α(x, y).
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Definicja. Dla x ∈ H, definiujemy jego normȩ |x| =
√

(x, x). Oczywíscie
|x|2 = (x, x).

Twierdzenie 2.4 (Nierówność Schwarza) |(x, y)| ≤ |x| · |y|.

Ćwiczenia. H z norma̧ |x| jest przestrzenia̧ unormowana̧.

Definicja. JeżeliH jest zupe lna, to nazywamy ja̧ przestrzenia̧ Hilberta.

Ćwiczenie. y ∈ H, to

x 7→ (x, y), x 7→ (y, x), x 7→ |x|

sa̧ funkcjami cia̧g lymi.

Definicja. Zbiór E ⊂ H jest wypuk ly, jeżeli dla każdej pary x, y ∈ E
oraz dla każdej liczby 0 ≤ t ≤ 1

(1− t)x+ ty ∈ E

Ćwiczenie. Jeżeli E jest wypuk ly oraz x ∈ H, to

E + x = {y + x | y ∈ E}

jest zbiorem wypuk lym.

Definicja.

• x jest ortogonalny do y, jeżeli (x, y) = 0. Oznaczamy x ⊥ y

• x⊥ = {y ∈ H | y ⊥ x}

• M ⊂ H. Wtedy

M⊥ = {y ∈ H | ∀ x ∈M x ⊥ y}.

Fakt 2.5 x⊥,M⊥ sa̧ podprzestrzeniami liniowymi. Ponadto

M⊥ =
⋂
x∈M

x⊥.

Ćwiczenie. Prawo równoleg loboku:

|x+ y|2 + |x− y|2 = 2|x|2 + 2|y|2.
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Twierdzenie 2.6 Każdy niepusty, domkniȩty i wypuk ly podzbiór E
przestrzeni Hilberta H zawiera dok ladnie jeden element o najmniejszej
normie.

Twierdzenie 2.7 Niech M bȩdzie domknieta̧ podprzestrzenia̧ w przestrzeni
Hilberta H. Wtedy

∃ ! P : H→M, Q : H→M⊥

odwzorowania liniowe, takie że

∀ x x = Px+Qx.

Ponadto,

(1) jeżeli x ∈M , to Px = x,Qx = 0

(2) jeżeli x ∈M⊥, to Px = 0, Qx = x

(3) |x− Px| = inf{|x− y| | y ∈M}

(4) |x|2 = |Px|2 + |Qx|2, wiȩc ‖ P ‖≤ 1 oraz ‖ Q ‖≤ 1.

Definicja. Niepusty podzbiór A unitarnej podprzestrzeni H nazy-
wamy uk ladem ortogonalnym, gdy 0 6∈ A oraz

∀ x, y ∈ A x 6= y ⇒ x ⊥ y.

Jeżeli ponadto |x| = 1 dla każdego x ∈ A, to mówimy o uk ladzie
ortonormalnym.

Przyk lad. W L2(−π, π) uk lad:

• 1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, cos 3t, . . . jest ortogonalny,

• 1/
√

2π, cos t/
√
π, sin t/

√
π, cos 2t/

√
π, sin 2t/

√
π, cos 3t/

√
π, . . . jest

ortonormalny.

Twierdzenie 2.8 Jeżeli A jest uk ladem ortogonalnym w ośrodkowej
przestrzeni unitarnej, to A jest co najwyżej przeliczalny.

Fakt 2.9 Jeżeli x1, . . . , xn jest uk ladem ortogonalnym, to x1, . . . , xn
sa̧ liniowo niezależne.

5



Twierdzenie 2.10 (Schmidta o ortogonalizacji) Za lóżmy, że (xn)
∞
1

jest takim cia̧giem, że każdy skończony uk lad x1, . . . , xk jest liniowo
niezależny.

Wtedy istnieje dok ladnie jedna macierz trójka̧tna nieskończona
a11

a21 a22

a31 a32 a33

· · ·
taka, że ann > 0, oraz
y1 = a11x1

y2 = a21x1 + a22x2

y3 = a31x1 + a32x2 + a33x3

· · ·
tworza̧ uk lad ortonormalny.

Fakt 2.11 Jeżeli (xn)
∞
1 jest uk ladem ortogonalnym oraz x =

∑∞
1 cnxn,

to cn = (x, xn)/|x|2.

Definicja. Niech (xn)
∞
1 bȩdzie uk ladem ortogonalnym, oraz x ∈ H.

Wtedy liczby cn = (x, xn)/|xn|2 nazywamy wspó lczynnikami Fouriera
elementu x wzglȩdem uk ladu (xn)

∞
1 .

Twierdzenie 2.12 (O w lasności minimum wspó lczynników Fouriera)
Niech x ∈ H. Za lóżmy, że x1, . . . , xn tworza̧ uk lad ortogonalny.

Funkcja

f(a1, . . . , an) = |x−
n∑
k=1

akxk|2

osia̧ga najmniejsza̧ wartość wtedy i tylko wtedy, gdy a1, . . . , an sa̧ wspó lczyn-
nikami Fouriera x wzglȩdem x1, . . . , xn. Przy tym

inf
a1,...,an

|x−
n∑
1

akxk|2 = |x|2 −
n∑
1

|ck|2|xk|2.

Wniosek 2.13 Jeżeli uk lad (xn)
∞
1 jest ortogonalny, ck = (x, xk)/|xk|2,

to

(1)

|x−
n∑
1

ckxk|2 = |x|2 −
n∑
1

|ck|2|xk|2,
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(2)

x =
∞∑
1

ckxk ⇔ |x|2 =
∞∑
1

|ck|2|xk|2 .

Wniosek 2.14 (Nierówność Bessela) Jeżeli (xk)
∞
1 jest uk ladem or-

togonalnym oraz (ck)
∞
1 sa̧ wspó lczynnikami Fouriera dla elementu x to

∞∑
k=1

|ck|2|xk|2 ≤ |x|2.

Wniosek 2.15 Jeżeli (xk)
∞
1 jest uk ladem ortonormalnym, to

∞∑
k=1

|ck|2 ≤ |x|2.

Twierdzenie 2.16 (Riesza–Fischera) Jeżeli (xk)
∞
1 jest uk ladem or-

togonalnym w przestrzeni Hilberta H oraz

∞∑
1

|ck|2|xk|2 <∞,

to istnieje x ∈ H, taki że ck = (x, xk)/|xk|2, x =
∑∞

1 ckxk oraz

|x|2 =
∞∑
1

|ck|2|xk|2.

Definicja. Uk lad (xk)
∞
1 elementów ośrodkowej przestrzeni Hilbera H

nazywamy

• zupe lnym, gdy warunek ∀ k (x, xk) = 0 pocia̧ga x = 0,

• zamkniȩtym, gdy

∀ x ∈ H ∃ yn =
n∑
k=1

aknxk

taki, że |yn − x|→0, czyli yn→x.

Twierdzenie 2.17 Niech (xk)
∞
1 bȩdzie uk ladem ortogonalnym w ośrodkowej

przestrzeni Hilberta H. Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

(1) jeżeli ck = (x, xk)/|xk|2 to |x−
∑n

1 ckxk|→0 gdy n→∞, czyli x =∑∞
1 ckxk,
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(2) uk lad (xk) jest zupe lny,

(3) uk lad (xk) jest zamkniȩty,

(4) dla każdego x ∈ H zachodzi identyczność Parsevala

∞∑
1

|ck|2|xk|2 = |x|2,

(5) dla każdej pary x, y ∈ H zachodzi uogólniona identyczność Par-
sevala ∞∑

1

ckdk|xk|2 = (x, y),

gdzie ck sa̧ wspó lczynnikami Fouriera dla x, zaś dk dla y.

Twierdzenie 2.18 Niech (xk)
∞
1 bȩdzie takim cia̧giem w ośrodkowej

przestrzeni Hilberta, że każdy skończony uk lad x1, . . . , xn jest liniowo
niezależny. Niech (yk)

∞
1 bȩdzie uk ladem ortonormalnym uzyskanym w

procesie Schmidta.
Uk lad (xk) jest zamkniȩty wtedy i tylko wtedy, gdy (yk) jest zamkniȩty.

Twierdzenie 2.19 W każdej ośrodkowej przestrzeni Hilberta istnieje
przeliczalny uk lad ortonormalny zupe lny.

Ćwiczenie. H – ośrodkowa przestrzeń Hilberta, to H ' `2.

Ćwiczenie. Jeżeli (xk) jest zupe lnym uk ladem ortonormalnym oraz

x =
N∑
1

ckxk +
∞∑
N+1

ckxk,

to sk ladniki sumy sa̧ wzajemnie prostopad le.
Ponadto |

∑N
1 ckxk| ≤ |x| oraz |

∑∞
N+1 ckxk| ≤ |x|.

3 Kryteria zwartości

Definicja. Zbiór Z jest warunkowo zwarty w przestrzeni metrycznej
X jeżeli

∀ (xn)
∞
1 ⊂ Z ∃ x ∈ X ∃ φ : N↗ N x = limxφ(n).
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• Z jest warunkowo zwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy Z̄ jest
zwarty.

• Zbiór warunkowo zwarty w X jest ograniczony.

Twierdzenie 3.1 (Bolzano–Weierstrassa) Jeżeli X jest skończenie
wymiarowa̧ przestrzenia̧ unormowana̧, to Z jest warunkowo zwarty w
X ⇔ Z jest ograniczony.

Lemat 3.2 (Lemat Riesza) Niech X0 bȩdzie domknieta̧ w laściwa̧ pod-
przestrzenia̧ liniowa̧ unormowanej przestrzeni X

Wtedy

∀ ε > 0 ∃ y ∈ X |y| = 1 oraz ∀ x ∈ X0 |y − x| ≥ 1− ε.

Fakt 3.3 W każdej nieskończenie wymiarowej przestrzeni unormowanej
X istnieja̧ zbiory ograniczone, które nie sa̧ warunkowo zwarte w X.
Przyk ladem jest dowolna kula.

Twierdzenie 3.4 (Hausdorffa) Podzbiór Z przestrzeni metrycznej
zupe lnej X jest warunkowo zwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdego ε > 0 istnieje skończona ε-sieć dla zbioru Z. (Elementy sieci
sa̧ podzbiorem X.)

Twierdzenie 3.5 (Ascoliego) Zbiór funkcji Z ⊂ C(Ω) (Ω jest zbiorem
zwartym) jest warunkowo zwarty w C(Ω) wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcje ze zbioru Z sa̧ wspólnie ograniczone i jednakowo cia̧g le, tzn.

• ∃ M ∀ f ∈ Z supx∈Ω |f(x)| ≤M

• ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 takie, że ∀ f ∈ Z oraz ∀ x1, x2 ∈ Ω

d(x1, x2) < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

Twierdzenie 3.6 (Kryterium zwartości w przestrzeniach Hilberta)
Niech (ek)

∞
1 bȩdzie uk ladem ortonormalnym zupe lnym w przestrzeni

Hilberta H.
Zbiór Z ⊂ H jest warunkowo zwarty w H ⇔

Z jest ograniczony i szereg Fouriera
∑∞

1 (x, ek)ek jest na zbiorze Z
jednostajnie zbieżny do x, tzn.

∀ ε > 0 ∃ N ∀ n ≥ N ∀x ∈ Z

|x−
n∑
1

(x, ek)ek| = |
∞∑
n+1

(x, ek)ek| ≤ ε.
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4 Operatory sprzȩżone i samosprzȩżone

NiechH bȩdzie zespolona̧ przestrzenia̧ Hilberta, oraz niechA ∈ B(H,H) =
B(H).

Definicja. Dla y ∈ H istnieje dok ladnie jeden A∗y ∈ H taki, że

∀ x ∈ H (Ax, y) = (x,A∗y).

Definicja. A∗ – operator sprzȩżony z A.

Fakt 4.1 A∗ ∈ B(H), oraz ‖ A∗ ‖=‖ A ‖ .

Ćwiczenie.

• (A1 + A2)
∗ = A∗1 + A∗2

• (αA)∗ = ᾱ A∗

• (A ◦B)∗ = B∗ ◦ A∗

Definicja. A ∈ B(H) jest samosprzȩżony, gdy A∗ = A, czyli

∀ x, y ∈ H (Ax, y) = (x,Ay).

W takim przypadku, dla dowolnego x ∈ H, (Ax, x) ∈ R.

Twierdzenie 4.2 Jeżeli A jest samosprzȩżonym operatorem w przestrzeni
Hilberta, to

‖ A ‖= sup
|x|=1

|(Ax, x)|.

Ćwiczenie. Jeżeli A ∈ B(H) jest samosprzȩżony, to

‖ A2 ‖=‖ A ‖2 .

5 Operatory pe lnocia̧g le

Definicja. Niech X, Y bȩda̧ przestrzeniami unormowanymi. A :
X−→Y jest operatorem zwartym lub pe lnocia̧g lym, jeżeli dla każdego
zbioru ograniczonego Z ⊂ X zbiór A(Z) jest warunkowo zwarty w Y .
tzn. dla każdego cia̧gu ograniczonego (xn)

∞
1 w X z cia̧gu (Axn)

∞
1

można wybrać podcia̧g zbieżny w Y .
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Fakt 5.1 Operatory pe lnocia̧g le sa̧ ograniczone.

Przyk lad. Jeżeli dimX =∞ to operator identycznościowy I : X−→X
jest ograniczony, ale nie jest pe lnocia̧g ly.

Definicja. Operator A : X−→Y jest skończenie wymiarowy gdy
dimR(A) <∞.

Ćwiczenie. Operator ograniczony, skończenie wymiarowy jest pe lnociag ly.

Ćwiczenie. Jeżeli A1, A2 sa̧ pe lnocia̧g le, to A1 + A2 oraz αA1 też sa̧
pe lnocia̧g le.

Twierdzenie 5.2 Jeżeli X jest unormowana, Y jest przestrzenia̧ Ba-
nacha, An : X−→Y sa̧ operatorami pelnocia̧g lymi oraz An→A, to A

też jest pe lnocia̧g ly.

Wniosek 5.3 Jeżeli An→A, An sa̧ ograniczone oraz skończenie wy-
miarowe, to A jest pe lnocia̧g ly.

Twierdzenie 5.4 Za lóżmy, że X jest unormowana, H jest ośrodkowa̧
przestrzenia̧ Hilberta nieskończonego wymiaru. Wtedy każdy operator
pe lnocia̧g ly A : X−→H jest granica̧ cia̧gu operatorów skończenie wy-
miarowych (An) postaci

Anx =
n∑
k=1

(Ax, ek)ek,

gdzie (ek)
∞
1 jest zupe lna̧ baza̧ ortonormalna̧.

Twierdzenie 5.5 Jeżeli A ∈ B(H) (H - przestrzeń Hilberta) jest
pe lnocia̧g ly to A∗ jest też pe lnocia̧g ly.

6 Spektrum

Niech X - przestrzeń Banacha, A ∈ B(X).

Definicja. λ ∈ C jest wartościa̧ regularna̧ operatora A, jeżeli

∀y ∈ X ∃! x ∈ X Ax− λx = y ,
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czyli operator Aλ = A− λI : X−→X jest wzajemnie jednoznaczny.
Dziȩki Twierdzeniu Banacha, A−1

λ jest wtedy ograniczony.

Definicja. ρ(A) = {λ | λ− wartość regularna A} nazywamy zbiorem
rezolwenty operatora A.

Definicja. σ(A) = C \ ρ(A) nazywamy spektrum lub widmem opera-
tora A.

Definicja. λ jest wartościa̧ w lasna̧ A jeżeli istnieje x 6= 0 taki że Ax−
λx = 0. Wektor x nazywamy wektorem w lasnym odpowiadaja̧cym λ.

Domkniȩty zbiór Xλ(A) = {x | Ax − λx = 0} nazywamy pod-
przestrzenia̧ w lasna̧ odpowiadaja̧ca̧ λ.

Fakt 6.1 Wartości w lasne należa̧ do spektrum.

Lemat 6.2 Jeżeli ‖ A ‖< 1 to

∀ y ∈ X ∃! x ∈ X x− Ax = y ,

czyli operator I − A : X → X jest wzajemnie jednoznaczny.
Punkt x jest suma̧ szeregu Neumanna

x = y +
∞∑
n=1

Any .

Lemat 6.3 Jeżeli ‖ A ‖< 1 to I − A : X−→X jest wzajemnie jedno-
znaczny, (I − A)−1 jest ograniczony oraz

‖ (I − A)−1 ‖≤ 1

1− ‖ A ‖
.

Lemat 6.4 U,Un ∈ B(X), Un→U . Za lóżmy, że U jest wzajemnie
jednoznaczny:

∀ y ∃! x Ux = y .

Wtedy

(1) ∃ N ∀ n ≥ N ∀ y ∃! x Unx = y,
czyli te operatory Un sa̧ wzajemnie jednoznaczne,
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(2) jeżeli yn→y0 to cia̧g (xn) rozwia̧zań Unxn = yn (n ≥ N) jest
zbieżny do rozwia̧zania x0: Ux0 = y0.

Twierdzenie 6.5 Za lóżmy, że X jest przestrzenia̧ Banacha, A ∈
B(X). Wtedy σ(A) jest zbiorem domkniȩtym zawartym w kole

{λ | |λ| ≤‖ A ‖}

na p laszczyźnie zespolonej (lub w przedziale [− ‖ A ‖, ‖ A ‖] jeżeli X
jest przestrzenia̧ rzeczywista̧.)

Twierdzenie 6.6 Niech X bȩdzie przestrzenia̧ Banacha, A ∈ B(X)
pe lnocia̧g ly.

(1) Jeżeli λ ∈ σ(A), λ 6= 0 to λ jest wartościa̧ w lasna̧ operatora A.

(2) Jeżeli λ 6= 0 jest wartościa̧ w lasna̧ to dimXλ(A) <∞.

(3) Zbiór wartości w lasnych A jest co najwyżej przeliczalny. Jedynie
λ = 0 może być punktem skupienia wartości w lasnych.

(4) Jeżeli λ 6= 0 jest wartościa̧ w lasna̧ A to istnieje y, dla którego
równanie

Ax− λx = y

nie ma rozwia̧zań w X.

Lemat 6.7 Niech H bȩdzie przestrzenia̧ Hilberta. Za lóżmy, że λ 6=
0 jest wartościa̧ w lasna̧ pe lnocia̧g lego operatora A ∈ B(H). Niech
(e1, . . . , em) bȩdzie baza̧ ortonormalna̧ przestrzeni w lasnej Xλ(A). Jeżeli
λ̄ jest wartościa̧ w lasna̧ A∗ oraz (f1, . . . , fn) jest a baza̧ ortonormalna̧
przestrzeni Xλ̄(A

∗), m ≤ n oraz

Rx = Ax−
m∑
k=1

(x, ek)fk

to λ jest wartościa̧ regularna̧ operatora R.

Twierdzenie 6.8 Niech H bȩdzie przestrzenia̧ Hilberta. λ 6= 0 jest
wartościa̧ w lasna̧ operatora pe lnocia̧g lego A wtedy i tylko wtedy, gdy λ̄
jest wartościa̧ w lasna̧ A∗. Wymiary podprzestrzeni w lasnych sa̧ równe.
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Twierdzenie 6.9 Niech H bȩdzie przestrzenia̧ Hilberta. Jeżeli λ 6= 0
jest wartościa̧ w lasna̧ operatora pe lnocia̧g lego A, to równanie

Ax− λx = y

ma rozwia̧zanie wtedy i tylko wtedy, gdy y jest ortogonalny do pod-
przestrzeni Xλ̄(A

∗).

Wniosek 6.10 Spektrum, (a wiȩc również zbiór wartości w lasnych)
operatora skończenie wymiarowego jest co najwyżej skończony.

14



7 Widmo operatora samosprzȩżonego

Lemat 7.1 Niech H bȩdzie przestrzenia̧ Hilberta, A ∈ B(H) opera-
torem samosprzȩżonym. Liczba λ jest wartościa̧ regularna̧ A wtedy i
tylko wtedy, gdy

∃ γ > 0 ∀ x |Ax− λx| ≥ γ|x|.

Twierdzenie 7.2 Widmo operatora samosprzȩżonego A ∈ B(H) za-
wiera siȩ w przedziale [c, C] na osi rzeczywistej, gdzie

c = inf
|x|=1

(Ax, x), C = sup
|x|=1

(Ax, x).

Liczby c, C należa̧ do widma.

Twierdzenie 7.3 Widmo operatora samosprzȩżonego A ∈ B(H) jest
zbiorem niepustym, i należy do niego taka liczba λ, że |λ| =‖ A ‖.

Twierdzenie 7.4 Podprzestrzenie w lasne odpowiadaja̧ce różnym war-
tościom w lasnym operatora samosprzȩżonego A ∈ B(H) sa̧ ortogo-
nalne.

Wniosek 7.5 Każdy niezerowy operator samosprzȩżony pe lnocia̧g ly
A ∈ B(H) ma przynajmniej jedna̧ niezerowa̧ wartość w lasna̧ (taka̧,
że |λ| =‖ A ‖).

Wszystkie różne od zera wartości w lasne operatoraAmożna ustawić
w różnowartościowy cia̧g (νn) (skończony, lub nieskończony zbieżny
do zera), taki że |ν1| ≥ . . . ≥ |νn| ≥ . . .. W kolejnych skończenie
wymiarowych podprzestrzeniach w lasnych wybierzmy bazy ortonor-
malne. W ten sposób określimy cia̧g wektorów w lasnych (ek) bȩda̧cy
uk ladem ortonormalnym – nazywany pe lnym uk ladem ortonormalnym
wektorów w lasnych operatora A. Każdemu elementowi ek odpowiada
wartość w lasna λk. (Cia̧g (λk) może nie być różnowartościowy!)

Twierdzenie 7.6 Niech (ek) bȩdzie pe lnym uk ladem ortonormalnym
elementów w lasnych operatora samosprzȩżonego pe lnocia̧g lego A ∈ B(H).
Wtedy

∀ x ∃! x0 Ax0 = 0 oraz x = x0 +
∑
k

(x, ek)ek.
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Twierdzenie 7.7 (Twierdzenie Hilberta) Jeżeli H jest ośrodkowa̧
przestrzenia̧ Hilberta, a (ek) – pe lnym ukladem ortonormalnym ele-
mentów w lasnych operatora samosprzȩżonego pe lnocia̧g lego A ∈ B(H),
to w H istnieje uk lad ortonormalny zupe lny z lożony z uk ladu (ek) i
pewnego uk ladu (ek,0) elementów w lasnych odpowiadaja̧cych wartości
w lasnej λ = 0 (jeżeli 0 jest wartościa̧ w lasna̧).

Twierdzenie 7.8 Jeżeli H jest przestrzenia̧ Hilberta, (ek) – pe lnym
uk ladem ortonormalnym elementów w lasnych operatora samosprzȩżonego
pe lnocia̧g lego A, a (λk) – cia̧giem wartości w lasnych, to dla każdego
x ∈ H

Ax =
∑
k

λk(x, ek)ek

Wniosek 7.9 Samosprzȩżony pe lnocia̧g ly operator ma skończona̧ ilość
wartości w lasnych wtedy i tylko wtedy, gdy jest skończenie wymiarowy.

Twierdzenie 7.10 Niech H – przestrzeń Hilberta, (ek) – pe lny uk lad
ortonormalny wektorów w lasnych samosprzȩżonego pe lnocia̧g lego ope-
ratora A. Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

(1) Uk lad (ek) jest zupe lny.

(2) Operator A jest odwracalny (czyli różnowartościowy).

(3) Zbiór wartości operatora A jest gȩsty w H.

Fakt 7.11 Jeżeli λ 6= 0 i λ 6= λk dla każdego k, to równanie Ax−λx =
y ma dla każdego y dok ladnie jedno rozwia̧zanie

x =
1

λ

(∑
k

λk
λk − λ

(y, ek)ek − y

)
.

Fakt 7.12 Jeżeli λ = λr = . . . = λs, to Ax− λx = y ma rozwia̧zanie
wtedy i tylko wtedy, gdy (y, ek) = 0 dla r ≤ k ≤ s. Rozwia̧zanie ma
postać

x =
1

λ

( ∗∑
k

λk
λk − λ

(y, ek)ek − y

)
+

s∑
k=r

αkek

gdzie w sumie
∑∗

k pomijamy wszystkie indeksy k takie, że r ≤ k ≤ s,
oraz αk sa̧ dowolnymi liczbami.
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Lemat 7.13 Dla każdego x ∈ H zachodzi wzór:

(Ax, x) =
∑

λk|(x, ek)|2.

Definicja. Samosprzȩżony operator A ∈ B(H) jest dodatni, jeżeli
A 6= 0 oraz

(Ax, x) ≥ 0 dla każdego x ∈ H.

Wniosek 7.14 Pe lnocia̧g ly samosprzȩżony operator A ∈ B(H) jest
dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy A 6= 0 i wszystkie różne od zera
wartości w lasne A sa̧ dodatnie.

Wniosek 7.15 Jeżeli A ∈ B(H) jest samosprzȩżony, pe lnocia̧g ly, do-
datni to

‖ A ‖= sup
|x|=1

(Ax, x) = (Ae, e) = λ,

gdzie λ jest najwiȩksza̧ wartościa̧ w lasna̧ operatora A, zaś e – dowol-
nym odpowiadaja̧cym jej wektorem w lasnym takim, że |e| = 1.
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8 Twierdzenia o punktach sta lych

Fakt 8.1 Za lóżmy, że K jest zbiorem wypuk lym, x1, . . . , xj ∈ K,
wszystkie αi ≥ 0, oraz α1 + . . .+ αj = 1.

Wtedy α1x1 + . . .+ αjxj ∈ K.

Twierdzenie 8.2 (Twierdzenie Brouwera) Jeżeli K ⊂ Rn jest zwarty,
wypuk ly, niepusty; odwzorowanie f : K → K jest ciag le, to f posiada
punkt sta ly (w zbiorze K).

Przyk lad. Niech B bȩdzie domkniȩta̧ kula̧ jednostkowa̧ w przestrzeni
`2. Zdefiniujmy f : B → B wzorem:

f(x) = (
√

1− |x|2, x1, x2, . . .).

f jest cia̧g le, ale nie ma punktów sta lych.

Definicja. Niech F bȩdzie domknietym podzbiorem przestrzeni Ba-
nacha X. Cia̧g le odwzorowanie f : F → X jest zwarte, jeżeli dla
każdego ograniczonego podzbioru A ⊂ F , zbiór f(A) jest warunkowo
zwarty w X.

Twierdzenie 8.3 Niech K bȩdzie domknietym, ograniczonym pod-
zbiorem przestrzeni Banacha X. Jeżeli przekszta lcenie f : K → X

jest zwarte, to istnieje cia̧g odwzorowań cia̧g lych fn : K → X takich,
że

(1) fn(K) sa̧ zawarte w podprzestrzeniach liniowych skończonego wy-
miaru,

(2) fn → f jednostajnie na zbiorze K.

Twierdzenie 8.4 (Twierdzenie Schaudera o punkcie sta lym) Niech
K bȩdzie domknietym, wypuk lym, ograniczonym, niepustym podzbiorem
przestrzeni Banacha X. Za lóżmy, że f : K → K jest przekszta lceniem
zwartym.

Wtedy f posiada punkt sta ly (w zbiorze K).
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9 Algebry Banacha

Definicja. Przestrzeń zespolona̧ Banacha A z  la̧cznym i rozdzielnym
mnożeniem, tj.

x(yz) = (xy)z

x(y + z) = xy + xz

(y + z)x = yx+ zx

(αx)y = x(αy) = α(xy) (α ∈ C)

takim, że
|xy| ≤ |x| · |y|

nazywamy algebra̧ Banacha.

Przyk lady.

• A = C(Ω) (Ω – zwarty) z norma ”supremum” i zwyk lym mnożeniem
jest przemienna̧ algebra̧ Banacha z jednościa̧.

• A = C0(Rn) = {f ∈ C(Rn) | lim|x|→∞ f(x) = 0} z norma̧ ”supre-
mum” jest algebra̧ Banacha bez jedności.

• Jeżeli X jest przestrzenia̧ Banacha, to A = B(X,X) ze zwyk la̧
norma̧ dla operatorów jest nieprzemienna̧ algebra̧ Banacha z jednościa̧
I.

• A = L1(R) z mnożeniem danym przez splot

f ∗ g(x) =

∫ ∞
−∞

f(x− t)g(t) dt

jest przemienna̧ algebra̧ Banacha bez jedności.

Definicja. Homomorfizmem zespolonym nazywamy taka̧ funkcjȩ φ :
A→ C, że

φ(αx+ βy) = αφ(x) + βφ(y)

φ(xy) = φ(x)φ(y)

Twierdzenie 9.1 |φ| ≤ 1.
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Fakt 9.2 Jeżeli e jest jednościa̧ w A, φ jest niezerowym homomor-
fizmem zespolonym, to φ(e) = 1 oraz φ(x) 6= 0 dla każdego odwracal-
nego elementu x ∈ A.

Fakt 9.3 Jeżeli x ∈ A oraz |x| < 1, to

(1) e− x jest odwracalny,

(2) |(e− x)−1 − e− x| ≤ |x|2/(1− |x|),

(3) |φ(x)| < 1 dla każdego homomorfizmu zespolonego φ.

Lemat 9.4 Niech f bȩdzie ca lkowita̧ funkcja̧ holomorficzna̧, taka̧ że
f(0) = 1, f ′(0) = 0, oraz

0 < |f(λ)| ≤ e|λ| (λ ∈ C)

Wówczas f(λ) ≡ 1.

Twierdzenie 9.5 (Gleason–Kahane–Żelazko) Niech φ : A → C
bȩdzie funkcjona lem liniowym, takim że φ(e) = 1, oraz φ(x) 6= 0 dla
każdego elementu odwracalnego x.

Wówczas φ(xy) = φ(x)φ(y), czyli φ jest zespolonym homomor-
fizmem.

Twierdzenie 9.6 Dla każdego niezerowego homomorfizmu zespolonego
φ na L1(R) istnieje dok ladnie jedna liczba t ∈ R taka, że

φ(f) = f̂(t) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−ixt dx.

Twierdzenie 9.7 (Gelfanda–Mazura) Jeżeli A jest zespolona̧ al-
gebra̧ Banacha z jednościa̧, w której każdy różny od zera element jest
odwracalny, to A jest izometrycznie izomorficzna z C.
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10 Dystrybucje

Definicja.

• Niech α1, . . . , αn bȩda̧ nieujemnymi liczbami ca lkowitymi. Wtedy
α = (α1, . . . , αn) nazywamy wielowskaźnikiem o normie |α| =
α1 + . . .+ αn.

• Jeżeli φ : Rn→R jest cia̧g la, to zbiór

suppφ = {x ∈ Rn | φ(x) 6= 0}

nazywamy nośnikiem funkcji φ.

• D = {φ ∈ C∞(Rn) | supp φ jest zwarty} nazywamy przestrzenia̧
funkcji próbnych.

• Jeżeli K ⊂ Rn jest zwarty, to

DK = {φ ∈ D | supp φ ⊂ K}.

• Niech (φj)
∞
1 ⊂ D. Mówimy, że φj→0, jeżeli istnieje zbiór zwarty

K ⊂ Rn, taki że
∀ j supp φj ⊂ K,

oraz dla dowolnego wielowskaźnika α

Dαφj → 0

jednostajnie na zbiorze K.

• Cia̧g φj ∈ D jest zbieżny do φ ∈ D, jeżeli

φj − φ → 0

.

• Dystrybucja̧ nazywamy takie liniowe odwzorowanie T : D→C, że

φj → 0 ⇒ Tφj → 0.

Oznaczamy Tφ =< T, φ >.
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• D′ – zbiór dystrybucji. (D′ jest przestrzenia̧ liniowa̧.)

Przyk lady.

• f ∈ L1
loc(Rn) = {f | ∀ zbioru zwartego K, f ∈ L1(K)}

< f, φ >=

∫
Rn

f(x)φ(x)dx.

• δ – miara Diraca (delta Diraca)

< δ, φ >= φ(0).

• Y – funkcja Heaviside’a

< Y, φ >=

∫ ∞
0

φ(x)dx (n = 1).

Lemat 10.1 Niech T ∈ D′. Wtedy dla każdego zbioru zwartego K
istnieje p = p(K) takie, że jeżeli Dαφj(x)→0 (φj ∈ DK) jednostajnie
na K dla każdego wielowskaźnika |α| ≤ p , to

< T, φj >→ 0.

W przestrzeniDK ⊂ D można wprowadzić pseudonormy oraz pojȩcie
zbieżności ciagu:

|f |m =
∑
|α|≤m

sup
K
|Dαf(x)| (m = 0, 1, 2, . . .),

fj → f ⇔ ∀m |fj − f |m → 0.

Fakt 10.2 Liniowe odwzorowanie T : D→C jest dystrybucja̧ ⇔ dla
każdego zbioru zwartego K, T : DK→C jest cia̧g le.

Definicja. Pochodna̧ cza̧stkowa̧ dystrybucji T ∈ D′ definiujemy
wzorem:

<
∂T

∂xi
, φ >= − < T,

∂φ

∂xi
> .

Fakt 10.3
∂T

∂xi
∈ D′.

Wniosek 10.4 < DαT, φ >= (−1)|α| < T,Dαφ >.
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Definicja. W D′ można wprowadzić s laba̧ topologiȩ i s laba̧ zbieżność:
Tj→T , jeżeli

∀ φ ∈ D < Tj, φ >→ < T, φ > .

Fakt 10.5 Jeżeli fj→f w L1
loc, tzn. dla każdego zbioru zwartego K∫

K

|fj(x)− f(x)|dx → 0,

to fj→f w D′.

Przyk lad. sin jx→ 0 w D′, bo∫ ∞
−∞

φ(x) sin jx dx → 0.

Definicja. Iloczynem dystrybucji T ∈ D′ oraz funkcji ω ∈ C∞(Rn)
nazywamy ωT ∈ D′ określona̧ wzorem

(ωT )φ = T (ωφ).

Twierdzenie 10.6 (Hörmander– Lojasiewicz) Niech ω bȩdzie funkcja̧
analityczna̧. Dla dowolnej dystrybucji T ∈ D′ istnieje S ∈ D′ taka, że
ωS = T .
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Dla funkcji jednej zmiennej f ∈ L1
loc(R), symbol df/dx bȩdzie

oznacza l jej pochodna̧ w sensie teorii dystrybucji, zaś f ′(x) zwyk la̧
pochodna̧ w punkcie x, o ile istnieje.

Lemat 10.7 Niech f ∈ L1
loc(R). Równość df/dx = 0 w sensie teorii

dystrybucji jest spe lniona wtedy i tylko wtedy, gdy f = c prawie wszȩdzie
dla pewnej sta lej c.

Ponadto f = 0 jako dystrybucja wtedy i tylko wtedy, gdy f = 0
prawie wszȩdzie.

Definicja. Funkcja jednej zmiennej f jest bezwzglȩdnie cia̧g la, jeżeli

∀ a < b ∀ ε > 0 ∃ δ > 0

takie, że jeżeli [a1, b1], . . . , [ak, bk] sa̧ roz la̧cznymi przedzia lami w [a, b]
i takimi, że

k∑
1

(bi − ai) ≤ δ to
k∑
1

|f(bi)− f(ai)| ≤ ε.

Twierdzenie 10.8 Jeżeli f ∈ L1
loc(R), to funkcja g(x) =

∫ x
x0
f(t)dt

jest bezwzglȩdnie cia̧g la, różniczkowalna prawie wszȩdzie, i jej pochodna
g′(x) jest równa f(x) prawie wszȩdzie.

Twierdzenie 10.9 Funkcja bezwzglȩdnie cia̧g la f posiada prawie wszȩdzie
pochodna̧ f ′ która należy do L1

loc(R).
Dla dowolnych x0, x ∈ R,

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

f ′(t)dt.

Jeżeli dwie funkcje sa̧ bezwzglȩdnie cia̧g le, to spe lniaja̧ Twierdzenie
o Ca lkowaniu przez Czȩści.

Twierdzenie 10.10 (Nikodym) Niech f ∈ L1
loc(R).

(1) Jeżeli f jest bezwzglȩdnie cia̧g la, to df/dx = f ′ w sensie teorii
dystrybucji.

(2) Jeżeli df/dx ∈ L1
loc(R) w sensie teorii dystrybucji, to po ewen-

tualnej zmianie wartości f na zbiorze miary zero, f jest funkcja̧
bezwzglȩdnie cia̧g la̧, oraz df/dx = f ′ prawie wszȩdzie.
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