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1 Podstawowe terminy

De�nicja. C̄ = C∪{∞} - pªaszczyzna domkni¦ta lub sfera Riemanna.
Zbiór C nazywamy czasem pªaszczyzn¡ otwart¡.

Fakt 1.1 Je»eli z1, z2 ∈ C, to odlegªo±¢ pomi¦dzy odpowiadaj¡cymi im
punktami na sferze wynosi

d(z1, z2) =
|z1 − z2|√

1 + |z1|2 ·
√

1 + |z2|2
.

Odlegªo±¢ na sferze pomi¦dzy punktem odpowiadaj¡cym z ∈ C oraz
punktem w niesko«czono±ci ∞ wynosi

d(z,∞) =
1√

1 + |z|2
.

Ponadto zawsze d(z1, z2) ≤ 1, oraz d(z,∞) ≤ 1.

Fakt 1.2 Niech (zn) ⊂ C.

(i) Je»eli z ∈ C, to
zn → z w C̄ ⇔ zn → z w C,

(ii) zn → ∞ w C̄ ⇔ |zn| ↗ ∞.
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De�nicja. Zbiory otwarte i spójne w C̄ nazywamy obszarami.

Fakt 1.3 Je»eli U ⊂ C̄ jest obszarem oraz z ∈ U , to U \ {z} jest
obszarem.

De�nicja. Niech A ⊂ C̄. Zbiór spójny S ⊂ A jest skªadow¡ zbioru A,
gdy ka»dy zbiór spójny zawieraj¡cy S i zawarty w A jest równy zbiorowi
S.

Zbiór B ⊂ C̄ nie rozcina pªaszczyzny, gdy C̄ \B jest spójny.

Fakt 1.4 Obszar jest jednospójny wtedy i tylko wtedy, gdy jest obszarem
który nie rozcina pªaszczyzny.

Przykªady.

• ∅, C̄, D(z0, r),C nie rozcinaj¡ pªaszczyzny

• Pier±cie« P (z0; r, R) = {z ∈ C | r < |z − z0| < R}, gdzie 0 ≤ r <

R, rozcina pªaszczyzn¦

• D(0, 100) \ (D(4, 1) ∪D(−4, 1)) rozcina pªaszczyzn¦

Twierdzenie 1.5 Niech U ⊂ C̄ b¦dzie niepustym wªa±ciwym zbiorem
otwartym. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) U nie rozcina pªaszczyzny,

(ii) ka»da skªadowa U jest jednospójnym obszarem,

(iii) ka»da skªadowa U jest homeomor�czna z koªem jednostkowym,

(iv) ka»da skªadowa U ma w C̄ spójny brzeg,

(v) je»eli U ⊂ C, to dla ka»dej zamkni¦tej drogi γ zawartej w U oraz
ka»dego a ∈ C \ U , Indγ(a) = 0.

De�nicja. Niech f ∈ H(U), i niech z0 ∈ C.

• Je»eli z0 ∈ U , to z0 nazywamy punktem regularnym funkcji f(z).

• Je»eli z0 6∈ U oraz D′(z0, r) ⊂ U dla pewnego r > 0, to z0 nazy-
wamy punktem osobliwym odosobnionym funkcji f(z). Wtedy

f(z) =
∞∑

j=−∞
cj(z − z0)

j dla z ∈ D′(z0, r).
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• Szereg
∑∞

j=0 cj(z− z0)
j jest zbie»ny w D(z0, r), i nosi nazw�e cz�e±ci

regularnej funkcji f(z) w punkcie z0.

• Szereg
∑∞

j=1 c−j(z − z0)
−j jest zbie»ny dla z 6= z0, i nosi nazw�e

cz�e±ci osobliwej funkcji f(z) w punkcie z0.

Przykªad. Dla f = cos(z) + sin(1/z), z0 = π jest punktem regular-
nym, z0 = 0 jest punktem osobliwym odosobnionym.

• Je»eli c−1 = c−2 = · · · = 0 to mówimy, »e z0 jest punktem pozornie
osobliwym, lub »e f(z) ma w z0 osobliwo±¢ usuwaln�a.

Przykªad. Funkcja sin(z)/z, która jest holomor�czna na C \ {0}, ma
w z0 = 0 osobliwo±¢ usuwaln�a.

• Je»eli c−m 6= 0 oraz c−m−1 = c−m−2 = · · · = 0, to z0 nazywamy
biegunem m�krotnym lub biegunem rz�edu m.

• Je»eli cz�e±¢ osobliwa zawiera niesko«czenie wiele wyrazów, to z0

nazywamy punktem istotnie osobliwym funkcji f(z).

Przykªad.

f(z) =
cos z

z2
=

1

z2
− 1

2!
+

1

4!
z2 − 1

6!
z4 − · · ·

ma 2-krotny biegun w z0 = 0.

f(z) = sin
1

z
=

1

z
− 1

3! z3
+

1

5! z5
− · · ·

ma punkt istotnie osobliwy w z0 = 0.

De�nicja. Funkcja f jest meromor�czna w punkcie z0 ∈ C, je»eli z0

jest punktem regularnym, pozornie osobliwym lub biegunem funkcji f .
Krotno±ci¡ (rz¦dem) funkcji meromor�cznej f w punkcie z0 (niezero-

wej w pewnym s¡siedztwie punktu z0) nazywamy tak¡ liczb¦ caªkowit¡
m, »e

f(z) =
∞∑
j=m

aj(z − z0)
j , am 6= 0

w s¡siedztwie punktu z0.
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Fakt 1.6 Funkcja f (niezerowa w pewnym s¡siedztwie punktu z0) jest
meromor�czna w punkcie z0 i ma krotno±¢ m wtedy i tylko wtedy, gdy

f(z) = (z − z0)
mg(z) ,

gdzie g jest holomor�czna w pewnym s¡siedztwie punktu z0 oraz g(z0) 6=
0.

Fakt 1.7 Je»eli f jest meromor�czna i niezerowa w pewnym s¡siedztwie
koªowym punktu z0, to 1/f te» jest meromor�czna w punkcie z0.

Fakt 1.8 Je»eli punkt z0 jest punktem regularnym, to jest onm-krotnym
zerem funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy z0 jest m-krotnym biegunem
funkcji 1/f .

Je»eli z0 jest m-krotnym biegunem funkcji f , to 1/f mo»na przedªu-
»y¢ do funkcji maj¡cej w z0 m-krotne zero.

Twierdzenie 1.9 (Casorati-Weierstrass) Zaªó»my, ze z0 jest punk-
tem istotnie osobliwym funkcji f . Wtedy zbiór warto±ci przyjmowanych
przez f w dowolnym s¡siedztwie koªowym punktu z0 jest g¦sty w C, tzn.

∀ r > 0 ∀ ε > 0 ∀w ∈ C ∃ z ∈ D′(z0, r) : |f(z)− w| < ε .

Wniosek 1.10 Je»eli z0 jest punktem istotnie osobliwym funkcji f , to
funkcja f nie ma granicy w z0.

Je»eli z0 jest pozornie osobliwy, to istnieje limz→z0 f(z) ∈ C.
Je»eli z0 jest biegunem, to limz→z0 f(z) =∞.

De�nicja. Funkcja f jest meromor�czna na zbiorze otwartym U ⊂ C,
je»eli ka»dy punkt z U jest punktem regularnym, pozornie osobliwym,
lub biegunem funkcji f . (Wi¦c f mo»e nie by¢ okre±lona na caªym
zbiorze U .) Piszemy wtedy f ∈M(U).

Przykªad.

f(z) =
sin z

z(z − 1)

jest meromor�czna na C.

De�nicja. Niech A ⊂ C b¦dzie dowolnym podzbiorem. Powiemy, »e
funkcja f jest meromor�czna na A, je»eli istnieje otwarty zbiór U ⊃ A
oraz F ∈M(U) taka, »e F |A = f .
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M(U) ze zwykªymi dziaªaniami dodawania i mno»enia, jest pier-
±cieniem i C-algebr¡ (tzn. dla f, g ∈ M(U), α, β ∈ C: αf + βg ∈
M(U), f · g ∈M(U)).

�wiczenie 1.11 Je»eli f ∈ M(U) nie znika to»samo±ciowo na »adnej
skªadowej U , to 1/f ∈M(U).

Wi¦c je»eli U jest obszarem, toM(U) jest ciaªem.

�wiczenie 1.12 Je»eli U jest obszarem oraz f ∈M(U) przyjmuje war-
to±¢ zero na ci¡gu punktów maj¡cym granic¦ nale»¡c¡ do U , to f jest
wsz¦dzie równa zero na U .

�wiczenie 1.13 (Twierdzenie o identyczno±ci) Je»eli U jest obsza-
rem oraz f, g ∈ M(U) przyjmuj¡ te same warto±ci na ci¡gu punktów
maj¡cym granic¦ nale»¡c¡ do U , to f ≡ g na U .

2 Gaª¡¹ argumentu i logarytmu funkcji

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

• A ∈ R jest argumentem liczby z 6= 0

• z = (cosA+ i sinA)|z|

• z/|z| = cosA+ i sinA

• z/|z| = ei A

De�nicja. Niech U ⊂ C, oraz niech f : U → C\{0} b¦dzie ci¡gªa. Ga-
ª¦zi¡ argumentu funkcji f na zbiorze U nazywamy ka»d¡ funkcj¦ ci¡gª¡
A : U → R tak¡, »e

ei A(z) ≡ f(z)

|f(z)|
.

Fakt 2.1 Je»eli A = A(z) jest gaª¦zi¡ argumentu, to

L(z) = ln |f(z)|+ i A(z)

jest gaª¦zi¡ logarytmu funkcji f na zbiorze U , tzn. jest tak¡ funkcj¡
ci¡gª¡ L : U → C, »e

eL(z) ≡ f(z) .
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�wiczenie 2.2 Je»eli L = L(z) jest gaª¦zi¡ logarytmu funkcji f , to
A(z) = ImL(z) jest gaª¦zi¡ argumentu tej funkcji.

Fakt 2.3 Dwie gaª¦zie argumentu (odp. logarytmu) funkcji f na zbiorze
spójnym U ró»ni¡ si¦ o caªkowit¡ wielokrotno±¢ 2π (odp. 2π i).

Lemat 2.4 Je»eli f jest holomor�czna oraz f ′

f ma holomor�czn¡ funk-
cj¦ pierwotn¡, to w U istnieje gaª¡¹ logarytmu funkcji f b¦d¡ca funkcj¡
holomor�czn¡.

Twierdzenie 2.5 Je»eli f jest funkcj¡ holomor�czn¡ w jednospójnym
obszarze U nie przyjmuj¡c¡ nigdzie warto±ci zero, to w U istnieje gaª¡¹
logarytmu f b¦d¡ca funkcj¡ holomor�czn¡.

Wniosek 2.6 W tym przypadku ka»da gaª¡¹ logarytmu jest holomor-
�czna.

Fakt 2.7 W zbiorze otwartym jednospójnym U ⊂ C \ {0} istnieje L(z)
- gaª¡¹ logarytmu funkcji z. Ponadto L′(z) = 1

z .
(Je»eli U nie jest jednospójny, ale »adna droga zamkni¦ta zawarta w

U nie nawija si¦ wokóª zera, to teza te» jest speªniona.)
Gaª�a¹ logarytmu funkcji z w niejednospójnym obszarze C \ {0} nie

istnieje!

Twierdzenie 2.8 Je»eli f jest funkcj¡ holomor�czn¡ w jednospójnym
obszarze U nie przyjmuj¡c¡ nigdzie warto±ci zero, to dla dowolnej liczby
naturalnej k w zbiorze U istnieje gaª¡¹ k-tego pierwiastka k

√
f b¦d¡ca

funkcj¡ holomor�czn¡, tzn. istnieje taka funkcja p(z) ∈ H(U), »e

[p(z)]k ≡ f(z) .

Wtedy p′(z) = 1
k
f ′(z)
f(z) p(z).

3 Homogra�e

De�nicja. Je»eli a, b, c, d ∈ C oraz ad− bc 6= 0, to funkcj¦

h(z) =
az + b

cz + d

nazywamy homogra�¡.
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Je»eli c = 0, wtedy a 6= 0, d 6= 0 oraz

h(z) =
(a
d

)
z +

b

d

jest przeksztaªceniem liniowym. Je»eli dodatkowo zaªo»ymy, »e h(∞) =
∞, to zde�niujemy przeksztaªcenie h : C̄→ C̄.

Je»eli c 6= 0 oraz dodatkowo zaªo»ymy, »e

h

(
−d
c

)
=∞, h(∞) =

a

c
,

to równie» h : C̄→ C̄.
W obu przypadkach homogra�a de�niuje przeksztaªcenie C̄→ C̄.

�wiczenie 3.1 Ka»da homogra�a jest homeomor�zmem (i dy�eomor-
�zmem) C̄→ C̄.

Fakt 3.2 Ka»de przeksztaªcenie liniowe h(z) = az + c jest zªo»eniem
jednokªadno±ci, obrotu, i przesuni¦cia.

De�nicja. Przeksztaªcenie h(z) = 1
z nazywamy inwersj¡.

Twierdzenie 3.3 Ka»da homogra�a jest zªo»eniem sko«czonej ilo±ci
przeksztaªce« liniowych i inwersji.

Lemat 3.4 Je»eli B = b1 + i b2, z = x+ i y, to

Bz + B̄z̄ = 2 b1x− 2 b2y.

Lemat 3.5 Je»eli A ∈ R, to Azz̄ = A(x2 + y2).

Twierdzenie 3.6 Je»eli A,C ∈ R, B ∈ C oraz |B|2 − AC > 0, to

Azz̄ +Bz + B̄z̄ + C = 0

jest ogólnym równaniem prostej, gdy A = 0, lub okr¦gu gdy A 6= 0.

De�nicja. Okr¦giem uogólnionym w C̄ nazywamy ka»dy okr¡g w C,
lub prost¡ w C z doª¡czonym punktem ∞.

Twierdzenie 3.7 Homogra�a przeksztaªca okr¡g uogólniony na okr¡g
uogólniony.

Fakt 3.8 Inwersja w = 1
z jest wzajemnie jednoznacznym przeksztaª-

ceniem C̄ → C̄. Odwzorowaniem odwrotnym do inwersji w = 1
z jest

inwersja z = 1
w .

Wi¦c ka»da homogra�a jest wzajemnie jednoznacznym przeksztaªce-
niem C̄→ C̄, odwzorowanie odwrotne do homogra�i jest te» homogra�¡
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4 Twierdzenie Rouchégo

Lemat 4.1 Niech f b¦dzie funkcj¡ meromor�czn¡ w obszarze U . Je»eli
f 6≡ 0, to f ′/f jest meromor�czna i ma jednokrotne bieguny dokªadnie
w tych punktach, które s¡ zerami lub biegunami funkcji f .

W ka»dym z tych punktów resz0
f ′

f jest równe krotno±ci funkcji f w
punkcie z0.

Niech Ω ⊂ C b¦dzie takim zbiorem zwartym, »e ∂Ω jest sko«czon¡
sum¡ rozª¡cznych dróg Jordana.

Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ meromor�czn¡ na Ω nie maj¡c¡ zer ani
biegunów na ∂Ω.

�wiczenie 4.2 Zbiór zer i biegunów nale»¡cych do Ω jest sko«czony.

Lemat 4.3 Niech M b¦dzie sum¡ krotno±ci zer funkcji f (tylko tych
nale»¡cych do Ω), a N sum¡ krotno±ci biegunów.

Wtedy
1

2πi

∫
∂Ω

f ′(z) dz

f(z)
= M −N .

Twierdzenie 4.4 (Rouché) Je»eli f, g ∈ H(Ω) oraz

|g(z)| < |f(z)| dla z ∈ ∂Ω ,

to funkcja f ma sko«czon¡ ilo±¢ zer w Ω \ ∂Ω oraz suma f + g ma w
Ω \ ∂Ω tyle samo zer co funkcja f , z uwzgl¦dnieniem ich krotno±ci.

Twierdzenie 4.5 (Zasada argumentu) Niech Ω ⊂ C b¦dzie takim
zbiorem zwartym, »e ∂Ω jest sko«czon¡ sum¡ rozª¡cznych dróg Jordana
γ1 + · · ·+ γs.

Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ meromor�czn¡ na Ω nie maj¡c¡ zer ani
biegunów na ∂Ω. Zbiór zer i biegunów nale»¡cych do Ω jest sko«czony.
Niech M b¦dzie sum¡ krotno±ci zer funkcji f (tylko tych nale»¡cych do
Ω), a N sum¡ krotno±ci biegunów.

Wtedy βk = f ◦ γk, dla 1 ≤ k ≤ s, s¡ takimi drogami, »e 0 6∈ β∗k,
wi¦c indeks Indβk(0) punktu 0 wzgl¦dem drogi βk jest dobrze okre±lony.
Ponadto

M −N =
s∑

k=1

Indβk(0) .



Funkcje Analityczne II � Notatki do wykªadu, Instytut Matematyki UG 9

5 Zasada Ekstremum

De�nicja. Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ w otwartym otoczeniu
punktu z0 oraz niech w0 = f(z0). Funkcja f przyjmuje w z0 warto±¢
w0 m-krotnie, gdy funkcja f(z)−w0 ma w tym punkcie m-krotne zero.

(Poniewa» f(z0)− w0 = w0 − w0 = 0, wi¦c zawsze m ≥ 1.) Wtedy

f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) 6= 0 .

Twierdzenie 5.1 Je»eli f przyjmuje w z0 warto±¢ w0 m-krotnie, to

∃ r0 ∀ 0 < r < r0 ∃ η > 0 takie, »e

(i) f−1(w0) ∩D(z0, r) = {z0},

(ii) dla ka»dego w ∈ D′(w0, η), #(f−1(w) ∩D(z0, r)) = m.

Twierdzenie 5.2 Je»eli f ∈ H(U) nie jest staªa na »adnej skªadowej
zbioru otwartego U , to dla ka»dego zbioru otwartego U ′ ⊂ U , obraz
f(U ′) jest otwarty w C.

Wniosek 5.3 (Zasada Ekstremum) Je»eli zbiór U jest otwarty oraz
funkcja holomor�czna f ∈ H(U) nie jest staªa na »adnej skªadowej
zbioru U , to w »adnym punkcie zbioru U

• cz¦±¢ rzeczywista funkcji f(z)

• cz¦±¢ urojona funkcji f(z)

nie osi¡ga ekstremum, za±

• |f(z)| � moduª funkcji f(z)

nie osiaga maksimum.
Je»eli ponadto f(z) nie przyjmuje warto±ci zero w »adnym punkcie

zbioru U , to moduª funkcji, czyli |f(z)|, nie osi¡ga te» minimum w
»adnym punkcie zbioru U .

Wniosek 5.4 Je»eli Ω jest zbiorem zwartym oraz f ∈ H(Ω) nie jest
staªa na »adnej skªadowej zbioru Ω,to

• cz¦±¢ rzeczywista funkcji f(z)

• cz¦±¢ urojona funkcji f(z)
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• |f(z)| � moduª funkcji f(z)

osi¡ga maksimum (oraz minimum w dwóch pierwszych przypadkach) wy-
ª¡cznie w punktach nale»¡cych do ∂Ω = Ω \ int(Ω).

Podobnie minimum |f(z)|, o ile f nie przyjmuje warto±ci zero w
»adnym punkcie zbioru int(Ω).

Wi�ec je»eli teza tego wniosku nie jest speªniona, to funkcja f jest
staªa na której± skªadowej zbioru Ω !

Twierdzenie 5.5 (O lokalnym odwracaniu funkcji) Je»eli f jest ho-
lomor�czna w z0 oraz f ′(z0) 6= 0, to istnieje zbiór otwarty U0 3 z0 oraz
zbiór otwarty V0 3 w0 = f(z0) takie, »e f : U0 → V0 jest odwzorowa-
niem odwracalnym (nawet homeomor�zmem), ponadto f−1 : V0 → U0

jest klasy C∞.

�wiczenie 5.6 f−1 : V0 → U0 jest holomor�czna.

6 Twierdzenie Hurwitza

Twierdzenie 6.1 (Hurwitz) Niech (fn)
∞
n=1 b¦dzie ci¡giem funkcji ho-

lomor�cznych w zbiorze U zbie»nym jednostajnie do funkcji f (która
wtedy musi by¢ holomor�czna).

Je»eli f ma w punkcie z0 m-krotne zero, to w ka»dym dostatecznie
maªym kole o ±rodku w z0 prawie wszystkie funkcje fn maj¡ dokªadnie
m zer (z uwzgl¦dnieniem ich krotno±ci).

Fakt 6.2 Niech (fn)
∞
n=1 b¦dzie ci¡giem funkcji holomor�cznych i ró»no-

warto±ciowych w obszarze U zbie»nym jednostajnie do funkcji f .
Wtedy f jest staªa lub ró»nowarto±ciowa.

Powy»sze twierdzenia s¡ speªnione równie» wtedy, gdy ci¡g (fn) jest
niemal jednostajnie zbie»ny.

De�nicja. Ci�ag funkcji fn okre±lonych na otwartym zbiorze U jest
niemal jednostajnie zbie»ny do funkcji f , gdy

∀ zbioru zwartego K ⊂ U, ∀ ε > 0

∃ N ∀ z ∈ K ∀ n ≥ N |fn(z)− f(z)| < ε.
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Wniosek 6.3 Ci�ag funkcji fn jest niemal jednostajnie zbie»ny do f
wtedy i tylko wtedy, gdy fn jest jednostajnie zbie»ny do f na ka»dym
zbiorze zwartym K ⊂ U .

Twierdzenie 6.4 (Tw. Weierstrassa) Zaªó»my, »e fn ∈ H(U) oraz
fn → f niemal jednostajnie.

Wtedy f ∈ H(U), oraz f ′n → f ′ niemal jednostajnie.

Twierdzenie 6.5 (Hurwitz) Niech (fn)
∞
n=1 b¦dzie ci¡giem funkcji ho-

lomor�cznych w zbiorze U zbie»nym niemal jednostajnie do funkcji f
(która wtedy musi by¢ holomor�czna).

Je»eli f ma w punkcie z0 m-krotne zero, to w ka»dym dostatecznie
maªym kole o ±rodku w z0 prawie wszystkie funkcje fn maj¡ dokªadnie
m zer (z uwzgl¦dnieniem ich krotno±ci).

Fakt 6.6 Niech (fn)
∞
n=1 b¦dzie ci¡giem funkcji holomor�cznych i ró»no-

warto±ciowych w obszarze U zbie»nym niemal jednostajnie do funkcji f .
Wtedy f jest staªa lub ró»nowarto±ciowa.

7 Rodziny normalne

Twierdzenie 7.1 (Arzeli, Ascoli) Zaªó»my, »e K jest przestrzeni¡
zwart¡. Niech S b¦dzie rodzin¡ jednakowo ci¡gªych funkcji K → C,
tzn.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ f ∈ S ∀ x, x′ ∈ K :

d(x, x′) < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε ,

które s¡ wspólnie ograniczone, tzn.

∃ M > 0 ∀ x ∈ K ∀ f ∈ S : |f(x)| < M .

Wówczas ka»dy ci¡g (fn) ⊂ S posiada podci¡g jednostajnie zbie»ny
na K.

De�nicja. Niech R ⊂ H(U). Rodzina R jest rodzin¡ normaln¡, je»eli
z ka»dego ci¡gu funkcji nale»¡cych do R mo»na wybra¢ podci¡g niemal
jednostajnie zbie»ny na U .

Rodzina R jest niemal ograniczona na U , je»eli dla ka»dego zbioru
zwartego K ⊂ U istnieje staªa M = M(K) taka, »e

∀ z ∈ K ∀ f ∈ R |f(z)| < M.
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Fakt 7.2 Je»eli rodzina R ⊂ H(U) jest niemal ograniczona oraz K ⊂
U jest zbiorem zwartym, to z ka»dego ciagu funkcji nale»¡cych do R
mo»na wybra¢ podci¡g jednostajnie zbie»ny na K.

Twierdzenie 7.3 (Stieltjes-Osgood, Montel) Ka»da rodzina R ⊂
H(U) niemal ograniczona na U jest normalna.

8 Lemat Schwarza

Twierdzenie 8.1 (Lemat Schwarza) Niech f ∈ H(D(0, R)). Je»eli
f(0) = 0 oraz |f(z)| ≤M dla z ∈ D(0, R), to

(i) |f ′(0)| ≤M/R,

(ii) |f(z)| ≤ (M/R)|z| dla z ∈ D(0, R).

W nierówno±ciach (i) lub (ii) zachodzi równo±¢ dla pewnego z0 6= 0
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje θ ∈ R takie, »e funkcja f ma posta¢
f(z) = (M/R)eiθz.

9 Odwzorowania konforemne

Fakt 9.1 Je»eli U ⊂ C jest otwarty oraz f : U → C jest holomor�czna
i ró»nowarto±ciowa, to dla ka»dego z ∈ U mamy f ′(z) 6= 0.

Fakt 9.2 Je»eli U ⊂ C jest otwarty oraz f : U → C jest holomor�czna
i ró»nowarto±ciowa, to W = f(U) jest otwarty oraz f−1 : W → U jest
holomor�czna.

Wniosek 9.3 Je»eli f jest holomor�czna w punkcie z0 oraz f ′(z0) 6= 0,
to w pewnym kole D(w0, η) (gdzie w0 = f(z0)) istnieje holomor�czna
funkcja odwrotna f−1 taka, »e (f−1)′(w0) = 1/f ′(z0).

De�nicja. Niech U,W ⊂ C b¦d¡ zbiorami otwartymi. Funkcja
h : U → W odwzorowuje konforemnie U na W , gdy h jest ró»nowarto-
±ciow¡ funkcj¡ holomor�czn¡.

Mówimy wtedy, »e h jest odwzorowaniem konforemnym.

Wniosek 9.4 h−1 : W → U jest te» odwzorowaniem konforemnym.
Ponadto h : U → W jest homeomor�zmem.
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Fakt 9.5 Je»eli U ⊂ C jest zbiorem otwartym nie rozcinaj¡cym pªasz-
czyzny oraz U 6= C, to istnieje odwzorowanie konforemne zbioru U na
taki zbiór W ⊂ C, »e C \W ma niepuste wn¦trze.

Niech K = D(0, 1) = {z ∈ C | |z| < 1} oznacza koªo jednostkowe o
±rodku w zerze i promieniu 1.

Fakt 9.6 Je»eli U ⊂ C jest otwarty oraz C\U ma niepuste wn¦trze, to
istnieje podzbiór otwarty W ⊂ K i odwzorowanie konforemne h : U →
W .

Fakt 9.7 Jedynymi odwzorowaniami konforemnymi K na K s¡ homo-
gra�e postaci

h(z) = eiθ
z − a
1− āz

,

gdzie θ ∈ R oraz |a| < 1.

Fakt 9.8 Je»eli h : K → K jest odwzorowaniem konforemnym, takim
»e h(0) = 0, to h(z) = eiθz.

Lemat 9.9 Je»eli a ∈ K, to

h0(z) =
z − a
1− āz

przeksztaªca konforemnie K → K oraz h0(a) = 0.

Twierdzenie 9.10 (Riemann) Niech wªa±ciwe podzbiory U,W ⊂ C
b¦d¡ obszarami jednospójnymi. Dla dowolnych a ∈ U , b ∈ W oraz
θ ∈ R istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie konforemne h : U → W
takie, »e h(a) = b oraz arg h′(a) = θ.

�wiczenie 9.11 Je»eli wªa±ciwy podzbiór U ⊂ C jest obszarem jedno-
spójnym, to nie istnieje odwzorowanie konforemne h : U → C.

�wiczenie 9.12 Je»eli h : C → C jest odwzorowaniem konforemnym,
to h(z) = az+b (a 6= 0). (Wskazówka: Przypadek istotnej osobliwo±ci w
punkcie∞ wykluczy¢ za pomoc¡ twierdzenia Casoratiego-Weierstrassa.)

�wiczenie 9.13 Ka»de odwzorowanie konforemne póªpªaszczyzny H =
{z ∈ C | Im z > 0} w siebie jest homogra�¡ postaci

h(z) =
az + b

cz + d
,

gdzie a, b, c, d s¡ takimi liczbami rzeczywistymi, »e ad− bc = 1.
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Twierdzenie 9.14 Je»eli h : U → W jest odwzorowaniem konforem-
nym, to h jest wsz¦dzie wiernok¡tne z zachowaniem zwrotu.

Przykªad. Funkcja f = z2 nie jest wiernok¡tna w punkcie z0 = 0.

�wiczenie 9.15 Je»eli f(z) jest funkcj¡ holomor�czn¡ oraz f ′(z0) = 0,
to funkcja f nigdy nie jest wiernok¡tna w punkcie z0.

Dla 0 < r < R niech P (0; r, R) = {z ∈ C | r < |z| < R}. Je»eli
λ > 0 to przeksztaªcenie z 7→ λz odwzorowuje konforemnie pier±cie«
P (0; r, R) na pier±cie« P (0;λr, λR) = P (0; r1, R1), i wtedy R1/r1 =
(λR)/(λr) = R/r.

Twierdzenie 9.16 Pier±cienie P (0; r1, R1) oraz P (0; r2, R2) s¡ konfo-
remnie równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy R1/r1 = R2/r2.

10 Aproksymacje funkcji holomor�cznych

Twierdzenie 10.1 (Runge) Niech K ⊂ C b¦dzie zbiorem zwartym,
oraz E b¦dzie zbiorem maj¡cym po jednym punkcie wspólnym z ka»d¡
skªadow¡ C̄ \K.

Dla dowolnej funkcji f holomor�cznej na K i dowolnej liczby ε > 0
istnieje funkcja wymierna Q(z) maj¡ca bieguny wyª¡cznie w zbiorze E
taka, »e

|f(z)−Q(z)| < ε dla z ∈ K .

Fakt 10.2 Niech K ⊂ C b¦dzie zbiorem zwartym nie rozcinaj¡cym
pªaszczyzny.

Dla dowolnej funkcji f holomor�cznej na K i dowolnej liczby ε > 0,
istnieje wielomian P (z) taki, »e

|f(z)− P (z)| < ε dla z ∈ K .

�wiczenie 10.3 Niech K = {z ∈ C | 1 ≤ |z| ≤ 2} b¦dzie zwartym
pier±cieniem rozcinaj¡cym pªaszczyzn¦. Funkcja f(z) = 1/z jest holo-
mor�czna na K.

Czy istnieje wielomian P (z) taki, »e |1/z − P (z)| < 1/100 dla z ∈
K?
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11 Funkcje harmoniczne

De�nicja. Funkcja rzeczywista u(x, y) dwóch zmiennych rzeczywistych
jest harmoniczna w zbiorze otwartym U ⊂ R2, je»eli jest klasy C2 oraz
speªnia równanie

4u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= u

′′

xx + u
′′

yy ≡ 0

zwane równaniem ró»niczkowym Laplace'a. Wyra»enie 4u nazywamy
laplasjanem funkcji u.

Przykªad.

• Funkcje ln(x2 + y2), x2 − y2 s¡ harmoniczne,

• funkcja x2 + y2 nie jest harmoniczna.

Fakt 11.1 (i) Ka»da funkcja staªa jest harmoniczna.

(ii) Je»eli u, v s¡ harmoniczne oraz a, b, c ∈ R, to funkcje au+b, u±v,
au+ bv + c s¡ harmoniczne.

Uwaga. Iloczyn dwóch funkcji harmonicznych mo»e nie by¢ funkcj¡
harmoniczn¡.

Fakt 11.2 Niech f = u+ iv b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na U . Wtedy
u oraz v s¡ harmoniczne na U .

Twierdzenie 11.3 Niech U ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym nie rozcina-
j¡cym pªaszczyzny.

Dla dowolnej funkcji harmonicznej u(x, y) na U istnieje f ∈ H(U)
taka, »e u = Re f .

Wniosek 11.4 Niech U ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym nie rozcinaj¡cym
pªaszczyzny.

Dla dowolnej funkcji harmonicznej u na zbiorze U istnieje funkcja v
harmoniczna na U taka, »e f = u+ i v jest holomor�czna na U .

Funkcj¦ v nazywamy funkcj¡ harmoniczn¡ sprz¦»on¡ z funkcj¡ u.

Wniosek 11.5 Funkcja harmoniczna jest klasy C∞.
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Twierdzenie 11.6 (O identyczno±ci) Je»eli funkcje harmoniczne u1, u2

w obszarze U s¡ równe na jakim± niepustym otwartym zbiorze A ⊂ U ,
to u1 ≡ u2 na caªym U .

Twierdzenie 11.7 (Zasada ekstremum) Funkcja harmoniczna u(x, y),
ró»na od staªej, nie osi¡ga w »adnym punkcie wewn¦trznym (x0, y0)
swego obszaru istnienia U ani warto±ci najwi¦kszej, ani najmniejszej.

Twierdzenie 11.8 (O warto±ci ±redniej dla funkcji harmonicznych)
Je»eli u(x, y) jest harmoniczna na U oraz a ∈ U , to dla dostatecznie
maªego r > 0:

u(a) =
1

2π

∫ 2π

0

u(a+ reit) dt .

(Mo»na dowie±¢, »e funkcje ci¡gªe które speªniaj¡ tez¦ Twierdzenia s¡
harmoniczne.)

�wiczenie 11.9 Udowodnij odpowiednik Wzoru Cauchy'ego dla funkcji
harmonicznych:

Je»eli u(x, y) = u(z) jest harmoniczna na U oraz punkt a ∈ U , to
dla dostatecznie maªego r > 0 oraz dowolnego z, takiego »e |z − a| < r,
zachodzi równo±¢

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0

r2 − |z − a|2

|reit − (z − a)|2
u(a+ reit) dt.

Niech U ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym i niech ϕ : ∂U → R b¦dzie
funkcj¡ ci¡gª¡.

Problem Dirichleta: Czy istnieje funkcja ci¡gªa u : Ū → R, która jest
harmoniczna w U taka, »e u | ∂U = ϕ ?

Twierdzenie 11.10 Problem Dirichleta ma rozwi¡zanie na ka»dym kole
D(a, r), tzn.:

Je»eli ϕ : ∂ D(a, r)→ R jest ci¡gªa, to funkcja u okre±lona wzorem

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0

r2 − |z − a|2

|reit − (z − a)|2
ϕ(a+ reit) dt

dla z ∈ D(a, r), oraz u(z) = ϕ(z) dla z ∈ ∂ D(a, r), jest harmoniczna
w D(a, r) oraz ci¡gªa na D̄(a, r).
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12 Konstrukcje funkcji

Twierdzenie 12.1 (Mittag-Le�er) Niech A b¦dzie podzbiorem zbioru
otwartego U , nie posiadaj�acym punktów skupienia w U .

Je»eli ka»demu punktowi a ∈ A przyporz¡dkujemy liczb¦ naturaln¡
m(a) i funkcj¦ wymiern¡ Pa postaci

Pa(z) =

m(a)∑
j=1

cj,a(z − a)−j, cj,a ∈ C,

to istnieje funkcja meromor�czna f na U , maj¡ca bieguny tylko w zbio-
rze A taka, »e dla ka»dego a ∈ A jej cz¦±¢ gªówna rozwini¦cia w szereg
Laurenta w punkcie a jest równa Pa(z).

Twierdzenie 12.2 (Weierstrass) Niech A b¦dzie podzbiorem zbioru
otwartego U , nie posiadaj�acym punktów skupienia w U .

Je»eli ka»demu punktowi a ∈ A przyporz¡dkujemy liczb¦ caªkowit¡
m(a) 6= 0, to istnieje funkcja meromor�czna f na U , maj¡ca zera oraz
bieguny tylko w zbiorze A, przy czym w punkcie a ∈ A ma ona krotno±¢
m(a).

Je»eli wszystkie m(a) s¡ dodatnie, to istnieje funkcja holomor�czna
na U maj¡ca w ka»dym punkcie a ∈ A zero krotno±ci m(a).

Twierdzenie 12.3 (Poincaré) Funkcja meromor�czna w zbiorze otwar-
tym U jest ilorazem dwóch funkcji holomor�cznych.

Twierdzenie 12.4 (Picard) Ka»da funkcja caªkowita, która nie jest
wielomianem, przyjmuje ka»d¡ warto±¢ (z wyj¡tkiem co najwy»ej
jednej) niesko«czenie wiele razy.

Przykªad. Funkcja ez nie przyjmuje nigdzie warto±ci zero. Ka»d¡ inn¡
warto±¢ przyjmuje niesko«czenie wiele razy.

13 O dowodzie Twierdzenia Riemanna

Niech K = D(0, 1) = {z ∈ C | |z| < 1} oznacza koªo jednostkowe o
±rodku w zerze i promieniu 1.
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Fakt 13.1 Niech U ⊂ C b¦dzie otwartym wªa±ciwym obszarem nie roz-
cinaj¡cym pªaszczyzny, tzn. U 6= C jest otwarty, jednospójny. We¹my
dowolny punkt a ∈ U .

Istnieje ró»nowarto±ciowa funkcja holomor�czna g : U → K taka, »e
g(a) = 0.

Z Faktu 9.1: g′(a) 6= 0.

Niech P b¦dzie rodzin¡ wszystkich ró»nowarto±ciowych funkcji holomor-
�cznych f : U → K takich, »e f(a) = 0.

Poniewa» g ∈ P , wi¦c rodzina P jest niepusta.

Fakt 13.2 Rodzina P jest rodzin¡ normaln¡, tzn z ka»dego ci¡gu (fn) ⊂
P mo»na wybra¢ podci¡g niemal jednostajnie zbie»ny na U .

Fakt 13.3 Zbiór {f ′(a) | f ∈ P} jest ograniczony.

Niech M = sup{|f ′(a)| : f ∈ P}. Wtedy

M ≥ |g′(a)| > 0 ,

oraz istnieje ci¡g (fn) ⊂ P taki, »e

lim |f ′n(a)| = M .

Na mocy Twierdzenia Stieltjesa-Osgood'a/Montela, mo»na zakªada¢, »e
ci¡g (fn) jest niemal jednostajnie zbie»ny do h ∈ H(U).

h(a) = lim fn(a) = lim 0 = 0.

Z Twierdzenia Weierstrassa, (f ′n) jest niemal jednostajnie zbie»ny do h′.

Lemat 13.4 h′(a) 6= 0, |h′(a)| = M .

Lemat 13.5 h jest ró»nowarto±ciowa.

Lemat 13.6 h(U) ⊂ K.

Fakt 13.7 h ∈ P.

Fakt 13.8 h(U) = K .



Fakt 13.9 Niech U ⊂ C b¦dzie otwartym obszarem nie rozcinaj¡cym
pªaszczyzny, U 6= C, oraz a ∈ U .

Wtedy istnieje odwzorowanie h przeksztaªcaj¡ce konforemnie U na
K takie, »e h(a) = 0.

Twierdzenie 13.10 (Riemanna o odwzorowaniu) Niech wªa±ciwe
podzbiory U,W ⊂ C b¦d¡ obszarami jednospójnymi. Dla dowolnych
a ∈ U , b ∈ W oraz θ ∈ R istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie
konforemne h : U → W takie, »e h(a) = b oraz arg h′(a) = θ.
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