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1 Podstawowe terminy

Definicja. C = CU{oo} - ptaszczyzna domknicta lub sfera Riemanna.
Zbior C nazywamy czasem plaszczyzng otwartq.

Fakt 1.1 Jezeli z1, 20 € C, to odlegtosé pomiedzy odpowiadajgcymi im
punktami na sferze wynosi

|21 — 29
\/1 + ‘21’2 . \/1 -+ |22‘2

Odlegtosé na sferze pomiedzy punktem odpowiadajgcym z € C oraz
punktem w nieskornczonosci oo wynosi

d(Zl, ZQ) =

1
VI1F|z)2

Ponadto zawsze d(z1,29) < 1, oraz d(z,00) < 1.

d(z,00) =

Fakt 1.2 Niech (z,) C C.

(1) Jezeli z € C, to
z, = z2wC < 2z, - zwC,

(ii) zn — o0 wC & |z,] S oo.

1
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Definicja. Zbiory otwarte i spojne w C nazywamy obszarami.

Fakt 1.3 Jezeli U C C jest obszarem oraz z € U, to U\ {z} jest
obszarem.

Definicja. Niech A C C. Zbior spéjny S C A jest sktadowq zbioru A,
gdy kazdy zbior spojny zawierajacy S i1 zawarty w A jest rowny zbiorowi
S.

Zbior B C C nie rozcina plaszczyzny, gdy C\ B jest spojny.

Fakt 1.4 Obszar jest jednospojny wtedy @ tylko wtedy, gdy jest obszarem
ktory mie rozcina ptaszczyzny.

Przyklady.
e 0, C, D(zy,),C nie rozcinaja plaszczyzny

e Pierscienn P(zp;r,R) ={2€ C|r < |z — 2| < R}, gdzie 0 <r <
R, rozcina ptlaszczyzne

e D(0,100) \ (D(4,1) U D(—4,1)) rozcina plaszczyzne
Twierdzenie 1.5 Niech U C C bedzie niepustym wtasciwym zbiorem
otwartym. Nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(1) U nie rozcina ptaszczyzny,

(i1) kazda sktadowa U jest jednospdjnym obszarem,
(111) kazda sktadowa U jest homeomorficzna z kotem jednostkowym,
(iv) kazda sktadowa U ma w C spdjny brzeg,

(v) jezeli U C C, to dla kazdej zamknietej drogi v zawartej w U oraz
kazdego a € C\ U, Ind,(a) = 0.

Definicja. Niech f € H(U), i niech 2, € C.
o Jezeli zg € U, to zy nazywamy punktem regularnym funkcji f(z).

o Jezeli zy & U oraz D'(zy,r) C U dla pewnego r > 0, to 2y nazy-
wamy punktem osobliwym odosobnionym funkcji f(z). Wtedy

oo

f(z) = Z cj(z — z)’ dla z € D'(z,7).

j=—0
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o Szereg ) cj(2 — 20)7 jest zbieiny w D(z0, 1), i nosi nazwe czgsci
reqularnej funkcji f(z) w punkcie z.

e Szereg Z;’;l c_j(z — z9) 7 jest zbiezny dla z # z, 1 nosi nazwe
cze$ci osobliwej funkeji f(z) w punkcie z.
Przyklad. Dla f = cos(z) + sin(1/z), 2y = 7 jest punktem regular-

nym, zo = 0 jest punktem osobliwym odosobnionym.

e Jezelic 1 =c_o=---=0toméwimy, ze zy jest punktem pozornie
osobliwym, lub ze f(z) ma w zy osobliwo$é usuwalng.

Przyktad. Funkcja sin(z)/z, ktora jest holomorficzna na C\ {0}, ma
w 29 = 0 osobliwo$é usuwalna.

o Jezeli ¢, # 0 oraz ¢y 1 = C_yypg = --- = 0, to 2y nazywamy
biegunem m—krotnym lub biegunem rzedu m.

e Jezeli cze$¢ osobliwa zawiera nieskonczenie wiele wyrazow, to zg
nazywamy punktem istotnie osobliwym funkcji f(z).

Przyklad.

cosz 1 1 1, 1,

fO="2 =g "aty &

ma 2-krotny biegun w zg = 0.
1 1 1 1
f(z) =sin— = -

z 2_3!z3+5!z5_

ma punkt istotnie osobliwy w zy = 0.

Definicja. Funkcja f jest meromorficzna w punkcie zy € C, jezeli z
jest punktem regularnym, pozornie osobliwym lub biegunem funkcji f.
Krotnoscig (rzedem) funkcji meromorficznej f w punkcie 2z (niezero-
wej w pewnym sasiedztwie punktu zp) nazywamy taka liczbe catkowita
m, ze
o0
Zaj z—2) , an#0
j=m

w sasiedztwie punktu zj.
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Fakt 1.6 Funkcja f (niezerowa w pewnym sqsiedztwie punktu zy) jest
meromorficzna w punkcie zo © ma krotnosé m wtedy i tylko wtedy, gdy

f(z) = (2= 20)"g(2) ,

gdzie g jest holomorficzna w pewnym sqsiedztwie punktu zy oraz g(zo) #
0.

Fakt 1.7 Jezeli f jest meromorficzna i niezerowa w pewnym sqsiedztwie
kotowym punktu zy, to 1/ f tez jest meromorficzna w punkcie z.

Fakt 1.8 Jezeli punkt zy jest punktem regularnym, to jest on m-krotnym
zerem funkcyi f wtedy 1 tylko wtedy, gdy zy jest m-krotnym biequnem
funkeji 1/ f.

Jezeli zy jest m-krotnym biegunem funkcji f, to 1/f mozna przedtu-
zyc¢ do funkcyi majgcej w zg m-krotne zero.

Twierdzenie 1.9 (Casorati-Weierstrass) Zaldzmy, ze zy jest punk-
tem istotnie osobliwym funkcyi f. Wtedy zbior wartosci przyjmowanych
przez [ w dowolnym sqsiedztwie kotowym punktu zy jest gesty w C, tzn.

Vr>0Ve>0 VweC JzeD(z,r) : |f(z)—w|<ce.

Whiosek 1.10 Jezeli zy jest punktem istotnie osobliwym funkcji f, to
funkcja f nie ma granicy w zy.

Jezeli zy jest pozornie osobliwy, to istnieje lim,_,, f(z) € C.

Jezeli zy jest biegunem, to lim,_,., f(z) = oo.

Definicja. Funkcja f jest meromorficzna na zbiorze otwartym U C C,
jezeli kazdy punkt z U jest punktem regularnym, pozornie osobliwym,
lub biegunem funkeji f. (Wiec f moze nie by¢ okreslona na calym

zbiorze U.) Piszemy wtedy f € M(U).

Przyklad. .
sin z

jest meromorficzna na C.

Definicja. Niech A C C bedzie dowolnym podzbiorem. Powiemy, ze
funkcja f jest meromorficzna na A, jezeli istnieje otwarty zbior U D A
oraz F' € M(U) taka, ze F|A = f.
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M(U) ze zwyklymi dziataniami dodawania i mnozenia, jest pier-
cieniem i C-algebra (tzn. dla f,g € M(U), a,8 € C: af + g €
M(U), f-g€ MU)).

Cwiczenie 1.11 Jezeli f € M(U) nie znika toisamosciowo na Zadnej
sktadowej U, to 1/f € M(U).
Wiec jezeli U jest obszarem, to M(U) jest ciatem.

Cwiczenie 1.12 Jezeli U jest obszarem oraz f € M(U) prazyjmuje war-
tosé zero na ciggu punktow majgcym granice nalezgeq do U, to [ jest
wszedzie rowna zero na U.

Cwiczenie 1.13 (Twierdzenie o identycznosci) Jezeli U jest obsza-
rem oraz f,g € M(U) przyjmujg te same wartosci na ciggu punktow
majgcym granice nalezgeq do U, to f =g na U.

2 Galaz argumentu i logarytmu funkcji

Nastepujace warunki sg rownowazne:
e A € R jest argumentem liczby z # 0
o 2 = (cosA+isinA)|z|
e z/|z| =cos A+isin A

A

o z/|z] = ¢

Definicja. Niech U C C, oraz niech f : U — C\{0} bedzie ciagta. Ga-
tezig argumentu funkcji f na zbiorze U nazywamy kazda funkcje ciagla
A:U — R taka, ze

GiA(2) f(2)

£ (2)]
Fakt 2.1 Jezeli A = A(z) jest gatezig argumentu, to

L(z)=In|f(2)| +1iA(z)

jest gatezig logarytmu funkcji f na zbiorze U, tzn. jest takq funkcjq
ciggtg L - U — C, ze
el = f(2)
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Cwiczenie 2.2 Jeieli L = L(z) jest gatezig logarytmu funkcji f, to
A(z) = Im L(2) jest gatezig argumentu tej funkcji.

Fakt 2.3 Duwie gatezie argumentu (odp. logarytmu) funkcji f na zbiorze
spajnym U rézniq sie o catkowitq wielokrotnosé 2w (odp. 2m1i).

/

Lemat 2.4 Jezeli f jest holomorficzna oraz Fma holomorficzng funk-
cje prerwotng, to w U istnieje gatqZ logarytmu funkcyi f bedgca funkcjq
holomorficzng.

Twierdzenie 2.5 Jezeli f jest funkcjg holomorficzng w jednospojnym
obszarze U nie przyjmujgcq nigdzie wartosci zero, to w U istnieje gatgZ
logarytmu f bedgca funkcjg holomorficzng.

Wniosek 2.6 W tym przypadku kazda gatqeZ logarytmu jest holomor-
ficzna.

Fakt 2.7 W zbiorze otwartym jednospdjnym U C C\ {0} istnieje L(z)
- gatqZ logarytmu funkcji z. Ponadto L'(z) = %

(Jezeli U nie jest jednospdjny, ale zZadna droga zamknieta zawarta w
U nie nawija si¢ wokdt zera, to teza tez jest spetniona.)

GatgZ logarytmu funkcji z w niejednospdjnym obszarze C\ {0} nie
istnieje!

Twierdzenie 2.8 Jezeli f jest funkcjg holomorficzng w jednospajnym
obszarze U nie przyymujgce nigdzie wartosci zero, to dla dowolnej liczby
naturalnej k w zbiorze U istnieje gatqs k-tego pierwiastka /f bedgca
funkcja holomorficzng, tzn. istnieje taka funkcja p(z) € H(U), Ze

p(2)]" = f(2) .

Wtedy p'(z) = %f(z)p(z).

3 Homografie

Definicja. Jezeli a,b,c,d € C oraz ad — be # 0, to funkcje

az +b
cz +d

h(z) =

nazywamy homografiq.



Funkcje Analityczne II — Notatki do wykladu, Instytut Matematyki UG 7

Jezeli ¢ = 0, wtedy a # 0, d # 0 oraz

SNORS

jest przeksztalceniem liniowym. Jezeli dodatkowo zatozymy, ze h(oo) =
00, to zdefiniujemy przeksztatcenie h : C — C.
Jezeli ¢ # 0 oraz dodatkowo zalozymy, ze

h(-5) =00, he0 =1,

to rowniez h : C — C. ) )
W obu przypadkach homografia definiuje przeksztatcenie C — C.

Cwiczenie 3.1 Kazida homografia jest homeomorfizmem (i dyffeomor-

fizmem) C — C.

Fakt 3.2 Kazde przeksztatcenie liniowe h(z) = az + ¢ jest ztozeniem
jednoktadno$ci, obrotu, 1 przesuniecia.

Definicja. Przeksztalcenie h(z) = % nazywamy inwersjq.

Twierdzenie 3.3 Kazda homografia jest ztozeniem skoriczonej ilosci
przeksztatcen lintowych 1 inwersji.

Lemat 3.4 Jezeli B=0by+1by, 2 =x+ 1y, to
Bz + Bz =2bjx — 2 byy.

Lemat 3.5 Jezeli A € R, to Azz = A(z? + 9?).

Twierdzenie 3.6 Jezeli A,C € R, B € C oraz |B]* — AC > 0, to
AzZ+ Bz+Bz+C =0

jest ogolnym rownaniem prostej, gdy A =0, lub okrequ gdy A # 0.

Definicja. Okregiem wogdlnionym w C nazywamy kazdy okrag w C,
lub prosta w C z dotaczonym punktem oo.

Twierdzenie 3.7 Homografia przeksztatca okrgg uogolniony na okrgg
uogolniony.

Fakt 3.8 Inwersja w = % jest wzajemnie jednoznacznym przeksztat-
ceniem C — C. Odwzorowaniem odwrotnym do inwersji w = % jest
mwersja z = %

Wiec kazda homografia jest wzajemnie jednoznacznym przeksztatce-

niem C — C, odwzorowanie odwrotne do homografii jest tez homografiq
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4 Twierdzenie Rouchégo

Lemat 4.1 Niech f bedzie funkcjg meromorficzng w obszarze U. Jezeli
f#£0, to f'/f jest meromorficzna i ma jednokrotne bieguny doktadnie
w tych punktach, ktore sq zerama lub bieqgunami funkcyi f.

W kazdym z tych punktow resZOfTI jest rowne krotnosci funkcji f w
punkcie 2.

Niech © C C bedzie takim zbiorem zwartym, ze 0€) jest skonczong
suma roztacznych drog Jordana.

Zatozmy, ze f jest funkcja meromorficzng na €2 nie majacag zer ani
biegunéw na 0f).

Cwiczenie 4.2 Zbidr zer i biequndw nalezgcych do Q jest skoticzony.

Lemat 4.3 Niech M bedzie sumg krotnosci zer funkcji f (tylko tych
nalezgeych do Q2), a N sumg krotnosci biequndw.
Wtedy
1 fl(z)dz
2mi Joo  [(2)

Twierdzenie 4.4 (Rouché) Jezeli f,g € H(Q)) oraz

=M—-N .

9(2)| < [f(2)] dla z €%,

to funkcja f ma skoriczong ilo$é zer w 2\ 0 oraz suma f + g ma w
O\ 0 tyle samo zer co funkcja f, z vwzglednieniem ich krotnosci.

Twierdzenie 4.5 (Zasada argumentu) Niech Q@ C C bedzie takim
zbiorem zwartym, ze 0S) jest skoriczong sumq roztgceznych drog Jordana
Mot s

Zatozmy, ze f jest funkcjg meromorficzng na ) nie majgcg zer ani
biegunow na 0. Zbior zer i biegunow nalezgcych do € jest skoriczony.
Niech M bedzie suma krotnosci zer funkcji f (tylko tych nalezgceych do
Q), a N sumgq krotnosci biegunow.

Wtedy B, = fovy, dlal < k <'s, sq takimi drogami, ze 0 &€ B},
wiec indeks Indg, (0) punktu 0 wzgledem drogi By, jest dobrze okreslony.
Ponadto

M —N =) Inds(0) .
k=1
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5 Zasada Ekstremum

Definicja. Niech f bedzie funkcja holomorficzng w otwartym otoczeniu

punktu zy oraz niech wg = f(z). Funkcja f przyjmuje w zy wartosé

wo m-krotnie, gdy funkcja f(z) — wy ma w tym punkcie m-krotne zero.
(Poniewaz f(z9) — wy = wy — wy = 0, wiec zawsze m > 1.) Wtedy

flzo) == f"V(z) =0, f™(z)#0.
Twierdzenie 5.1 Jezeli [ przyjmuje w zg wartosé wy m-krotnie, to
drg VO<r<ry dn>0 takie, ze
(i) £~ (wo) O D(z0,7) = {20},
(ii) dla kazdego w € D'(wo,n), #(f H(w)N D(z,7)) = m.

Twierdzenie 5.2 Jezeli f € H(U) nie jest stata na zZadnej sktadowej

zbioru otwartego U, to dla kazdego zbioru otwartego U’ C U, obraz
f(U") jest otwarty w C.

Whiosek 5.3 (Zasada Ekstremum) Jezeli zbior U jest otwarty oraz
funkcja holomorficzna f € H(U) nie jest stata na zZadnej sktadowej
zbroru U, to w zadnym punkcie zbioru U

o cze$é rzeczywista funkcji f(2)

o cze$é urojona funkcji f(z)
nie osigga ekstremum, za$

o |f(2)| — modut funkcji f(2)

nie osiaga maksimum.

Jezeli ponadto f(z) nie przyjmuje wartosci zero w Zadnym punkcie
zbioru U, to modul funkcji, czyli |f(z)|, nie osigga tez minimum w
zadnym punkcie zbioru U.

Wnhiosek 5.4 Jezeli Q) jest zbiorem zwartym oraz f € H(S) nie jest
stata na zadnej sktadowey zbioru €2,to

o czeS¢ rzeczywista funkeji f(2)

o czeS¢ urojona funkcji f(z)
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o |f(2)| — modut funkcji f(2)

osiqgga maksimum (oraz minimum w dwdch pierwszych przypadkach) wy-
tacznie w punktach nalezgceych do 092 = Q \ int(€2).

Podobnie minimum |f(2)|, o ile f nie przyjmuje wartosci zero w
zadnym punkcie zbioru int(£2).

Wiec jezeli teza tego wniosku nie jest spetniona, to funkcja f jest
stata na ktorejs sktadowej zbioru €2 !

Twierdzenie 5.5 (O lokalnym odwracaniu funkcji) Jezeli f jest ho-
lomorficzna w zy oraz f'(z9) # 0, to istnieje zbior otwarty Uy 3 2y oraz
2bior otwarty Vo 3 wy = f(zo) takie, ze f: Uy — Vy jest odwzorowa-
niem odwracalnym (nawet homeomorfizmem), ponadto f=1 : Vo — Uy
jest klasy C*°.

Cwiczenie 5.6 f~':Vy — Uy jest holomorficzna.

6 'Twierdzenie Hurwitza

Twierdzenie 6.1 (Hurwitz) Niech (f,)°, bedzie ciggiem funkcji ho-
lomorficznych w zbiorze U zbieznym jednostagnie do funkcji f (ktora
wtedy musi byé holomorficzna).

Jezeli f ma w punkcie zy m-krotne zero, to w kazdym dostatecznie
matym kole o Srodku w zy prawie wszystkie funkcje f, majo doktadnie
m zer (z uwzglednieniem ich krotnosci).

Fakt 6.2 Niech ()52 bedzie ciggiem funkcji holomorficznych i rézno-
wartosciowych w obszarze U zbieznym jednostajnie do funkcji f.
Wtedy f jest stata lub roznowarto$ciowa.

Powyzsze twierdzenia sg spetnione rowniez wtedy, gdy ciag (f,) jest
niemal jednostajnie zbiezny.

Definicja. Ciag funkcji f,, okreslonych na otwartym zbiorze U jest
niemal jednostagnie zbiezny do tunkcji f, gdy

V zbioru zwartego K C U, Ve >0

AN VzeK Vn>N |fulz)— f(2)] <e
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Whniosek 6.3 Cigg funkcji f, jest niemal jednostajnie zbiezny do f
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f, jest jednostajnie zbiezny do f na kazdym
zbiorze zwartym K C U.

Twierdzenie 6.4 (Tw. Weierstrassa) Zatdzmy, ze f, € H(U) oraz
fn — [ niemal jednostajnie.
Wtedy f € H(U), oraz f — f' niemal jednostajnie.

Twierdzenie 6.5 (Hurwitz) Niech (f,)°, bedzie ciggiem funkcji ho-
lomorficznych w zbiorze U zbieznym niemal jednostajnie do funkcyi f
(ktdra wtedy musi byé holomorficzna).

Jezeli f ma w punkcie zy m-krotne zero, to w kazdym dostatecznie
matym kole o srodku w zy prawie wszystkie funkcje f, majo doktadnie
m zer (z wwzglednieniem ich krotnosci).

Fakt 6.6 Niech ()% bedzie ciggiem funkcji holomorficznych i rézno-
wartoSciowych w obszarze U zbieznym niemal jednostajnie do funkcyi f.
Wtedy f jest stata lub roznowarto$ciowa.

7 Rodziny normalne

Twierdzenie 7.1 (Arzeli, Ascoli) Zatdzmy, ze K jest przestrzenig
zwartg. Niech S bedzie rodzing jednakowo ciggtych funkcji K — C,
tzn.

Ve>0 36>0VfeS Va,2’eK :
d(xvx/) <o = |f(l‘) o f(l‘/)’ <&,
ktore sq wspolnie ograniczone, tzn.

AM>0VeeK VfeS : |flx))<M.

Wowczas kazdy cigg (fn) C S posiada podciqg jednostajnie zbiezny
na K.

Definicja. Niech R € H(U). Rodzina R jest rodzing normalng, jezeli
7z kazdego ciagu funkcji nalezacych do R mozna wybra¢ podcigg niemal
jednostajnie zbiezny na U.

Rodzina ‘R jest niemal ograniczona na U, jezeli dla kazdego zbioru
zwartego K C U istnigje stata M = M (K) taka, ze

VzeK VfeR |f(z)]< M.
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Fakt 7.2 Jezeli rodzina R C H(U) jest niemal ograniczona oraz K C
U jest zbiorem zwartym, to z kazdego ciagu funkcji nalezgcych do R
mozna wybraé podcigg jednostajnie zbiezny na K.

Twierdzenie 7.3 (Stieltjes-Osgood, Montel) Kazda rodzina R C
H(U) niemal ograniczona na U jest normalna.

8 Lemat Schwarza

Twierdzenie 8.1 (Lemat Schwarza) Niech f € H(D(0, R)). Jezeli
f(0) =0 oraz |f(2)| < M dla z € D(0,R), to

(i) 1£/(0)] < M/R,
(ii) | F(=)| < (M/R)|2| dla = € D(0, R).

W nierdwnosciach (i) lub (ii) zachodzi réwnosé dla pewnego zy # 0
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje 0 € R takie, zZe funkcja f ma postaé
f(z) = (M/R)e”z.

9 (Odwzorowania konforemne

Fakt 9.1 Jezeli U C C jest otwarty oraz f : U — C jest holomorficzna
i réznowartosciowa, to dla kazdego z € U mamy f'(z) # 0.

Fakt 9.2 Jezeli U C C jest otwarty oraz f : U — C jest holomorficzna
i réznowartosciowa, to W = f(U) jest otwarty oraz f~1: W — U jest
holomorficzna.

Whiosek 9.3 Jezeli f jest holomorficzna w punkcie zy oraz f'(z9) # 0,
to w pewnym kole D(wo,n) (gdzie wy = f(20)) istnieje holomorficzna
funkcja odwrotna f~ taka, ze (f1) (wo) = 1/f'(%).

Definicja. Niech U, W C C beda zbiorami otwartymi. Funkcja
h:U — W odwzorowuje konforemnie U na W, gdy h jest roznowarto-
sciowa funkcja holomorficzng.

Mowimy wtedy, ze h jest odwzorowaniem konforemnym.

Whiosek 9.4 b=t : W — U jest tez odwzorowaniem konforemnym.
Ponadto h : U — W jest homeomorfizmem.
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Fakt 9.5 Jezeli U C C jest zbiorem otwartym nie rozcinajgcym plasz-
czyzny oraz U # C, to istnieje odwzorowanie konforemne zbioru U na
taki zbior W C C, ze C\ W ma niepuste wnetrze.

Niech K = D(0,1) = {2z € C | |z| < 1} oznacza koto jednostkowe o
srodku w zerze 1 promieniu 1.

Fakt 9.6 Jezeli U C C jest otwarty oraz C\ U ma niepuste wnetrze, to
istnieje podzbior otwarty W C K i odwzorowanie konforemne h : U —

w.

Fakt 9.7 Jedynymi odwzorowaniami konforemnymi K na K sq homo-
grafie postaci
0 Z—a
h(z) = e ———
() l—az’
gdzie 6 € R oraz |a| < 1.

Fakt 9.8 Jezeli h : K — K jest odwzorowaniem konforemnym, takim
ze h(0) = 0, to h(z) = €’z.

Lemat 9.9 Jezeli a € K, to

ho(Z) =

1—az

z—a

przeksztatca konforemnie K — K oraz ho(a) = 0.

Twierdzenie 9.10 (Riemann) Niech wtasciwe podzbiory U;W C C
bedg obszarami jednospojnymi. Dla dowolnych a € U, b € W oraz

0 € R ustnieje doktadnie jedno odwzorowanie konforemne h : U — W
takie, ze h(a) = b oraz arg h'(a) = 6.

Cwiczenie 9.11 Jezeli wtasciwy podzbidr U C C jest obszarem jedno-
spajnym, to nie istnieje odwzorowanie konforemne h : U — C.

Cwiczenie 9.12 Jezeli h : C — C jest odwzorowaniem konforemnym,
to h(z) = az+b (a #0). (Wskazowka: Przypadek istotnej osobliwosci w
punkcie oo wykluczyé za pomocq twierdzenia Casoratiego- Weierstrassa. )

Cwiczenie 9.13 Kazde odwzorowanie konforemne potptaszczyzny H =

{z € C | Im z > 0} w siebie jest homografig postaci

az+b
h(z) = ——
(2) cz+d’

gdzie a, b, c,d sqg takimi liczbami rzeczywistymi, ze ad — be = 1.
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Twierdzenie 9.14 Jezeli h : U — W jest odwzorowaniem konforem-
nym, to h jest wszedzie wiernokatne z zachowaniem zwrotu.

Przyklad. Funkcja f = 22 nie jest wiernokatna w punkcie zy = 0.

Cwiczenie 9.15 Jezeli f(z) jest funkcjg holomorficzng oraz f'(2) = 0,
to funkcja f nigdy nie jest wiernokgtna w punkcie 2.

Dla 0 < r < R niech P(0;m,R) = {z € C | r < |z2| < R}. Jezeli
A > 0 to przeksztalcenie z — Az odwzorowuje konforemnie pierscien
P(0;7, R) na pierscieri P(0; \r;AR) = P(0;71, Ry), i wtedy Ry/r; =
(AR)/(\r) = R/r.

Twierdzenie 9.16 Pierscienie P(0;71, Ry) oraz P(0;79, Re) sq konfo-
remnie rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy Ry/r1 = Ro /7.

10 Aproksymacje funkcji holomorficznych

Twierdzenie 10.1 (Runge) Niech K C C bedzie zbiorem zwartym,
oraz E bedzie zbiorem majgcym po jednym punkcie wspolnym z kazdq
sktadowg C\ K.

Dla dowolnej funkcji f holomorficznej na K i dowolnej liczby € > 0
istnieje funkcja wymierna Q(z) majaca bieguny wytgcznie w zbiorze E
taka, ze

1f(2) —Q(2)| <edlaze K .

Fakt 10.2 Niech K C C bedzie zbiorem zwartym nie rozcinajgeym
ptaszczyzny.

Dla dowolnej funkcji f holomorficzne) na K i dowolnej liczby € > 0,
istnieje wielomian P(z) taki, Ze

1f(z) = P(z)|<edlaze K.

Cwiczenie 10.3 Niech K = {z € C | 1 < |z| < 2} bedzie zwartym
pierscieniem rozcinajgcym plaszczyzne. Funkcja f(z) = 1/z jest holo-
morficzna na K.

Czy istnieje wielomian P(z) taki, ze |1/z — P(z)| < 1/100 dla z €
K¢
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11 Funkcje harmoniczne

Definicja. Funkcja rzeczywista u(z, y) dwoch zmiennych rzeczywistych
jest harmoniczna w zbiorze otwartym U C R2, jezeli jest klasy C? oraz
spelnia réwnanie

aQU aQU " "

Au:@+a—y2:um+uyy50

zwane rownaniem rozniczkowym Laplace’a. Wyrazenie Au nazywamy
laplasjanem funkcji w.

Przyklad.
e Funkcje In(z? + y?), 2° — y? sa harmoniczne,
o funkcja 22 + y? nie jest harmoniczna.

Fakt 11.1 (i) Kazda funkcja stata jest harmoniczna.

(11) Jezeliu,v sq harmoniczne oraz a,b,c € R, to funkcje au+b, utw,
au + bv + ¢ sq harmoniczne.

Uwaga. Toczyn dwoch funkeji harmonicznych moze nie byé funkcja
harmoniczna.

Fakt 11.2 Niech f = u+1v bedzie funkcjg holomorficzng na U. Wiedy
w oraz v s¢ harmoniczne na U.

Twierdzenie 11.3 Niech U C C bedzie zbiorem otwartym nie rozcina-
jacym plaszezyzny.

Dla dowolnej funkcji harmonicznej u(x,y) na U istnieje f € H(U)
taka, ze u = Re f.

Wniosek 11.4 Niech U C C bedzie zbiorem otwartym nie rozcinajgeym
plaszczyzny.
Dla dowolnej funkcji harmonicznej u na zbiorze U istnieje funkcja v
harmoniczna na U taka, ze f = u +iv jest holomorficzna na U.
Funkcje v nazywamy tunkcja harmoniczng sprzezona z funkcjg u.

Whniosek 11.5 Funkcja harmoniczna jest klasy C.
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Twierdzenie 11.6 (O identycznosci) Jezeli funkcje harmoniczne uy, us
w obszarze U sq rowne na jakims niepustym otwartym zbiorze A C U,
to u1 = ug na catym U.

Twierdzenie 11.7 (Zasada ekstremum) Funkcja harmoniczna u(z,y),
rozna od statej, nie osigga w Zadnym punkcie wewnetrznym (o, yo)
swego obszaru istnienta U ani wartosci najwiekszey, ani najmniejsze;.

Twierdzenie 11.8 (O warto$ci $redniej dla funkcji harmonicznych)
Jezeli u(x,y) jest harmoniczna na U oraz a € U, to dla dostatecznie

matego r > 0:

1 27 )
u(a) = %/0 u(a + re')dt .

(Mozna dowiesé, ze funkcje ciggle ktore spetniajq teze Twierdzenia sq
harmoniczne.)

Cwiczenie 11.9 Udowodnij odpowiednik Wzoru Cauchy’ego dla funkcji
harmonicznych:

Jezeli u(x,y) = u(z) jest harmoniczna na U oraz punkt a € U, to
dla dostatecznie matego v > 0 oraz dowolnego z, takiego zZe |z — a| < r,
zachodzi rownosc

1 2w 7,,2 - |Z o a|2 ”
= — . ") dt.
u(z) 5 /0 e P u(a +re”)

Niech U C C bedzie zbiorem otwartym i niech ¢ : OU — R bedzie
funkcja ciagta.

Problem Dirichleta: Czy istnicje funkcja ciagta uw : U — R, ktéra jest
harmoniczna w U taka, ze u |0U = ¢ 7

Twierdzenie 11.10 Problem Dirichleta ma rozwigzanie na kazdym kole
D(a,r), tzn.:
Jezeli ¢ : 0 D(a,r) — R jest ciggta, to funkcja u okreslona wzorem

1 2w T2 . ‘Z . a|2 ”
S : Y dt
u(2) 27 /0 lreit — (z — a)|? pla+ret)

dla z € D(a,r), oraz u(z) = ¢(z) dla z € 9 D(a,r), jest harmoniczna
w D(a,r) oraz ciggta na D(a,r).
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12 Konstrukcje funkcji

Twierdzenie 12.1 (Mittag-Leffler) Niech A bedzie podzbiorem zbioru
otwartego U, nie posiadajgcym punktow skupienia w U.

Jezeli kazdemu punktowr a € A przyporzqdkujemy liczbe naturalng
m(a) i funkcje wymierng P, postaci

P.(z) = Cja(z — a)_j, cja € C,

to istnieje funkcja meromorficzna f na U, majgca biequny tylko w zbio-
rze A taka, ze dla kazdego a € A jej cze$é gtowna rozwiniecia w szereq
Laurenta w punkcie a jest rowna Py(z).

Twierdzenie 12.2 (Weierstrass) Niech A bedzie podzbiorem zbioru
otwartego U, nie posiadajgcym punktow skupienia w U.

Jezeli kazdemu punktowi a € A przyporzadkujemy liczbe catkowitq
m(a) # 0, to istnieje funkcjia meromorficzna f na U, majgca zera oraz
bieguny tylko w zbiorze A, przy czym w punkcie a € A ma ona krotnosé
m(a).

Jezeli wszystkie m(a) sq dodatnie, to istnieje funkcja holomorficzna
na U majgca w kazdym punkcie a € A zero krotnosci m(a).

Twierdzenie 12.3 (Poincaré) Funkcja meromorficzna w zbiorze otwar-
tym U jest ilorazem dwoch funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 12.4 (Picard) Kazda funkcja catkowita, ktora nie jest
wielomianem, przyjmuje kazdg warto$é (z wyjatkiem co najwyzej
jednej) nieskoriczenie wiele razy.

Przyklad. Funkcja e* nie przyjmuje nigdzie wartosci zero. Kazda inng
warto$¢ przyjmuje nieskonczenie wiele razy.
13 O dowodzie Twierdzenia Riemanna

Niech K = D(0,1) = {z € C | |z] < 1} oznacza koto jednostkowe o
srodku w zerze i1 promieniu 1.
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Fakt 13.1 Niech U C C bedzie otwartym wtasciwym obszarem nie roz-
cinajgcym ptaszcezyzny, tzn. U # C jest otwarty, jednospdiny. WeZmy
dowolny punkt a € U.

Istnieje roznowartosciowa funkcja holomorficzna g - U — K taka, ze

g(a) = 0.
7Z Faktu 9.1: ¢'(a) # 0.

Niech P bedzie rodzing wszystkich roznowartosciowych funkeji holomor-
ficznych f: U — K takich, ze f(a) = 0.

Poniewaz g € P, wiec rodzina P jest niepusta.

Fakt 13.2 Rodzina P jest rodzing normalng, tzn z kazdego ciggu (f,) C
P mozna wybracé podcigg niemal jednostagnie zbiezny na U.

Fakt 13.3 Zbior {f'(a) | f € P} jest ograniczony.
Niech M = sup{|f'(a)| : f € P}. Wtedy

M > |g'(a)] > 0,
oraz istnieje ciag (f,) C P taki, ze

lim £ (a)] = M

Na mocy Twierdzenia Stieltjesa-Osgood’a/Montela, mozna zaktadac, ze
ciag (f,) jest niemal jednostajnie zbiezny do h € H(U).

h(a) =lim f,(a) = lim 0 = 0.

Z Twierdzenia Weierstrassa, (f)) jest niemal jednostajnie zbiezny do h'.
Lemat 13.4 h'(a) # 0, |h/'(a)| = M.

Lemat 13.5 h jest roznowartosciowa.

Lemat 13.6 h(U) C K.

Fakt 13.7 h € P.

Fakt 13.8 h(U) = K .



Fakt 13.9 Niech U C C bedzie otwartym obszarem nie rozcinajgcym
ptaszezyzny, U # C, oraz a € U.
Wtedy istnieje odwzorowanie h przeksztatcajgce konforemnie U na

K takie, ze h(a) = 0.

Twierdzenie 13.10 (Riemanna o odwzorowaniu) Niech wtasciwe
podzbiory U, W C C bedg obszarami jednospojnymi. Dla dowolnych
a € U, be W oraz 8 € R istnieje doktadnie jedno odwzorowanie
konforemne h : U — W takie, ze h(a) = b oraz arg h'(a) = 0.
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