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1 Kielki funkcji

n,meN={0,1,2,...}
xo € R" — ustalony punkt
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F =A{(U, f) | U zbior otwarty w R™ zawierajacy xo, f: U — R™}

Dla (U, f), (V,g9) € F: (U, f) ~ (V,g) < istnieje zbior otwarty W
zawierajacy punkt zg taki, ze W C U NV oraz f|W = g|W.

I

Cwiczenie 1.1 Relacja "~ "jest relacjg rownowaznosci w F.

Klasy rownowaznosci (warstwy) nazywamy kietkami funkcji z R™ do R™
w punkcie xg.

Oznaczamy je:

f:(R" z9) — R™ lub

[ (R mg) — (R™, y0) , gdzie yo = f(z0)

Wartosé yo = f(zg) nie zalezy od wyboru reprezentanta.
Uwaga. R" nie musi by¢ dziedzing funkcji f.

Kietek jest ciagly (rézniczkowalny, klasy C*°, ...) jezeli jego reprezen-
tant jest ciagly (rézniczkowalny, klasy C*, .. .).

Przyktad o =0

U=(-1,1), fi=1—-a?+2*—25+...

Uy =R, fo=1/(1+ 2%

(Uy, f1), (Us, fo) reprezentuja ten sam kietek C'*°-funkcji (R,0) — R

Przyktad zo =0
U1 = R, f1 =1
U, =R, fy ma wykres:

(Ui, f1), (Us, fo) reprezentuja ten sam kietek C'*°-funkcji.

Przyklad zp =0, fi =z, fo =sinx
reprezentuja rozne kietki, mimo ze wartos¢ w xg = 0 obu funkcji jest
taka sama.

Kietki ciagte mozna sktadac:
f . (Rn7x0) — (Rmay()) y g (Rm7y0) - (Rkaz())
Kietek g o f : (R", zg) — (R, z)

jest reprezentowany przez ztozenie dowolnych reprezentantow f oraz g.

Jezeli f: (R™ xo) — (R, ), to g : (R",yg) — (R™, x) jest kietkiem
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odwrotnym do f jezeli go f ~ idgs oraz f o g ~ idgn.

Przyktad. Jezeli f : (R,0) — (R,0) jest kielkiem funkcji sinz,
g : (R,0) — (R,0) jest kietkiem funkcji arcsinz, to g jest kietkiem
odwrotnym do f.

Jezeli f: (R", z9) — R™ jest kietkiem rozniczkowalnym, to mozna okre-
sli¢ pochodng D f(xg) : R" — R™:

Przedstawmy f = (f1,..., fin) z pomoca funkcji wspotrzednych.
Macierz D f(zy) (tzn. macierz Jacobiego) ma postac

0 0
Dxo) - ()
0 m' . 0 m.

U (zg) - Glm(x)

Twierdzenie 1.2 (O funkcji odwrotnej) Kietek f : (R", z9) — (R", yo)
klasy C*° posiada kietek odwrotny klasy C'*

f7H e (R yo) — (R, o)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz Jacobiego jest niezdegenerowana, tzn.
det Df(zg) #0 .

Przyklad f(z,y) = (e"siny,e"cosy) : (R? (a,b)) — (R f(a,b))
jest kietkiem odwracalnym w kazdym punkcie (a,b) € R?, ale funkcja
(e*siny, e® cosy) : R? — R? nie jest odwracalna.

Przyktad. Kielek f : (R,0) — (R,0) funkcji 2® posiada kielek od-
wrotny reprezentowany przez +/x, ale ten kielek nie jest klasy C'.

2 Algebra kietkéw
Bedziemy bada¢ kietki funkeji f : (R", z9) — R,

Translacja x — x¢ + x posyta punkty x lezace w otoczeniu poczatku
uktadu wspotrzednych 0 = (0,...,0) na punkty xg + = w otoczeniu
punktu xg.

Przyktad. Niech f = f(z,y,2) bedzie kietkiem funkeji w punkcie
(1,2,4). Wtedy g = f(x + 1,y + 2, z + 4) bedzie odpowiadajacym mu
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kietkiem w poczatku uktadu 0 = (0,0, 0).

SINGULAR

A Computer Algebra System for Polynomial Computations , version
3-1-1

by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann , Feb 2010
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern

> ring r=0,(x,y,z),ds;

> poly f=x4+y3-xyz;

> poly g=subst(f,x,x+1,y,y+2,z,z+4);

> g,

1-4x+8y-2z+6x2-4xy+6y2-2xz-yz+4x3+y3-xyz+x4

> exit;

Auf Wiedersehen.

Dlatego najwygodniej jest przyjac, ze o = 0 = (0,...,0) jest po-
czatkiem uktadu wspotrzednych.

e £(n) lub € — zbior C*-kietkow (R",0) — R
e C(n) — zbior C* - funkcji R" — R
Cwiczenie 2.1 £(n), C®(n) sq R-algebrami.

Definicja. Ideatem pierécienia P nazywamy kazdy podzbior I C P
spelniajacy warunki:

(a)a,bel = a+bel

(byael, peP = p-acl

e {0}, P saideatami. Kazdy ideal I # P nazywamy wtasciwym
e [deal I zawiera element odwracalny < [ = P

e Wybierzmy ay,...,a; € P. Wtedy

<a1a"'aa'k> = {plafl+"'+pka’k |p17apk‘ep}
jest idealem. Mowimy, ze ideal I jest generowany przez aq, ..., ag,
jezeli istnieja takie ay,...,ar € I, ze I = (a1, ...,a;). W takim
wypadku I jest ideatem skoriczenie generowanym

Definicja. m(n) = m = {f € £(n) | f(0) = 0} jest ideatem wtasci-
wym algebry £(n).
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Cwiczenie 2.2 Dia kietka f € & istnieje doktadnie jeden element r €
m taki, ze f = f(0) + 7.
W szczegdlnosci, pierscien ilorazowy € /m jest izomorficzny z R.

Fakt 2.3 m jest ideatem maksymalnym.

Fakt 2.4 £(n) jest pierscieniem lokalnym, tzn. w pierscieniu E(n) je-
dynym ideatem maksymalnym jest m.

Przyklad. C°(n) nie jest pierscieniem lokalnym.

o wielowskaznik o = (aq,..., ), o; € N

o DOf = 9lolf oz = 9ol f Joxsr ... Oxln

«

o x¢ =z{"- - xi — jednomian stopnia |c/|

Twierdzenie 2.5 (Wzoér Taylora) Jezeli f € C®(n) (odp. E(n))
oraz k > 1, to istniejg go € C™(n) (odp. E(n)) dla wszystkich wie-
lowskaznikow o stopnia || = k takie, ze

flx) = Z Da(;éf!(O)xa + Z Golx)z® |
la|<k la|=Ek

oraz go(0) = D*f(0)/a!.

Whiosek 2.6 Jezeli f € C®(n) (odp. £(n)), to istniejq g1,...,9, €
C*®(n) (odp. E(n)) takie, ze

f(@) = f(0) + m1g1(x) + -+ + 2 gn(2)
oraz ¢;(0) = 0f/0x;(0).
Fakt 2.7 Ideat m(n) jest generowany przez kietki x, . .., x,.
I, J — idealy w pewnym pierscieniu. Wtedy
o[- J={abi+ - +abs|s>1, aq; €1, b€ J}
e/ -JCINnJ, wiecl-JCI,I-JCJ
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e [F=1-T---I={>,, cr-cr|c €I} jestideatlem

e [ DI*’>..-DIF>

o Jezeli g1,...,9y, € I generuja ideal I, to zbior elementéw postaci
gt gy (gdzie oy + - -+ + oy, = k) generuje I,

e m"(n) = m(n)---m(n) jest idealem w &£(n), przyjmuje sie, zZe

N

-~

k

m’=¢

em’'Om'Om?>---OmF >
Fakt 2.8 Jednomiany x® stopnia k generujg m*, tzn:

fEmkﬁf:Zxaga Zaz sz g ()

o=k o=k

W szczegolnosci, m” jest skoticzenie generowany.
Lemat 2.9 f ¢ m* = 0f/0x; € m*!
Fakt 210 m* = {f € & |V |a] <k D*f(0) =0 }.

Fakt 2.11 Kietek f nalezy do m* i nie nalezy do m*+ wtedy i tylko
wtedy, gdy

Via|<k : Df0)=0 oraz 33 : |B|=k, D°f(0)#0,

czyli w rozwinieciu f w szereq Taylora wystepujg wytgcznie sktadnike
stopnia > k 1 przynajmnie] jeden sktadnik stopnia k jest niezerowy.

Przyktad.

e sinzy nalezy do m?(2), ale nie nalezy do m?(2)
e cosxy ¢ m(2)

e coszy — 1 € m*(2), ale nie nalezy do m®(2).

Cwiczenie 2.12 Dia f € £(n) :

fx1,...,2,0,...,0) =0 & fe(xpt1,...,Tn) -



Osobliwosci i Katastrofy — Notatki do wyktadu, Instytut Matematyki UG 7

Cwiczenie 2.13 Jezeli gy,...,9s € E(p), ten. g = gi(x1,..., 1), to
istnieje 1izomorfizm

E@)/(g15---595) = EM)/ (g1, Gss Tpi1s -y Tn) -

Jezeli ponadto g1, ..., g9s € m(p), to

m(p)/ (g1,---,9s) = m(n)/ (g1, .., gs, Tpi1, -, Tn) -

Wskazowka. Pokaz, ze jgdrem surjektywnego homomorfizmu

Em)s fr flz1,...,25,0,...,0) € E(P)/ (g1, -, 9s)

Jest (G, -y Gss Tptis- -5 Tn).

3 Kongruencje, pierscien ilorazowy
Niech I bedzie ideatem w pierécieniu P.

e Relacjaa=0 & a— b€ [ jest relacja rownowaznosci.
ep=0 & pel.

e Jezeli a; = a9 oraz by = by, to wtedy a1 + by = ao + by oraz
a1b1 = CLQbQ.

="

e Klasy abstrakcji relacji "=" nazywamy warstwami. Warstwa sto-
warzyszna z elementem p jest zbiorem postaci {p + a | a € I}.
Oznaczac ja bedziemy symbolem p + I lub [p].

e Zbior klas abstrakeji oznaczamy symbolem P/I jest pier§cieniem z
dziataniami zdefiniowanymi w naturalny sposob na reprezentantach
warstw:

p] +lal =[p+dl
] - lg] = [p- g

Pierscient P/I jest nazywany pierscieniem ilorazowym.

e Jezeli P jest R-algebra, to rowniez P/I jest R—-algebra. W takim
wypadku P/I jest przestrzenig wektorowa wymiaru dimpg(P/I).

e Odwzorowanie k : P — P/I zdefiniowane jako k(p) = [p] jest
surjektywnym homomorfizmem, ker kK = 1.
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e x jest nazywane kanonicznym homomorfizmem.
Przyklad. Wezmy ideal T = (2® — 9?20y — yz, 23 + 2yz) w £(3).

SINGULAR

> ring r=0,(x,y,2z),ds;

> ideal i=x3-y3,2xy-yz,z3+xyz;
> ideal I=std(i);

> vdim(I);

18

> poly f=3-7x+12y2-xyz+bx6-18x2y2z2;
> poly wf=NF(f,I,2);

> wf;

3-7x+12y2+z3

> exit;

W tym przypadku dimpg(E/I) = 18, warstwa [f]| jest reprezentowana
przez 3 — Tw + 12y% + 23

W ten sposoéb mozna tez sprawdzac, czy dwa kietki reprezentuja ta
sama warstwe:

f=g < NF(f,1,2)=NF(g1I,2)
Mozna tez sprawdzac, czy kietek nalezy do ideatu:

fel < NF(£f,1,2)=0

4 Dzety

Pierscieri ilorazowy £ /m**! nazywamy przestrzeniq k-dzetéw w 0 € R”
gladkich funkcji z R™ do R, lub krocej przestrzenia k-dzetéw w zerze.

j* & — &£/m**! — kanoniczny homomorfizm

Warstwe kietka f € £ oznaczamy j%(f) lub j*f, i nazywamy k-dzetem
kietka f w punkcie 0, lub krocej k-dzetem kietka.

Przyktad.

SINGULAR
> ring r=0,(x,y,z),ds;
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> poly f=(x-y+z)*(2x+3y+5z) -4dxyz+7* (x-y)4+x2yz2;

> f;
2x2+xy-3y2+7xz-2yz+5z22-4xyz+7x4-28x3y+42x2y2-28xy3+7y4+x2yz2
> NF(f,maxideal(4),2);

2x2+xy-3y2+7xz-2yz+5z2-4xyz

W typ przypadku j3(f) = 222 + xy — 3y + Twz — 2yz + 522 — dayz

k-dzet jest wyznaczony jednoznacznie przez rozwiniecie kietka f w sze-
reg Taylora k-tego stopnia:

f(:c>=ZDf T gal@)e =

la|<E |a| k+1

P
emFk+!

. . D*f(0)
=" )

|| <k
Fakt 4.1 j*(f) = j*(g) & ¥ |a| <k Df(0) = D°g(0)
Przyklad. j°(1 — coszy) = j°(2%4%/2).

Whiosek 4.2 Jezelip = > anx® jest wiclomianem oraz j*(p) = j%(f),

to
o afO «
E anT" = E a!< )a:

la|<k || <k

Cwiczenie 4.3 o £/m**! jest pierscieniem lokalnym.

o W pierscieniu £(1)/m*1(1), elementem odwrotnym do 1 — x jest
1+z+---+ah

o /najdz wielomian, ktory jest odwrotnosciq elementu 3 + x1 — x129
w pierscieniu £(2)/m®(2).
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5 Lemat Nakayamy

Lemat 5.1 Niech (A, m) bedzie pierscieniem lokalnym. Jezeli z € m,
to 1+ z jest odwracalny w A.

Twierdzenie 5.2 (Lemat Nakayamy I) Niech (A, m) bedzie pierscie-
niem lokalnym, oraz niech I,J C A bedg takimi ideatams, ze I jest

skonczenie generowany oraz I C J+m - 1.
Wtedy I C J.

Twierdzenie 5.3 (Lemat Nakayamy IT) Jezeli (A, m) jest pierscie-
niem lokalnym, I — skonczenie generowanym ideatem oraz I C m-1I, to

I = {0}.

Whiosek 5.4 Niech (A,m) = (£, m). Poniewaz ideat m* jest skon-
czenie generowany, to ponizsze inkluzje sq rownowazne:

(i) 3k : m"Cm-I+m
(i) 3k : m* Cm- 1.
Twierdzenie 5.5 Niech I bedzie ideatem w €. Wtedy
dimpE/I <00 & I m'C 1.
Twierdzenie 5.6 .
dimpE/I <0 & Ik mCcm-1.
Cwiczenie 5.7 Niech J C & bedzie ideatem. Jezeli
max{|a| : 2% ¢ J} </,

to m’ C J, wigc rowniez dimg(£/J) < oc.

Przyktad. SINGULAR

ring r=0, (x,y,z),ds;

LIB ’rootsmr.1lib’’;

ideal 11=x3-bxyz2+x4,zb5+21xy2-x3z,z4-5xyz2+y3;
ideal I1=std(il);

vV V V V
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> vdim(I1);
41
> gbase(Il);

Wigc m!t C Iy, oraz dimpg (/1) = 41.

Cwiczenie 5.8 Niech J C E(n) bedzie ideatem generowanym przez
wielomiany.

Jezeli dla pewnego 1 < i < n w zadnym z generatorow nie pojawia
sie niezerowy sktadnik postaci az®, to dim€/J = co.

Przyklad. SINGULAR

> ideal 12=x2-2xy+y2,xz-2Xyz, Xy-yz+X2y;
> ideal I2=std(i2);

> vdim(I2);

-1

W zadnym z generatoréw nie pojawia si¢ niezerowy sktadnik az?. Dla-
tego dimp(€/1y) = oo.

Fakt 5.9 Niech J C &(n) bedzie ideatem wlasciwym generowanym
przez skonczong rodzine kietkow.
Jezeli liczba generatordw jest mniejsza niz n, to dimE/J = oo. [

Przyklad. SINGULAR

> ideal 13=x3-2xy+y2, z2-2xyz;
> ideal I3=std(i3);
> vdim(I3);
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-1

Ideat I3 C £(3) ma dwa generatory. Dlatego dimp(£(3)/13) = oc.

6 Kielki zdeterminowane

Zatozmy, ze h : R™ — R" jest rézniczkowalnym odwzorowaniem po-
siadajacym rozniczkowalne odwzorowanie odwrotne, oraz f,g : R" — R
sa takimi funkcjami rézniczkowalnymi, ze f = g o h. Wtedy
e Dla kazdej wartosci yg € R, odwzorowanie h przeksztalca home-
omorficznie poziomice f_l(yo) W poziomice g_l(yo).
e Odwzorowanie h przeksztalca homeomorficznie zbiér punktow kry-
tycznych funkcji f w zbior punktow krytycznych funkceji g.

B(n) = B — zbiér odwracalnych, wzgledem operacji o, kietkow
h: (R" 0) — (R",0) klasy C* posiadajacych kietek odwrotny
h7l: (R" 0) — (R",0) klasy C*°.

Uwaga. Kielek 2° : (R,0) — (R,0) jest klasy C™ i posiada kietek
odwrotny /z. Kielek 23 nie nalezy do B(1), bo kielek odwrotny jest
wprawdzie ciagly, ale nie jest klasy C'°.

Kietek A : (R",0) — (R",0) nalezy do B(n) wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz pochodnej Dh(0) (bedaca macierza kwadratowa n X n) ma nie-
zerowy wyznacznik, a wiec jest macierza odwracalna.

Cwiczenie 6.1 (B, o) jest nieprzemienng grupg. (Nalezy wykorzystac
Twierdzenie o Funkcji Odwrotne;j.)

Grupa B(n) dziata na £(n):
feé&mn), heB(n)to fohe&(n);
inaczej mowiac jest to zmiana wspotrzednych w dziedzinie kietka f.

Definicja. Powiemy, ze kietki f, g € £(n) sa prawo-réwnowazne, jezeli
istnieje h € B(n) taki, ze g = f o h.

Przyktad. Kietki f = 44+22—3y, g = 4+7x—6y sa prawo-rownowazne:
wystarczy wzia¢ h(z,y) = (5x, z + 2y), i wtedy

foh=4+205x)—3(x+2y) =4+ T7x— 6y .
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Uwaga. Jezeli kielki f oraz g sa prawo-rownowazne, to f(0) = g(0).
Przyktad. Kietki f = 34+2—y, g = 142 —y nie sa prawo-réwnowazne.

Fakt 6.2 Zalozmy, ze kietki f,g € E(n) sq prawo-réwnowazne. Wtedy

. 8f . 99 o\ _
wiec 5 5
. f . g
=R o (0)#0 < Jj o (0) # 0.

Wniosek 6.3 Zatozmy, ze kietki f,g € E(n) sq prawo-réwnowazne.
Wtedy f(0) = ¢g(0) oraz

fz) = f(0) em® & g(z) - g(0) € m*

g(z) = 2 nie sy prawo—réwnowaine.

Przyktad. Kietki f(z) =
= ¢(0), efgém oraz g € m>.

Wprawdzie f(0) =0

Definicja. Niech f € £(n). Macierz
o’f 1"
H =

nazywamy Hessjanem f. (Czasami wyznacznik tej macierzy jest rowniez

b,y=1

nazywany Hessjanem.)
Sktadniki rzedu 2 rozwiecia f w szereg Taylora

Z (9.7:Z 83:] 0)zi;

i,j=1

definiuja forme kwadratowa w(f). Macierz tej formy jest rowna 5 H (f)(0).

Fakt 6.4 Zalozmy, ze kietki f,g € E(n) sq prawo-réwnowazne, tzn.
g=foh, heB, oraz f(x) — f(0) € m?, g(z) — g(0) € m>.

Wtedy w(g) = w(f) o Dh(0), czyli formy w(f),w(g) sq¢ liniowo-
rownowazne.
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Fakt 6.5 Formy kwadratowe sq lintowo-rownowazne wtedy 1 tylko wtedy,
gdy ich macierze majg ten sam rzqd r oraz sygnature s, czyli kazda z
nich jest rownowazna takiej formie kanonicznej

2 2 2 2
T B LT TR S

zek+m=r,k—m=s. (Wtedy k= (r+s)/2, m=(r—s)/2.)

Fakt 6.6 Niezerowy wielomian jednorodny w(x,y) € Rz, y| stopnia 2
jest liniowo-réwnowazny z jednym z wielomianow: *x?%, vy, £(z? + y?).

Przyklad. Kietki f = 2? + 9%, ¢ = 2% — y? nie s3 prawo-réwnowazne.
W pierwszym przypadku r = 2, s = 2, w drugim r = 2, s = 0.

Przyktad. SINGULAR

ring r=0, (x,y,z),ds;

LIB ”’linalg.1lib’’;

LIB ’rootsmr.1lib’’;

poly f=2+x2-6xy+9y2+4xz-12yz+4z2+xyz-3x222;
poly g=2-9x2+12xy-4y2-30xz+20yz-25z22-x2y+z4;
matrix Hf=jacob(jacob(f));

matrix Hg=jacob(jacob(g));

matrix HfO=subst (Hf,x,0,y,0,z,0);

matrix HgO=subst(Hg,x,0,y,0,z,0);

mat_rk (HfO) ;

symsignature (HfO0) ;

mat_rk (Hg0) ;

VvV ~ V ~ V ~ V V V V V V V V V V

symsignature (HgO) ;

|
(I

Kietki f, g nie sa prawo-rownowazne. W pierwszym przypadku r =
l,s=1 wdrugimr =1,s = —1.

Cwiczenie 6.7 Prawo-réwnowaznosé jest relacjg rownowaznosci w E(n).

Cwiczenie 6.8 Zatdzmy, ze kietki f, g sq prawo-réwnowazne. Wtedy

k

fem' & gem” .
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Twierdzenie 6.9 Niezerowy wielomian jednorodny w(z,y) € Rlz,y]

3 3

stopnia 3 jest liniowo-réwnowazny z jednym z wielomianow: x3, x*y, 23—

vy? 2’ + .
Jezeli dany jest niezerowy wielomian jednorodny w(x,y) stopnia 3, to

istnieje prosta metoda rozstrzygniecia z ktérym wielomianem z powyz-
szej listy jest on réwnowazny:

Zatozmy, ze wielomian w(zx,0) (lub w(0,z), lub w(z,x), lub ...) jest
niezerowy. Wtedy W(x) = w(x, 1) (lub W(z) = w(l,x), lub W(z) =
w(z 4+ 1,z), lub ...) jest niezerowym wielomianem stopnia 3.

e jezeli W(x) ma jeden trzykrotny pierwiastek, to w(x,y) jest row-
nowazny >

e jezeli W(x) ma jeden jednokrotny pierwiastek oraz jeden dwu-
krotny pierwiastek, to w(z,y) jest réwnowazny %y

e jezeli W(x) ma trzy rozne pierwiastki rzeczywiste, to w(x,y) jest

réwnowazny a° — x>

e jezeli W (z) ma jeden jednokrotny pierwiastek rzeczywisty, to w(z, y)
jest rownowazny 2 + y°
Zatozmy, ze W (z) = apx® + ay2? + asw + ay. Podstawmy

V(z) = lW(x — ﬂ).

o) 3@0
Wtedy V(x) = 22 + pr + ¢. Zdefiniujmy
4p3
A=qg+—=—.
TE a7
Wtedy:

e jezeli A < 0, to W(x) ma trzy rozne pierwiastki rzeczywiste

e jezeli A = 0, to W(x) ma albo jeden trzykrotny pierwiastek, albo
jeden jednokrotny pierwiastek oraz jeden dwukrotny pierwiastek

e jezeli A > 0, to W(z) ma jeden jednokrotny pierwiastek rzeczywi-
sty
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Przyklad.SINGULAR

> ring r=0, (x,y),ds;

> poly w=x3-bx2y+2xy2-7y3;

> poly W=subst(w,y,1);

> W;

-7+2x-5%x2+x3

> poly V=subst(W,x,x+5/3);

> V;

-349/27-19/3x+x3

> (-349/27)"2+4/27%(-19/3)"3;
1165/9

Wielomian w(x,y) = 23 — 522y + 2zy* — Ty jest liniowo-réwnowazny
x3 + y3.

Definicja. Kietek f € & jest k-zdeterminowany, jezeli kazdy kietek
g € £ majacy taki sam k-dzet co f jest prawo rownowazny f, tzn. jezeli

Vge& : j"(f)=3%g) = f jest prawo-réwnowazny g .

Dzet j*(f) nazywamy wtedy wystarczajgcym.
Fakt 6.10 Nie istniejq kietki 0-zdeterminowane.

Fakt 6.11 Zatozmy, ze f = f(x1,...,20,y) € E(n + 1) jest takim
Kietkiem, ze 2—5(0) # 0. Wtedy w otoczeniu poczqtku uktadu mozna
zmienié wspotrzedne na (x4, ..., x,, z) tak, Ze w nowych wspdtrzednych

f:f(xh)xnaz):f(o)"‘z .
W szczegolnosci, kietek f oraz kietek f(0)+vy sg prawo—-réwnowazne.

Whiosek 6.12 Zaioémy, ze f,g € £(n) oraz istniejq indeksy i, j takie,

zeax()#OOT’az ()7&0
Wtedy kietki f, g sq prawo-réownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy f(0) =

9(0).

Fakt 6.13 Jezeli f € £(n) oraz 5 ( ) # 0 dla pewnego 1 < i < n, to
f jest 1-zdeterminowany.
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Fakt 6.14 Jezeli f jest k-zdeterminowany oraz j*(f) = j%(g), to g tez
jest k-zdeterminowany.
(Wiec k-zdeterminowanie kietka jest raczej wtasno$cig wielomianu

]k(f) _ Z Daj!(o)xa

la| <k

niz samego kietka f.)

7 Twierdzenie Mathera

Definicja. Jezeli f € £(n), wtedy ideal (Of) = <§—:£,...,§Tf>, tzn.
ideal generowany przez wszystkie pochodne czastkowe rzedu 1, nazy-

wamy ideatem Jacobiego kietka f.

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0,(x,y,z),ds;
> poly f=x2+y3+z4;

> ideal j=jacob(f);

> 35

jl1]=2x

j[2]=3y2

j[3]=4z3

Twierdzenie 7.1 (Mather) Niech f € E(n) oraz
m*(n) C m(n) (0f) + m""(n) .
Wowczas kietek f jest k-zdeterminowany.

Fakt 7.2 m*(n) C m(n) (0f) + m**(n) wtedy i tylko wtedy, gdy
m”(n) C m(n) (Of).

Whiosek 7.3 Jezeli m* C m(n) (Of), to f jest k-zdeterminowany.

Whiosek 7.4 Jezeli wymiar dimE/ (Of) jest skoriczony, to f jest k-
zdeterminowany dla pewnego k.

Przyklad. SINGULAR
> ring r=0,(x,y,2z),ds;
> poly f=x2y2z2;
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> ideal j=jacob(f);

> ideal J=std(j);

> vdim(J) ;

-1

> poly f=x3y-2y4z+3z3x-x2y2z2;
> ideal j=jacob(f);

> ideal J=std(j);

> vdim(J) ;

36

LIB ’rootsmr.1lib’’;
ideal m=maxideal(1);
ideal 1=mxj;

ideal I=std(i);
gbase(I);

< X =~ V V V V V

e Kielek 229?22 moze nie by¢ skoriczenie zdeterminowany dla zadnego

k

o Kictek f = 2%y — 2y*z + 3232 — 229?22 jest 9-zdeterminowany, bo

m’ C m{0f)

o Kictek 23y — 2y*2 + 3232 — 229222 + 2123y* 2% — 532727 jest prawo—
2,9 2

rownowazny 3y — 2ytz + 323x — 2%y%2
Twierdzenie 7.5 Jezeli f jest k-zdeterminowany, to m*™ Cc m (Of).
Wiec jezeli istnieje taki jednomian x® stopnia k+1, Ze x® ¢ m(0f),
to f nie jest k zdeterminowany.

Whniosek 7.6 Kietek f jest skorniczenie zdeterminowany dla pewnego k
wtedy i tylko wtedy, gdy dim E/{Df) < oo.

Np. kietek x*y*>2? z poprzedniego Przyktadu nie jest skoriczenie zde-
terminowany dla zadnego k.
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Przyklad.SINGULAR
ring r=0, (x,y),ds;
poly f=x4+y4;
ideal j=jacob(f);
ideal J=std(j);
vdim(J) ;

LIB ’rootsmr.1ib’’;
ideal m=maxideal(1);
ideal i=mxj;

ideal I=std(i);
gbase(I);

X =~ V V V V V ©W V V V V V

e m’ C m(df), wiec f = 2* + y* jest 5-zdeterminowany
e poniewaz jednomian x?y? stopnia 4 = 3 + 1 nie nalezy do m(9f),
wiec kielek z* + y* nie jest 3-zdeterminowany.

4

Cwiczenie 7.7 Kietki (cosz—1)% — (cosy — 1)%+sin®(zy) oraz z* —y*

SQ Prawo-rownowazne.
Cwiczenie 7.8 Kietki 3 + 3, 2% — xy? sq 3-zdeterminowane.

Niech H € B(n). Z odwzorowaniem H mozna stowarzyszy¢ odwzo-
rowanie H* : £(n) — £(n), ktore kietkowi f € £(n) przyporzadkowuje
foHeEM), czyli H*(f) = fo H.

Cwiczenie 7.9 o H* jest homomorfizmem R-algebr, nazywanym ho-
momorfizmem indukowanym przez H

o id" =id
[ ] (H2 o Hl)* = (Hl)* o (HQ)*

Fakt 7.10 H* jest izomorfizmem.
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Cwiczenie 7.11 Jezeli (A, I), (B,J) sq pierscieniami lokalnymi oraz
h: A — B jest izomorfizmem, to J = h(I), jak réwniez J* = h(I¥).

Whiosek 7.12 H*(m) = m, H*(m") = m".

Twierdzenie 7.13 Niech f € E(n). Zatdzmy, Ze f ma niezdegenero-
wany punkt krytyczny w 0, tzn.

of ...~ Of =
L= =Lo-=o.
oraz
O f
det [8%8%(0)} # 0 .

Wtedy f jest 2-zdeterminowany, wiec w szczegolnosci jest prawo-
rownowazny wielomianowi

-(0)ziz; = f(0) +w(/f)

Cwiczenie 7.14 Zaldimy, ze kietki f, g majq niezdegenerowany punkt
krytyczny w 0. Udowodnij, ze f,g s¢ prawo-rownowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy f(0) = g(0) oraz formy kwadratowe w(f),w(g) majg tg samg
sygnature.

Przyktad.SINGULAR

ring r=0, (x,y,z),ds;

poly f=1+x2-2xy-3y2+2xz+4yz-z2-3xyz+x5;
poly g=1-4xy+y2+16xz-6yz+9z2+4x4-xy2z;
matrix Hf=jacob(jacob(f));

matrix Hg=jacob(jacob(g));

matrix HfO=subst(Hf,x,0,y,0,z,0);

det (Hf0) ;

V V V V V V V

-8

> matrix HgO=subst(Hg,x,0,y,0,z,0);
> det (HgO) ;

-32

> LIB rootsmr.1ib’’;

> symsignature(HfO);
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1
> symsignature (Hg0) ;
1

o kictki f =14 2% — 22y — 3y% + 222 + 4yz — 22 — 3ayz +2°, g =
1 —4xy+y?+ 1622 —6yz+ 922+ 42! — 2y~ maja niezdegenerowany
punkt krytyczny w 0

e obie formy kwadratowe w(f),w(g) maja sygnature rowna 1

e oba kielki f, g sa prawo réwnowazne z kietkiem 1 + 22 4 3% — 22

W szczegolnosci f, g sa prawo-réwnowazne.

Istnieja metody pozwalajace oszacowaé z gory liczbe zdegenerowa-
nych punktéw krytycznych wielomianu w C", wiec tym bardziej w R":

Przykltad. SINGULAR

> ring r=0,(x,y,2z),dp;

(Uwaga: nalezy zadeklarowac porzadek "dp” !)
poly f=x2-y2+2z2-xyz+x3y+4z3+y3;
ideal j=jacob(f);

poly h=det(jacob(jacob(f)));

ideal 1i=j,h;

ideal I=groebner(i);

vdim(I);

SOV V.V V VYV

Wielomian f nie ma zdegenerowanych punktéw krytycznych, wiec wszyst-
kie punkty krytyczne sa niezdegenerowane.

Przyktad. SINGULAR

poly g=x3-y3+z2-xyz+x2y-yz3+zx3;
ideal j=jacob(g);

poly h=det(jacob(jacob(g)));
ideal i=j,h;

ideal I=groebner(i);

vdim(I) ;

W VvV V V V V V

Wielomian g ma co najwyzej 3 zdegenerowane punkty krytyczne, pozo-
state punkty krytyczne sa niezdegenerowane.
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8 Kowymiar kieltka

Definicja. Zalozmy, ze f € m?(n). (Wtedy (0f) C m(n).)
Kowymuiarem kietka f nazywamy liczbe

codim f = dim m(n)/ (0f)
Fakt 8.1 codim f=dim&(n)/ (0f) — 1.

Cwiczenie 8.2 Jezeli f € m?(n) oraz r jest rzedem symetrycznej ma-
2

cierzy kwadratowej | agafx_(O)], to po liniowej zamianie wspotrzednych
;UL 5 _

mozna przedstawic kietek f w postaci

f=dai+. . £22+f1,
gdzze fl = fl(xla"'axn) S m3(n)

Lemat 8.3 (O rozszczepianiu) Jezeli f € m?(n) oraz r jest rzedem
symetrycznej macierzy kwadratowej [%(O)], to istnieje H € B(n)
taki, ze

foH=+2l4+.. . +2°+g,

gdzie g = g(Tri1, ..., 2,) € M3 (0 — 7).

Cwiczenie 8.4 Wezmy f1,..., fs, 91, -, 9y € m(n). Jezeli (fi,..., fs) =

(g1, -, gp) to
[0 = [350)

Fakt 8.5 codim f = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f ma niezdegenerowany
punkt krytyczny w 0.

Fakt 8.6 Jezeli f,g € m? sq prawo-réwnowazne, to
codim f = codim g ,

wiec rowniez

dim£/(0f) = dim E/(Ig)

Przyktad. SINGULAR

> ring r=0, (x,y),ds;

> poly f=x2y-3xy3+x2y2;
> ideal I=std(jacob(f));
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vdim(I);

poly g=x2y+xy4+4x2y2;
ideal J=std(jacob(g));
vdim(J) ;

0 V V. VvV O V

Kietki f = 2%y — 3zy® + 2%%, g = 2%y + 2y* + 42%y? nie sa prawo—
rownowazne, poniewaz codim f =6 —1=5,codimg=8—-1=7T7.
Fakt 8.7 Jezeli g jest takim kietkiem jak w Lemacie o Rozszczepianiu,

to
codim f = codim g .

9 Klasyfikacja kietkéw

Lemat 9.1 g € m*(p) = codim g > (p—;l >

Fakt 9.2 Jezeli f € £(n) oraz macierz drugich pochodnych [53;(0)}

ma rzgd r (ozn. p=mn—r), to codim f > <p—2kl>.

Fakt 9.3 Jezeli 0 < codim f < 5, top =1 lub p = 2, 1 wtedy f jest
prawo-rownowazny z kietkiem postaci:

o a3+ tal+glx) ,gemil) (dlap=1)

o +aid . a2 +g(n,y),gem?2) (dlap=2)

Whniosek 9.4 Jezeli p > 2, to codim f > 3 = < 2 ; L )

Cwiczenie 9.5 Jezeli g(x) € m*(1) oraz k = codim g, to g jest prawo-
rownowazny kietkowi £*+2.

Whniosek 9.6 Jezeli p = 1 oraz k = codim f < oo, to f jest prawo-
rownowazny kietkowi postaci

23+ £ £
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Whniosek 9.7 Jezeli codim f < 2 to f jest prawo rownowazny kietkow:
postaci:

o 2?4 £a2  gdycodim f=0
o +a3+ -+ a2+ 2%, gdy codim f =1
o a3+ .- £a2 £a', gdy codim f =2

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0, (x,y) ,ds;

> poly f= x2-2xy+y2-x3-x2y-bxy2-y3+x2y2-
3x2y3-6xy4-3y5-3xy6-3y7-y9;

> vdim(std(jacob(£)));

2

Widaé, ze w(f) = (z —y)?. Poniewaz codim f = 2 —1 = 1, wiec kielek
f jest prawo—réwnowazny z° + 3, lub po prostu x® + 2.

Przykltad. SINGULAR

ring r=0, (x,y,z),ds;

poly f=-x2+2xy-5y2-12yz-92z2-2xz22+2yz2-4x3y-6x3z-x6;
vdim(std(jacob(f)));

LIB ’linalg.11ib’’;

LIB ’rootsmr.1ib’’;

matrix H=jacob(jacob(f));
matrix HO=subst(H,x,0,y,0,z,0);
mat_rk (HO) ;

VvV NV VV V VvV WV V YV

symsignature (HO) ;
-2

W tym przypadku codim f = 3 — 1 = 2, rzad drugiej pochodnej w O
jest rowny 2, sygnatura drugiej pochodnej s = —2. Kielek f jest prawo—
rownowazny +at — y? — 22, Poézniej pokazemy, jak sprawdzié¢ czy znak
przed jednomianem z* jest réowny +1 czy —1. Gdyby to byl —1, to

kietek f ma maksimum w punkcie 0.
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Wezmy g € m?(2). Wtedy

= 3 o o Oy (e =
I A g dwiay Y 9
Pz, y) +r(z,y)

gdzie P = P(x,y) jest wielomianem jednorodnym stopnia 3 dwoch
zmiennych oraz r € m*(2).
P jest prawo-rownowazny z jednym z wielomianow:

)
x3+y3, xg—xy,xy, x3, 0 .

Fakt 9.8 Jezeli P jest prawo-réwnowazny x® + y> lub 3 — xy?, to f
jest prawo-rownowazny odpowiednio:

+a2 4+ a2l pad 4P

+a3 £ £t 42t —ay?

oraz codim f = 3.
Fakt 9.9 Jezeli P = 22y, lub P = 23, lub P = 0, to codim f > 4.

Whniosek 9.10 Jezeli codim f = 3, to f jest prawo-rownowazny z jed-
nym z kietkow postaci:

o tait .. a4+ b
o +urit -+ +ad+ys
o a3+ £ a2+ 2% — ay?

Przyktad. SINGULAR

> ring r=0,(x,y,2z),ds;

> poly f = 3x2-2xy+4xz-2yz+z2-4x3+6xX2y+2xy2-
2y3-2x2z+2xyz+2y2z+3x4-2x3y-x2y2+
2xy3+y4+2x3z-6xb+4x4y+2x3y2-2x4z+z5+
2x6-2x5y-2x4y2+5y224-2x7+10y4z3+x8+
10y6z2+5y8z+y10;

> vdim(std(jacob(f)));

4

> matrix H=jacob(jacob(f));

> matrix HO=subst(H,x,0,y,0,z,0);
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LIB ’linalg.lib’’;
LIB ’rootsmr.1ib’’;
mat_rk (HO) ;

symsignature (HO) ;

SO VNV VYV

W tym przypadku codim f = 4 — 1 = 3, rzad drugiej pochodnej w O
jest rowny 2, sygnatura drugiej pochodnej s = 0. Kietek f jest prawo—
réwnowazny x° + y* — 22,
Przyklad. SINGULAR
> ring r=0,(x,y,z),ds;
> poly f= x2+2xy+y2+2xz+2yz+z2+x3-
3x2y+3xy2-y3+z3+2x2yz+2xy2z+3x222-
4xyz2+3y2z2+3xz4-3yz4+x2y222+26
vdim(std(jacob(£)));

>
4
> LIB ’linalg.lib”’;

> LIB rootsmr.1ib’’;

> matrix H=jacob(jacob(f));

> matrix HO=subst(H,x,0,y,0,z,0);
> mat_rk(HO) ;

1
>
1

symsignature (HO) ;

W tym przypadku codim f = 4 — 1 = 3, rzad drugiej pochodnej w O
jest rowny 1 (wiec p = 3 — 1 = 2), sygnatura drugiej pochodnej s = 1.
Kielek f jest prawo-rownowazny x° + ¢ + 22 lub 23 — ay? + 22

Twierdzenie 9.11 Jezeli codim f =4, to f jest prawo-réwnowazny z
jednym z kietkow postaci:

o a3+ ... £ a2 £ af
° ix%i---ix%—i—:ﬁyiy‘i

Twierdzenie 9.12 Jezeli codim f =5, to f jest prawo-rownowazny z
jednym z kietkow postaci:

o +at . a2 +a”
o it .+ +aty+yP
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D A= v R a T

10 Ekstrema lokalne
Niech F' € £(n). Oznaczmy f = F — F(0).

Cwiczenie 10.1 Kietek F ma lokalne ekstremum w O wtedy i tylko
wtedy, gdy f ma lokalne ekstremum w 0.
W takim przypadku f € m?(n).

Fakt 10.2 Kietek
f:g(xl,...,xp):lzxzﬂ:I:---:ta:i

ma lokalne minimum (odp. maksimum) w 0 € R"™ wtedy i tylko wtedy,
gdy g(z1,...,xp) ma lokalne minimum (odp. maksimum) w 0 € RP
oraz

f=glz,...xp) +ar + ...+,

) f=glz,. o my) —a g — .~

Cwiczenie 10.3 Sposrdd kietkow:

4y, B —ay?, Py, PyLy°, 2ty

tylko trzy kietki: a2, +x*, +2°% majg lokalne ekstremum w poczqtku
uktadu.

Twierdzenie 10.4 (Warunek konieczny ekstremum) Niech F € &,
oraz f = F—F(0). Jezeli F ma lokalne ekstremum w 0, to F' ma punkt
krytyczny w O, czyli pochodne czgstkowe spetniajg warunek:

OF oF
—(0)=0,...
E):c1( ) 07 7 833n

Wiec rowniez f ma punkt krytyczny w 0:

of of
5 (0 =0, 5(0) =0,

(0) = 0.

czyli f € m%(n), oraz w(F) = w(f).
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Zatozmy dodatkowo, zZe codim f < 5. Wtedy macierz formy kwadra-
towey

Z 8%’2 895] O)zia;

i,j=1
ma rzad r =n oraz codim f =0, lub ma rzed r =n — 1 oraz codim f
jest rowny 2 lub 4.

Jezeli F' ma lokalne minimum w 0, to sygnatura formy w(F) jest
rowna +r, jezeli lokalne maksimum to sygnatura jest rowna —r.

Przedstawimy ponizej pewne sposoby sprawdzania istnienia lokalnego
minimum funkcji /' w punkcie 0. Aby sprawdzi¢, czy F' posiada lokalne
maksimum wystarczy ja zamieni¢ na —F', i zastosowa¢ przedstawione
ponizej sposoby.

Zatozmy, ze F' spetnia najprostszy warunek konieczny istnienia eks-
tremum, tzn. 0 jest punktem krytycznym F. Wtedy f ma punkt kry-
tyczny w 0, wigc f € m?(n).

Zdefiniujmy

h(z) = det [ afng (x)] — det [ agng (5(:)]

Przypadek codim f =0

Twierdzenie 10.5 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum)
Ponizsze warunki sg rownowazne:

(1) codim f =0

(11) f ma niezdegenerowany punkt krytyczny w 0
(111) F ma niezdegenerowany punkt krytyczny w 0
(iv) h(0) # 0

(v) r2qd macierzy
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Jezeli jeden z powyzszych warunkow jest spetniony, oraz sygnatura
s formy kwadratowej w(F) = w(f) spetnia s = n, to F oraz f majg
lokalne minimum w 0.

Przypadek codim f =2, r=s=n—1

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0, (x,y,z) ,ds;

> poly F=b+x2+2xy+2y2+2xz+4yz+222-2x2y-2x22-2x22-2yz2-223+x4+224;
> vdim(std(jacob(F)));

3

> LIB ’linalg.lib’’;

> LIB ’rootsmr.1lib’’;

> matrix H=jacob(jacob(F));

> matrix HO=subst(H,x,0,y,0,z,0);
> mat_rk(HO) ;

2

> symsignature(HO) ;

2

(Sprawdzilismy, ze F' spelia warunki konieczne.)

> ideal J=std(jacob(F));
> gbase(J);

1

z

z2

> poly a=z;

(Jako a wybieramy "$rodkowy” jednomian z powyzszej listy.)

> poly A=a’2;

> poly h=det(H);
> reduce(h,J,2);
48z2

> reduce(A,J,2);
z2



Osobliwosci i Katastrofy — Notatki do wyktadu, Instytut Matematyki UG 30

Jezeli wspotezynniki przed oboma jednomianami maja ten sam znak, to
kietek ma lokalne minimum. W tym przypadku tak jest, wiec F' ma
lokalne minimum.

poly G=5+x2+2xy+2y2+2xz+4yz+222-2x2y-2x22+x4-24-2x24-2yz4-225+28;
vdim(std(jacob(G)));

matrix H=jacob(jacob(G));
matrix HO=subst(H,x,0,y,0,z,0);
mat_rk (HO) ;

symsignature (HO) ;

ideal J=std(jacob(G));
gbase(J) ;

N m V VMV NV V V WV YV

N
N

> poly a=z;

> poly A=axa;

> poly h=det(H);
> NF(h,J,2);
-48z2

> NF(A,J,2);

z2

Jezeli wspotezynniki przed oboma jednomianami maja rézne znaki, to
kietek nie ma lokalnego minimum. W tym przypadku tak jest, wiec G
nie ma lokalnego minimum.

Uwaga. Istnieje algorytm, oparty na badaniu sygnatury pewnej formy
kwadratowej, pozwalajacy sprawdza¢ warunek dostateczny istnienia mi-
nimum w przypadku gdy codim f < oo, r>n—2,s=r.

W szczegblnosci mozna stosowaé ten algorytm dla kietkéw funkceji
dwoch zmiennych majacych skonczony kowymiar.
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11 Katastrofy i bifurkacje

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

w(z)z' = f(z) (%),
gdzie w, f : R — R sa klasy C*°, w > 0.

Definicja. Punkt xy € R jest punktem réwnowagi, gdy f(zg) = 0. W
takim przypadku z(t) = zg jest rozwiazaniem ().

Definicja. Punkt zy € R jest stabilnym punktem rownowagi, gdy
f(xg) = 0 oraz funkcja f(x) maleje w pewnym otoczeniu x.

Definicja. Punkt zy € R jest niestabilnym punktem rownowagi, gdy
f(zo) = 0 oraz funkcja f(z) rosnie w pewnym otoczeniu z.

Niech p = p(z) : R — R bedzie klasy C'*°. (Bedziemy ta funkcje nazy-
wacé potencjatem). Niech
flx) = —p'(2).
Fakt 11.1 Funkcja p(x) ma punkt krytyczny w xo wtedy i tylko wtedy,
gdy rownanie (x) ma punkt réwnowagi w x.
Funkcja p(x) ma lokalne minimum w xo wtedy i tylko wtedy, gdy
rownanie (x) ma stabilny punkt réwnowagi w x.

Funkcja p(x) ma lokalne maksimum w xy wtedy i tylko wtedy, gdy
rownanie (x) ma niestabilny punkt réwnowagi w x.

Jezeli f(z,u) : R x R — R jest klasy C'*°, to mozemy zdefiniowaé
rodzine rownan rézniczkowych

w(z)r' = f(z,u)  (x*)

z parametrem u € R.

Przyklad. Rozpatrzmy
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e Dla ujemnych wartosci parametru u, potencjatl p(x,u) ma jedno
lokalne maksimum w z = —y/—u/3, 1 jedno lokalne minimum w
T =++/—u/3.

Wiec uktad (x%) ma jeden niestabilny (= —y/—u/3), i jeden sta-
bilny punkt réwnowagi (= ++/—u/3),

e Dla u = 0 potencjal p(z,u) ma jeden punkt krytyczny w z = 0,
ktory nie jest ani lokalnym minimum, ani lokalnym maksimum.
Wiec istnieje jeden punkt rownowagi (= 0) uktadu (%), ktory nie
jest ani stabilny, ani niestabilny,

e Dla dodatnich wartosci u potencjal p(x,u) nie ma punktow kry-
tycznych, wiec nie istnieja punkty rownowagi uktadu (),

e Jezeli parametr u roénie i przekracza wartos¢ u = 0, to oba eks-
trema lokalne (maksimum i minimum) "tacza si¢”; a nastepnie zni-
kaja. Wiec punkty réwnowagi (niestabilny i stabilny) uktadu (xx)
tez znikaja,

e Zauwazmy, ze dla u = 0 oraz xg = O:

of of

%(0,0) = —6x |(0,0)= 0, %(070) =—1#0
82
a—;;(o,()) — 640

Taka zmiane postaci punktéw krytycznych, gdy przy przekraczaniu pew-
nej wartosci parametru pojawiaja sie, lub znikaja, dwa lokalne ekstrema
(maksimum i minimum), nazywamy katastrofa "fatda"

("fold").
Cwiczenie 11.2 Jak zmienia si¢ postaé¢ punktow réwnowagi, gdy

p:x?’—ux, p:—x3+uac, p:—x3—ux.

Czym roznig sie cztery opisane powyzej katastrofy

Jak wida¢, badanie katastrof ma naturalny zwiazek z badaniem jak zmie-
niaja si¢ punkty réwnowagi uktadéw rownan rézniczkowych z parame-
trem. Tym ostatnim zagadnieniem zajmuje sie teoria bifurkacyi

Dla ustalonego parametru u, punktami rownowagi uktadu () sa takie
v €R, ze (x,u) € f71(0).
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Cwiczenie 11.3 Jezeli

of

f(xo,uo) = O ) %(CU(),U()) 7& O ,

to z Twierdzenia o Funkcji Uwiktanej, dla kazdego parametru u lezgcego
dostatecznie blisko ug istnieje doktadnie jeden punkt rownowagi x lezgcy
blisko x( taki, ze
f(z,u) = 0.
Jezeli xy byt stabilnym (odp. niestabilnym) punktem réwnowagi, to
x tez bedzie stabilnym (odp. niestabilnym) punktem réwnowagsi.

Zatozmy teraz, ze

f(xo,up) =0, %(%,Uo) =0, g—z(ﬂfo,uo) #0.
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7 Twierdzenia o Funkcji Uwiktanej, istnieje taki kietek

u(x) 1 (R, zg) — (R, ug) ,

ze f(x,u(x)) = 0oraz w poblizu (g, ug) krzywa f~1(0) jest wykresem
kietka u(z).
Rézniczkujac ta réwnosé otrzymujemy:
_ 0 _of of :
0= Lsau@) = L) + i) @)
Po podstawieniu x = xg, u(xy) = up mamy:
0 0 , 0 ,
0 = a—i(xo,u()) + a—i(xg, up) - u'(xg) = a—i(xo,u()) ' ()

Wiee u/(xg) = 0.
Rozniczkujac ponownie otrzymamy:

_ 0’ f :
0 = @(fﬁyu(ﬂf)) + m(%u(ﬂf)) -u(@)+
o 1of : of "
tar | G| (e + G ute) o)
Po podstawieniu x = xg, 4 = ug mamy:
0? 0 "
0 = 6—;;(x0,u0) + a—i(xo,uo)-u (x0) ,
0? 0 ,
_6_31:];(%’%) = a—z(xo,uo) -u” (o).
Jezeli
0* f of
@(IO;UO) 3 %(330, Up)

maja ten sam znak, to u”(xg) < 0, wigc kietek u(x) ma lokalne maksi-
mum w .

Wtedy dwa punkty rownowagi (jeden stabilny, jeden niestabilny)
ktore istnieja dla u € (ug—e, ug) znikna, jezeli u znajdzie si¢ w przedziale
(ug, up + €) (€ > 0 — matle).

Jezeli

0> 0
a—;;(l’o,uo) ) a—i(fﬁoauo)

maja przeciwny znak, to u”(xg) > 0, wiec kielek u(z) ma lokalne mini-
mum w .
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Wtedy dla u € (ug — €, up) nie istnieja punkty rownowagi bliskie z,
a dla u € (ug,up + €) pojawiaja sie dwa punkty rownowagi (stabilny i
niestabilny).

Przypadek gdy codim p =1 :

Cwiczenie 11.4 p — p(0) € m?(1) oraz codim (p — p(0)) = 1 wtedy i
tylko wtedy, gdy

op 0?p

Op

(O):O ) %

(0) £0.

Jezeli p = p(x,u) jest potencjatem z parametrem wu, oraz dla pewnego
punktu (zg, ug) spetnione sa warunki:

0 0?

a_i(x())u()) =0 3 a_lg(x())u()) =0 ’
p 0?p
@(%:UO) #0 5 8x<x0’u0) #0

to katastrofa stowarzyszona w przekraczaniem parametru ug ma lokal-
nie taka "postac¢"jak katastrofa stowarzyszona z jednym z ponizszych
potencjatéw z parametrem w:

z3 + uzx, z3 — ux, —a’ + uzx, —x® —uzx .

Ta katastrofa nosi nazwe falda (fold)

Cwiczenie 11.5 W powyzszym przypadku rozstrzygnij, ktora to kata-

strofa, badajg znaki dwoch liczb:
Op
—(.CU(),UO) )

ox?

P
ou Ox

(.CC(), UO) .
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Przyklad. Niech p = p(z,u) = 2° + uz® + 5z bedzie potencjatem z
parametrem u. Wtedy

% = 52* + 3ux® + 5

Pp = 202 + 6ur = z(202% + 6u)

0x2 T

90 = 602 + 6u

03

Pp 2
oudxr 3%

Jezeli 22 =0, 72 = 0, to

7 Ox?
10 ,
u = -3 x°,
4 10 5\ o 4
52" + 3 —g T | +5 =5(1—-2") =0,
r = +1,
10
u = ——.
3
Wigc jezeli parametr u przekracza wartosé uy = —%, to katastrofy
wystapia jednoczesnie w dwoch punktach: x = —1 oraz x = +1.
W obu tych punktach:
Pp 10
— =60+6(——) = 40 > 0
3 * ( 3) ’
0?p
=3>0.
Ou Ox

Wiec w kazdym z tych dwoch punktow znikaja dwa punkty krytyczne.

Przypadek gdy codim p = 2 :

Cwiczenie 11.6 p — p(0) € m?(1) oraz codim (p — p(0)) = 2 wtedy i
tylko wtedy, gdy
Op
o

p
Ox?

m=0. 2P0 =0 . TP 20.

=0, i
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Niech
p(x) = p(x;u,v) = 2* + ur + v’

bedzie potencjalem z dowoma parametrami (u,v). Ta funkcja, trakto-
wana jako funkcja zmiennej = (przy ustalonych wartosciach parametrow
u, v) zawsze posiada lokalne minima, bo jest wielomianem stopnia 4 po-
siadajacym dodatni wspotezynnik przy z*. Punkty krytyczne funkcji p
spelniaja rownanie

p(z) =42 +u+ 20 =0.
p'(x) jest wielomianem stopnia 3, wiec ma co najwyzej trzy zera, wiec
p ma co najwyzej trzy punkty krytyczne. Funkcja p moze mie¢:

e jedno minimum (gdy p’ ma jedno zero (jednokrotne lub trzykrotne))

e jedno minimum i jeden punkt krytyczny nie bedacy ekstremum lo-
kalnym (gdy p’ ma jedno zero jednokrotne, i jedno zero dwukrotne)

e dwa lokalne minima i jedno maksimum (gdy p’ ma trzy zera jedno-
krotne)

Jezeli funkcja p posiada punkt krytyczny xg nie bedacy ekstremum lo-
kalnym, to
0 = p/(wg) = 4oy +u + vz ,

0 =p"(zp) = 1222 + 2v .

Wtedy:
v = —6:1:3

4oy +u— 1223 = 0
u=8zxy = (210)® = xo= Vu/2
v=—6z2 = —6(Yu)?/4 = —3/2 - u*?

Powyzsza zalezno$¢ pomiedzy parametrami u,v jest konieczna aby ist-
nial punkt krytyczny nie bedacy lokalnym ekstremum.

Rozpatrzmy teraz mozliwe wzajemne potozenia parametrow:

(Hu=0, v>0
Pochodna p/ = 423 + 2vxr = 22(22% + v) ma jeden pierwiastek jedno-
krotny, wiec p ma jedno minimum lokalne.



Osobliwosci i Katastrofy — Notatki do wyktadu, Instytut Matematyki UG 38

2)u=0,v<0
Pochodna p’ = 423 + 2vr = 22(22? + v) ma trzy pierwiastki jedno-
krotne, wiec p ma dwa minima lokalne i jedno maksimum lokalne.

(3) u=8x, v=—62% x9#0

Pochodna p' = 4234873 —12z0x = 0 ma dwukrotny pierwiastek z = o,
oraz jednokrotny pierwiastek x = —2x.

Jezeli u < 0, to xy < 0, wiec p(x) posiada jeden ujemny punkt kry-
tyczny nie bedacy ekstremum lokalnym, i jeden punkt dodatni bedacy
lokalnym minimum.

Jezeli u > 0, to g > 0, wiec p(x) posiada jeden dodatni punkt kry-
tyczny nie bedacy ekstremum lokalnym, i jeden punkt ujemny bedacy
lokalnym minimum.

Jezeli parametry (u,v) przecinaja krzywa v = —3/2 - 1?3, to w zalez-
nosci od kierunku zmiany parametrow, jedno minimum lokalne pojawia
sie badz znika. Ta katastrofe nazywamy ostrzem (cusp).

Jezeli potraktujemy wu, v jako zmienne, to zbior

{(z,u,v) | 42° + v+ 20z = 0} = {(z,u,v,) | u = —42® — 2z}

jest wykresem funkcji wzgledem zmiennych v, x.

Cwiczenie 11.7 Jak zmienia sie postaé¢ punktow réwnowagi, gdy

p:a:4—ux+v:l:2, p:x4+ux—vx2, p:a:4—ux—v:z:2.

Jezeli p = p(x, u,v) jest potencjalem z dwoma parametrami (u, v), oraz
dla pewnego punktu (xg, ug, v9) spetnione sa warunki:

op 0?p Op

%(3307“07/00) =0 s 8 2(&70,“0,7)0) 0 ,a 3(ZUO,UO,’U0) 0 ,
54
O 4($0,U0,'U0) > 0 )
2L (30, ug, Vo) (0, U, Vo)
det #+ 0

3 3
335]3:2 (:UO’ uo, UO) %(Q?O, Uo, UO)
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to katastrofa stowarzyszona z otoczeniem (ug, vg) ma lokalnie taka "po-
stac¢"jak katastrofa stowarzyszona z jednym z ponizszych potencjalow z
parametrami (u, v):

:134+u:1:+vx2, a:4—ux+vx2, x4+uaz—vx2, ot —ur —vz?

Ta katastrofa nosi nazwe ostrze (cusp)

Cwiczenie 11.8 Jakg postac¢ ma katastrofa gdy p = —x* + ux + va?® ?

12 Proste zastosowania

Dla (z,y) € R? oznaczmy: 7 = /a2 + y2.
Niech (x(t),y(t)) bedzie rozwigzaniem uktadu réwnan rozniczkowych:

T = g(r,u)r—vy
y = z+g(r,u)y

dla pewnej funkcji ¢ : R x R — R. (Taka posta¢ maja np. pewne
rownania opisujace zachowanie obwodow elektrycznych.)

Cwiczenie 12.1 Jezeli r(t), (t) sq takimi funkcjami, e

z(t) = r(t)coso(t)
y(t) = r(t)sing(t)

to
/

= r-g(r,u) (% * *)
o =1 = o)=ti+t.

Rownanie (* * *) mozna traktowaé jako réwnanie rozniczkowe z jedna
zmienna r 1 parametrem wu, ktorego rozwiazaniem jest wprowadzona
wezesniej funkcja r(t).

Jezeli rg > 0 jest punktem rownowagi (x * *), czyli g(rg,u) = 0, to
odpowiada mu rozwiazanie okresowe:

x(t) = rogcos(ty+1t)
y(t) = rosin(ty +t)
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Cwiczenie 12.2 Sprawdzié, ze stabilnemu punktowi réwnowagi ro od-
powiada stabilna trajektoria okresowa "przyciggajgca” bliskie trajektorie,
a niestabilnemu punktowi rownowagi roy odpowiada niestabilna trajekto-
ria okresowa “odpychajaca” bliskie trajektorie

Cwiczenie 12.3 1. Punkt ro > 0 jest stabilnym punktem réwnowagi
rownania (x x %) dla parametru ug, gdy

0
g(ro,up) =0 a—i(ro,uo) <0.

2. Punkt rq > 0 jest niestabilnym punktem rownowagi réwnania (* * )
dla parametru uy, gdy

0
g(ro,up) =0 a—i(ro,uo) >0 .

Przyktad. Rozpatrzmy rownanie rézniczkowe:

T = (u—sin\/:ﬁ2+y2)m—y
= x+(u—sin\/x2—|—y2)y.

Wtedy
g(r,u) = u—sinr ,
?(r,u) = —cosr,
r
%(T,u) = sinr,
-
9y
%(r,u) =1

Niech (rg,ug) = (7/2,1). Wtedy

g(m/2,1) = 1 —sin(n/2) = 0,

W (x/2.1) = ~cos(x/2) = 0
2
%(w/z,n =1 >0,
dg

S2(r/2.1) = 1 >0,
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Jezeli parametr u przekracza wartos¢ ug = 1, to "znikaja’ dwie or-
bity okresowe (jedna stabilna, jedna niestabilna) o promieniach bliskich
Ty = 7T/2

Cwiczenie 12.4 Zbuduj model matematyczny opisujacy zachowanie fi-
gury plaskiej o ksztatcie = {(x,y)| y > 22} i Srodku cigzkosci w punkcie
(u,v), opartej na poziomej prostej.

Opisz katastrofy stowarzyszone z tym modelem.

Model gradacji owadéw
Choristoneura fumiferana (Clemens)

Wedtug: J.D. Murray, Wprowadzenie do biomatematyk:, PWN 2006
e Gradacja — pojawienie sie duzej ilosci owadéw w danym sezonie
e x = x(t) — populacja (liczebnosé¢) gatunku w chwili ¢
e u — wspolezynnik rozrodczosci

e v — wspoOtcezynnik mierzacy pojemnosé srodowiska; wielko$é v jest
jest rowna maksymalnej pojemnosci sSrodowiska

Wielko$é populacji jest modelowana za pomoca réwnania rozniczkowego:
dx x z?
a (1_5) T
Pierwszy sktadnik prawej strony jest sktadnikiem tzw. rownania wzrostu
logistycznego, drugi sktadnik opisuje drapieznictwo, gtéwnie ptakow.
Rownanie to mozna przeksztatci¢ do postaci:
1 dx x x
A A Cl) R et
Prosta przechodzaca przez punkty (0, u), (v,0):

- (1-2)

x
1+ a?

przecinaja sie w punktach ktorych odciete sa punktami rownowagi. Ana-
lizujac wzajemne potozenie obu wykreséow mozna okresli¢ posta¢ kata-
strof.

oraz wykres funkcji

y:



