Topologia I
Notatki do wyktadu
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1 Przestrzenie metryczne

Definicja. Funkcje d : X x X—R nazywamy metrykq jezeli
Ve,y,z € X:

0
= d(y,x) (symetria),
d(x,y) + d(y, z) (nieréwnosé trdjkata).

Pare (X, d) nazywamy przestrzenig metryczng.

Whniosek 1.1 Vz,y € X d(z,y) >0

Definicja. Jezeli (X,d) jest przestrzenia metryczna, A C X, to
funkcja dg = d|axa, taka ze dy(a,b) = d(a,b) dla a,b € A, jest
metryka na A. Nazywamy ja metrykq indukowang, zas pare (A, da)
nazywamy podprzestrzeniq.

Przyktad. — [0,1],N,Z,Q, IQ sa podprzestrzeniami R.
Definicja. gredm'cg, zbioru A C X nazywamy liczbe

0 jezeli A = ()

diamn A = { sup, ye 4 d(z,y) jezeli A # 0

1
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Definicja. Zbiér A jest ograniczony (odp. mnieograniczony) jezeli
diam A < oo (odp. diam A = o).

Przyktad. — diam {x¢} = 0.
— diam [0, 3] = 3, tzn. [0, 3] jest ograniczony.
— diam Z = oo, tzn. Z jest nieograniczony

Definicja. Zbiér
Blx,r)={y e X | d(z,y) <r}
nazywamy kulg o $rodku x i promieniu r.

Uwaga. — Jezeli r < 0 to B(z,r) = 0.
— Jezelir > 0 to z € B(x,r).

Przyktad. — Jezeli X = [0,1] to B(1,3) = (3, 1].

— Jezeli X = R to kazdy otwarty odcmek (a,b) jest kula.

— Jezeli X ma metryke 70-17 to B(z,r) = {z} jezeli 0 < r < 1, lub
B(xz,r) = X jezeli r > 1.

Cwiczenie. diam B(z,r) < 2r.
Definicja. Zbiér U C X jest otwarty jezeli
Ve € U Jr > 0 taki, ze B(x,r) C U.
Przyktad. — 0, X sa zbiorami otwartymi.
— Odcinek (a,b) jest otwarty w R.

— U = (3,6] x [0,2) jest otwarty w kwadracie X = [0,6] x [0, 6].
— U nie jest otwarty w R2.

Fakt 1.2 Suma dowolnej rodziny zbiorow otwartych jest zbiorem ot-
wartym.

Fakt 1.3 Przekroj dowolnej skonczonej rodziny zbiorow otwartych jest
zbtorem otwartym.

Cwiczenie. Kazda kula jest zbiorem otwartym.

Cwiczenie. W przestrzeni z metryka 70-17 kazdy zbidr jest otwarty.
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Fakt 1.4 Jezeli A C X to zbior U’ C A jest otwarty w podprzestrzeni
A & istnieje zbior otwarty U C X, taki ze U = U N A.

Definicja. Zbiér F' C X jest domkniety jezeli X \ F' jest otwarty.

Whniosek 1.5 U C X jest otwarty < F = X \ U jest domkniety.

Przyktad. — (), X sa domkniete.

— Odcinek [a, b] jest domkniety w R.

— W przestrzeni z metryka ”0-1" kazdy zbioér jest domkniety.
— Zbiory jednopunktowe sa domkniete.

Fakt 1.6 Przekroj dowolnej rodziny zbiorow domknietych jest domkniety.
Fakt 1.7 Suma skonczonej rodziny zbiorow domknietych jest domknieta.
Whniosek 1.8 Zbiory skonczone sq¢ domkniete.
Cwiczenie. Podaé przyktad zbioru przeliczalnego ktéry nie jest domkniety:.
Fakt 1.9 F' jest domkniety <

Vee X\ F Jr>0 B(z,r)NF =0.
Fakt 1.10 Jezeli A C X to zbior F' C A jest domkniety w pod-
przestrzeni A < istnieje zbidr domkniety F' C X, taki ze F' = FNA.
2 Ciagi, domkniecie, wnetrze
Definicja. Ciag (x,) w X jest zbiezny do x € X jezeli

Ve >0 AN VYn> N d(x,z,) <e.

Piszemy: lim x, = x lub z,—x.

Fakt 2.1 limz, =2 < limd(z,z,) =0.

Cwiczenie. Niech z, = (Tn,yn) € X X Y. Wtedy z,—2z = (z,y) w
metryce p; lub po & x,—x oraz y,—y.
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Fakt 2.2 Cigg zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego, tzn.
Ve >0 IN Vm,n >N d(xm,,x,) <e.

Definicja. Niech (z,) bedzie ciagiem. Jezeli ¢ : N — N jest funkcja
rosnaca (wtedy w szczegélnodci ¢(n) > n) to funkcje N 3 n = 4,
nazywamy podciggiem ciagu ().

Twierdzenie 2.3 F' C X jest domkniety <
V (z,) C F jezeli x =limz, to x € F.
Definicja. Niech A C X.
A={ze X |Vr>03a€c A d(x,a) <r}.
Zbiér A nazywamy domknieciem zbioru A. Oczywiscie A C A.
Fakt 24 2z € A < J(a,) C A taki ze x = lima,.
Fakt 2.5 A jest domkniety.

Fakt 2.6 Jezeli I jest domkniety oraz A C F to A C F. (Wiec A
jest najmniejszym zbiorem domknietym zawierajgcym A.)

Whniosek 2.7 A jest domkniety < A= A.

Prazyktad. — Q =R, IQ =R, (a,b) = [a,b].

Cwiczenie. Niech d(z, A) = infye s d(z,a). Wredy z € A < d(z, A) =
0.

Definicja. = € X jest punktem skupienia zbioru A jezeli

ze A\{z},

tzn. dla kazdego r > 0 istnieje taki punkt a € A, ze x # a oraz
d(z,a) <r.
Wiec x € X jest punktem skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy,
gdy

3 (a,) C A\ {z} taki, ze = =lima, .

Definicja. x € A jest punktem izolowanym w zbiorze A jezeli x &
A\ {z}, tzn. jezeli istnieje takie r > 0, ze B(z,r) N A = {z}.
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Definicja. Niech A C X.
intA={xeX |3Ir>0 B(x,r) C A}.

Zbiér int A nazywamy wnetrzem zbioru A.

3 Funkcje ciagle

Definicja. Funkcja f : X—Y jest ciggla jezeli dla kazdego zbioru
otwartego U C Y jego przeciwobraz f~1(U) jest otwarty w X.

Przyktad. — Funkcja identycznosciowa id: X — X jest ciagla.
— Funkcja stala f(z) = yo (yo € Y) jest ciagla.
— Funkcja f: R — R:

|0 jezeliz <0
f(x)_{1 jezeli z > 0

nie jest ciagla.
— Funkcja Weierstrassa f : R — R:

0 jezeliz e Q
f(x)_{1 jezeli z € IQ

nie jest ciagla.

Twierdzenie 3.1 (Warunek ciaglosci Cauchy’ego) f : X—Y
jest ciggla < Vre X Ve>0 36>0 Va'e X

dx(z,2") < = dy(f(z), f(2)) <e.

Twierdzenie 3.2 (Warunek ciaglosci Heinego) f : X—Y jest
ciggta <

V(z,) limz, =2 = lim f(z,) = f(x).
Cwiczenie. | = (f1, f2) : X—Y7 x Y5 jest ciagla < fi, fo sa ciagle.
Twierdzenie 3.3 Niech f : X—Y . Nastepujoce warunki sq¢ rownowazne:

(i) [ jest ciggta,
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(ii) dla kazdego zbioru domknietego F C'Y, f~1(F) jest domkniety w
X,

(iii) dla kazdego A C X, f(A) C f(A).
Fakt 3.4 Funkcja spetniajgca warunek Lipschitza, tzn. taka Ze
AC >0 Vz,2' € X dy(f(z), f(2") < Cdx(z,2'),
jest ciggta.
Lemat 3.5 Niech A C X. Wtedy
Vo, eX |dz,A) —d, Al <d(x, ).
Whniosek 3.6 Funkcja X > x +— d(z, A) € R jest ciggla.

Fakt 3.7 Jezeli f : X—Y orazg:Y—Z sq cigglte to gof : X— 7
jest ciggta.

Definicja. Przeksztalcenie ciaglte wzajemnie jednoznaczne h : X —Y
jest homeomorfizmem jezeli przeksztalcenie odwrotne h™' : Y —X
jest ciagle.

W takim wypadku przestrzenie X i Y sa homeomorficzne.

Cwiczenie. Jezeli X 1Y sa homeomorficzne oraz Y i Z sa homeomor-
ficzne, to X 1 Z sa homeomorficzne.

Fakt 3.8 Niech h : X—Y bedzie homeomorfizmem.
Zbior A C X jest otwarty (odp. domkniety) <
h(A) CY jest otwarty (odp. domkniety).

4 Przestrzenie osrodkowe

Definicja. Zbiér A C X jest gesty w przestrzeni X (odp. w zbiorze
P C X)jezeli A= X (odp. jezeli A C P oraz P C A).

Lemat 4.1 A C X jest gesty < dla kazdego niepustego otwartego
zbioru U, UN A # 0.
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Przyktad. — Q, IQ sa geste w R.
— N nie jest a gesty w R.
— (a, b) nie jest gesty w R.

Definicja. Przestrzen X (odp. zbior P C X) jest osrodkowa jezeli
istnieje co najwyzej przeliczalny zbidr A gesty w X (odp. gesty w
zbiorze P).

Przyktad. — R jest przestrzenia osrodkowa.
— R? jest przestrzenia oérodkowa.
— Plaszczyzna z metryka "kolejowa” nie jest osrodkowa.

Cwiczenie. Jezeli X , Y sa osrodkowe to X X Y jest osrodkowa.

Twierdzenie 4.2 Jezeli f : X—Y jest funkcjg cigglq, "na” oraz X
jest przestrzenig osrodkowa, to'Y jest osrodkowa.

Whniosek 4.3 Jezeli przestrzenie X 1Y sg homeomorficzne to
X jest przestrzenig osSrodkowg < Y jest przestrzenig osSrodkowg.

Whiosek 4.4 R? i plaszczyzna z metrykg “kolejowq” nie sq¢ homeo-
morficzne.

Twierdzenie 4.5 Kazdy podzbior W w przestrzeni osrodkowej X jest
podprzestrzenig osrodkowg.

Uwaga. W = {v/2} x R jest podzbiorem R?, zbiér A = Q x Q jest
przeliczalnym gestym podzbiorem R?, ale W N A = ().

Cwiczenia. — Zbiér pusty jest przestrzenia osrodkowa.
— Zalézmy, ze X XY jest niepusta przestrzenia osrodkowa. Udowodnij,
ze X,Y sa osrodkowe.

Definicja. Rodzine U,, a € A, podzbiorow przestrzeni X nazywamy
pokryciem przestrzeni X (odp. pokryciem zbioru A C X)), jezeli

X = UUQ (odp. A C UUQ).
acA acA

Pokrycie jest otwarte jezeli kazdy zbior U, jest otwarty.

Przyktad. — Uy = (—o0, 1], Us = [0,3), Us = (2,00) jest pokryciem R,
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ale nie jest pokryciem otwartym.
— U, = (—n,n), n € N, jest otwartym pokryciem R.
— Uy = (k,k+2), k € Z, jest pokryciem otwartym R.

Definicja. Jezeli r > 0 to skoriczong (odp. przeliczalng) r—siecig
nazywamy taki skoriczony (odp. przeliczalny) zbiér S C X, ze

Ve e X dse S takized(x,s) <r

& X = U B(s,r).
seS
Przyktady. — S ={0,1/5,2/5,3/5,4/5,1} jest skoniczona 1/4-siecia w
0, 1].
— S = 7 jest przeliczalna 2-siecia w R.
— 5 = Q jest przeliczalna r—siecia dla kazdego r > 0.

Fakt 4.6 W przestrzeni osrodkowej, dla kazdego r > 0 istnieje przeliczalna
r—siec.

Twierdzenie 4.7 ( Lindel6fa) Jezeli X jest przestrzenig osrodkowq,
to z kazdego otwartego pokrycia U,, a € A, przestrzeni X
mozna wybraé pokrycie co najwyze) przeliczalne, tzn.

3 a(l),a(2),...,a(k),... €A

X = Uapy
k=1

Przyktad. W plaszczyznie z metryka "kolejowa” twierdzenie Lindelofa
nie jest spetnione.

5 Przestrzenie zwarte

Definicja. Zbiér K C X jest zwarty, jezeli z kazdego ciagu punktéw
tego zbioru mozna wybra¢ podciag zbiezny do punktu ze zbioru K,
tzn

V(:Un) CK dreK 3($¢(n)) r = lim T (n)-

Przyktad. — R, (a,b), (—o0, a) nie sa zwarte.
- X ={1,1/2,...,1/n,...} nie jest zwarty.
— () jest zwarty.
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Fakt 5.1 Odcinek [a,b] jest zwarty.
Fakt 5.2 Zbior zwarty jest domkniety.

Fakt 5.3 Zatoimy, ze X jest zwarta. Wtedy
K C X jest zwarty < K jest domkniety.

Fakt 5.4 Jezelt A C X oraz B CY sq zbiorami zwartymi to Ax B C
X XY jest zwarty.

Cwiczenie. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

Whniosek 5.5 Illoczyn kartezjanski skonczonej rodziny zbtorow zwartych
jest zwarty.

Whniosek 5.6 [a1,b1] X ... X [a,, b,] CR" jest zwarty.
Fakt 5.7 Zbior zwarty jest ograniczony.

Twierdzenie 5.8 (Bolzano—Weierstrassa) K C R” jest zwarty <
K jest domkniety i ograniczony.

Przyktad. W plaszczyznie z metryka “kolejowa” kula domknieta o
srodku 0 i dodatnim promieniu jest domknieta, ograniczona, ale nie
jest zwarta.

Fakt 5.9 Jezeli K jest zbiorem zwartym, to dla kazdego r > 0 istnieje
skonczona r-siec w K.

Whniosek 5.10 Kazdy zbior zwarty jest oSrodkowy.

Twierdzenie 5.11 (Borela—Lebesgue’a) Z kazdego pokrycia zbioru
zwartego zbtorami otwartymi mozna wybraé pokrycie skonczone.

Twierdzenie 5.12 (Cantora) Jezeli K jest zwarty oraz F; C K sg
takimi zbiorami domknietymi, niepustymi, ze K D F; D Fy D ...
tworzq cigg zstepujgcy to

() F: # 0.
=1

Przyktad. F; = [i,00), i = 1,2, ... tworza zstepujaca rodzine domknietych
niepustych zbioréw w R oraz (-, F; = (.
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Twierdzenie 5.13 (Lebesgue’a) Niech U,, a € A, bedzie otwartym
pokryciem zbioru zwartego K C X. Wtedy 30 > 0 taka, Ze

Vee K 3,4 B(z,9) C U,.
(Liczbe § nazywamy liczba Lebesgue’a pokrycia U,.)

Fakt 5.14 Jezeli f : X—Y jest funkcjg ciggle, K C X jest zwarty
to f(K) CY jest zwarty.
(Wiec jezeli X jest przestrzenig zwartg to f(X) CY jest zwarty.)

Whniosek 5.15 Jezeli przestrzenie X 'Y sqg homeomorficzne to
X jest zwarta < Y jest zwarta.

Whniosek 5.16 Jezeli f : X—Y jest cigglta, X jest zwarta, A C X
jest domkniety to f(A) jest zwarty, a wiec réwniez domkniety.

Fakt 5.17 Jezeli h : X—Y jest funkcjg ciggle, wzajemnie jednoz-
naczng oraz X jest przestrzeniq zwartq, to h jest homeomorfizmem.

Fakt 5.18 Funkcja ciggta f : X—R na przestrzeni zwartej X jest
ograniczona i przyjmuje swoje kresy, tzn.

dr1,20€ X Ve e X f(x1) < f(z) < f(xo).

Twierdzenie 5.19 (Heinego) Funkcja ciggla f : X —Y na przestrzeni
zwarte; X jest jednostajnie ciggta, tzn.

Ve>0 30 >0 Va,2' € X dx(z,2') <d = dy(f(z), f(2))) <e

6 Przestrzenie zupelne
Lemat 6.1 Elementy ciggu Cauchy’ego tworzg zbior ograniczony.
Lemat 6.2 Cigg Cauchy’ego, zaunerajacy podcigg zbiezny, jest zbieziny.

Definicja. Przestrzen X (odp. zbiér A C X) jest zupetna jezeli kazdy
ciag Cauchy’ego w X (odp. w A) jest zbiezny w X (odp. w A).

Whniosek 6.3 X jest zupelna < kazdy cigg Cauchy’ego zawiera
podcigg zbiezny w X.
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Przyktad. — Q nie jest przestrzenia zupelna.
— (a, b) nie jest zbiorem zupelmym.

Fakt 6.4 Zbior zwarty jest zupetny.

Fakt 6.5 Jezeli kazdy zbior ograniczony w X zawiera sie w pewnym
zbiorze zwartym, to X jest przestrzenig zupelng.

Fakt 6.6 R" jest przestrzeniq zupeing.
Fakt 6.7 Jezeli A C X jest zbiorem zupelnym to A jest domkniety.

Fakt 6.8 Niech X bedzie przestrzeniq zupelng.
Zbior A C X jest zupetny < A jest domkniety w X.

Whniosek 6.9 A C R" jest zupetny < A jest domkniety w R".

Twierdzenie 6.10 (Warunek zupelno$ci Cantora) Przestrzen X
jest zupetna << dla kazdego zstepujgcego ciggu zbiorow niepustych
domknietych F1 D Fy D ... takiego, ze lim,_,, diam F,, =0

dre X {z}= ﬂ F,
n=1

Przyktad. Niech Fy = [0,1] C R, oraz niech F,, dla n > 1 bedzie
dowolnym odcinkiem domknietym o dlugosci 1/2" zawartym w F),_;.
Wtedy

dreR : {x}:ﬂFn
n=1

Definicja. Zbior B C X jest brzegowy, jezeli nie zawiera zadnego
niepustego zbioru otwartego, tzn. jezeli U # () jest otwarty to U\ B #

0.

Przyktad. — Zbiory skonczone w R" sa brzegowe.
— Odcinki, proste, okregi w R? sa brzegowe.
- Q, IQ sa brzegowymi podzbiorami R.

Twierdzenie 6.11 (Baire’a) Jezeli X jest przestrzeniq zupelng a

zbiory By, B, ... sq brzegowe © domkniete w X, to suma
B=|JB,
n=1

jest zbiorem brzegowym.
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Definicja. A C X jest nigdzie gesty jezeli A jest zbiorem brzegowym.

Przyktad. — Zbiory skonczone w R™ sa nigdzie geste.
— Odcinki, Q nie sa nigdzie geste w R.
— Odcinki, Q x {0} sa nigdzie ggste w R2.

Whniosek 6.12 (I z Twierdzenia Baire’a) Przeliczalna suma zbiorow
nigdzie gestych w przestrzent zupeinej X jest zbiorem brzegowym.

Uwaga. Suma ta moze nie by¢ juz zbiorem domknietym, np. Q =

qu(@{q}'

Whniosek 6.13 (II z Twierdzenia Baire’a) Jezeli X jest przestrzenig
zupetng a zbiory G1,Go, ... sq geste 1 otwarte w X, to przekrog

jest zbiorem gestym.

Definicja. Przeksztalcenie f : X— X jest zwezajace jezeli istnieje
stala 0 < C' < 1, taka ze

Vo,y € X d(f(z), f(y) < Cdlz,y).

Whniosek 6.14 Przeksztatcenie zwezZajace jest ciggte.

Twierdzenie 6.15 (Tw. Banacha o przeksztalceniu zwezajacym)
Jezeli X jest przestrzeniq zupetng oraz f : X—X jest zwezajace, to
1stnieje doktadnie jeden punkt x € X taki, ze

f@) ==
(Mowimy, Ze T jest punktem stalym przeksztatcenia f)

Uwaga — Zalozenia, ze X jest zupelna oraz ze C' < 1 sa istotne.
— Odcinek (a, b) jest homeomorficzny z prosta R, ktora jest przestrzenia
zupelna, ale odcinek nie jest zbiorem zupelnym. P
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7 Przestrzenie spdjne

Definicja. Przestrzen X jest niespojna jezeli istnieja niepuste, domkniete
i roztaczne zbiory A, B, takie ze

X=AUB

Fakt 7.1 X jest niespojna < istniejg niepuste, otwarte i roztgczne
zbiory A, B, takie ze X = AU B

Definicja. Przestrzen X jest spojna jezeli X nie jest niespdjna.

Prayktad. — Zbior () jest spdjny.

— Przestrzen R\ {0} jest niespdjna.

UWAGA: Zbiory A = (—00,0) oraz B = (0,400) sa jednoczesnie
otwartymi i domknietymi podzbiorami przestrzeni X = R\ {0}.

— Przestrzen jednopunktowa jest spojna.

— Przestrzen z metryka ”0-1” zawierajaca co najmniej dwa punkty jest
niespéjna.

Cwiczenie. Zalézmy, ze X jest spéjna, A C X oraz () # A # X .Wtedy
— jezeli A jest otwarty to nie jest domkniety,
— jezeli A jest domkniety to nie jest otwarty.

Cwiczenie. A C X jest przestrzenia niespdjna jezeli istnieja niepuste
rozlaczne zbiory A, As, takie ze

A=A1UAy, AiNAy=0, A NAy=0.
Twierdzenie 7.2 Odcinek [a,b] jest spdjny.

Twierdzenie 7.3 Jezeli f : X—Y jest ciggta, "na” oraz X jest
spojna, to 'Y jest spojna.

Whniosek 7.4 Jezeli X ©Y sg homeomorficzne to
X jest spojna < Y jest spojna.

Twierdzenie 7.5 Jezeli X =, 4 Xo, gdzie kaZda podprzestrzen X,
jest spajna oraz (\,eq Xa 7# 0, to przestrzen X jest spojna.

Przyktad. Odcinki, polproste, prosta sa spdjne.
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Twierdzenie 7.6 Iloczyn kartezjanskt X XY przestrzeni spojnych jest
Spojny.

Cwiczenie. Krzywe tamane sa spojne.

Lemat 7.7 Jezeli dla kazdej pary punktow w X istnieje podprzestrzen
spojna zawierajaca te punkty, to X jest spojna.

Twierdzenie 7.8 Zbior otwarty U C R" jest spojny <
kazde dwa punkty w U dajg sie potaczyc za pomocq tamanej zawartej
wU.

Definicja. Przestrzen X jest fukowo spojna jezeli Vx,y € X istnieje
funkcja ciagla v : [a,b)]— X, taka ze f(a) =z, f(b) = y.

Whniosek 7.9 Przestrzen tukowo spojna jest spojna.
Cwiczenie. Podaj przyklad przestrzeni spojnej, ktéra nie jest tukowo
spbjna.

Twierdzenie 7.10 (Wlasnosé Darboux) Jezeli X jest spdjna, f :
X—R jest ciggta to

Vay, g € X jezeli f(x1) <y < f(xe) to dJx e X f(x) =v.
Twierdzenie 7.11 Jezeli A C X jest spdjny to A jest spdjny.
Cwiczenie. Podaj przyklad takiego spdjnego zbioru A, ze int A nie jest
spojny.

Whniosek 7.12 Jezeli X zawiera zbior gesty, spojny to X jest spojna.

Definicja. Zbiér spéjny S C X nazywamy sktadowg jezeli dla dowol-
nego zbioru spéjnego P zawierajacego S, P = S.

Whniosek 7.13 Jezeli S jest sktadowg, S C P oraz P jest spojny to
S=P.

Przyktad. Kazdy punkt izolowany w przestrzeni X jest skladowa.

Przyktad. 7Zbiér jednopunktowy {0} C R jest spdjny, ale nie jest
sktadowa przestrzeni R.

Przyktad. Zbiér (—oo,0) jest skladowa przestrzeni R\ {0}.
UWAGA: Zbior ten jest jednoczesnie otwarty i domkniety w przestrzeni

R\ {0},



Topologia I — Notatki do wykladu, Instytut Matematyki UG 15

Fakt 7.14 Skladowe sq domkniete, paramsi roztgczne.

Przykltad. W przestrzeni {0} U UZO:1{%} kazdy punkt jest sktadowa.
Punkt {0} jest skladowa, ale nie jest otwarty.

Twierdzenie 7.15 Przestrzen metryczna jest sumgq swoich sktadowych.

Fakt 7.16 Dwa punkty w X nalezq do jednej skltadowe) <
1stnieje podzbior spojny ktory zawiera te punkty.

Twierdzenie 7.17 Przestrzen jest spojna < ma doktadnie jedng
sktadowq.

Fakt 7.18 Homeomorfizm przeksztatca sktadowe na sktadowe.

Whniosek 7.19 Jezeli X 1Y sqg homeomorficzne to

# sktadowe w X = # sktadowe wY,
# skltadowe zwarte w X = # sktadowe zwarte w'Y .

8 Ciagi funkcji
Niech f oraz (f,) beda funkcjami X —Y".

Definicja. Ciag funkcji (f,) jest zbiezny punktowo do f jezeli
Vee X folz)—=f(x) wY.

Definicja. Ciag funkcji (f,) jest zbiezny jednostajnie do f jezeli

Ve >0 AN Vn>N supdy(fu(x), f(z)) <e¢,
reX

0
Ve>0 AN Vn>NVreX dy(f.(z),f(x)) <e.

Fakt 8.1 Jezeli cigg (f,) jest zbiezny jednostajnie do funkcjyi f to to
jest zbiezny punktowo do f.
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Cwiczenie. Niech f, : [0,1]—R: fu(z) = 2", oraz

0 jJezeliz <1
f(x)_{1 jezeli z = 1

Pokaz, ze (f,,) jest zbiezny punktowo do f, ale nie jest zbiezny jednos-
tajnie do f.

Definicja. Zalozmy, ze X jest zwarta. Bedziemy oznaczac:
(i) C(X,Y) ={f: X—Y | f jest ciagla}
(ii) jezeli f,g € C(X,Y) to
d(f,g) = sup dy(f(x),g(x))

reX
Fakt 8.2 d(f,g) < oc.

Cwiczenie. — (C(X,Y),d) jest przestrzenia metryczna.

— Zatézmy, ze f € C(X,Y) oraz f, € C(X,Y). Wtedy ciag funkcji
(fn) jest zbiezny do f w (C(X,Y),d) < (f,) jest zbiezny jednostajnie
do f.

Twierdzenie 8.3 Jezeli X jest zwarta, Y —zupetna to C(X,Y) jest
przestrzeniq zupelng.

Lemat 8.4 Jezeli (f,) jest ciggiem w C(X,Y') zbieznym do funkcji f,
to f e C(X,Y).

Uwaga. W poprzednim Cwiczeniu zaktadamy z géry, ze f € C(X,Y),
w Lemacie 8.4 zalozenia sa stabsze.

Twierdzenie 8.5 (Peano (1890)) Istnieje funkcja ciggta
f: [07 1]_>[07 1] X [07 1]

ktora jest "na”.
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9 Przeliczalne iloczyny kartezjanskie

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Dla x,y € X zdefiniujmy

d(z,y) = min(d(z,y), 1).

Cwiczenie. — (X, d) jest przestrzenia metryczna.

— diam (X, d) < 1.

—id: (X,d)— (X, d) jest homeomorfizmem.

Whniosek 9.1 Kazda przestrzen metryczna jest homeomorficzna z przestrzenig
0graniczong.

Niech (X;,d;), ¢ = 1,2,..., bedzie przeliczalna rodzina wspdlnie
ograniczonych przestrzeni metrycznych, tzn.

dM Vi diam X; < M.

Symbol [];2, X; (lub krécej [[ X;) bedzie oznaczal przeliczalny iloczyn
kartezjanski przestrzeni Xj.

Fakt 9.2 Dla x = (x;),y = (yi) € [[;21 Xi zdefiniugmy

> di(zi, yi
da.y) =Y D)
1=1

Jest to metryka w [ [, Xi.

Niech (z") bedzie ciagiem w [[ X; oraz niech = € [] X;. Oznaczmy:
r= (1,20, ..., T4 ...),
ol = (al, 2l 2l ), 22 = (23,23, .27, ),

79 79
n
X

= (i, ah, . .l ),

Twierdzenie 9.3 2"—z w [[X; & Vi lim, 2! = x;.
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Cwiczenie. Rzut [ X;—X; jest ciagly.

Twierdzenie 9.4 Funkcje f; : Y—X; (i = 1,2,...) sq ciggle <
funkcja f = (f1, fa,...) : Y— ][] X; jest ciggla.

Twierdzenie 9.5 Przestrzenie X1, Xo, ... sq¢ zwarte <
[ X jest przestrzenig zwartq.

Definicja. Przestrzen I¥ = [[:2,[0, 1] nazywamy kostkg Hilberta.
Whniosek 9.6 ¥ jest przestrzenig zwartq.

Twierdzenie 9.7 Dila kazdej zwarte) przestrzeni metrycznej Y ist-

nieje zwarty podzbior w kostce Hilberta ktory jest homeomorficzny z
Y.

10 Przestrzenie topologiczne

Definicja. Przestrzenig topologiczng nazywamy zbior X wraz z pewna
rodzina O jego podzbioréw spemiajacych nastepujace aksjomaty:

(i) @ oraz X naleza do O,
(ii) jezeli Uy, Uy € O to Uy NU; € O,
(iii) jezeli Us € O dla kazdego s € S to (J,.qUs € O
Zbiory U € O nazywamy zbiorami otwartymi, rodzine O nazywamy
topologig.

Przyktad. Kazda przestrzen metryczna jest przestrzenia topologiczna.

Przyktad. X — dowolny zbiér. Rodzina O skladajaca sie z () oraz X
jest topologia. Jest to tzw. topologia antydyskretna

Przyktad. X = R?. Przyjmijmy, ze U € O jezeli istnieje wielomian
f(x,y), taki ze U = {(z,y) | f(z,y) # 0}. Jest to tzw. topologia
Zariskiego.
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W dwoéch ostatnich przykiadach nie istnieje zadna metryka ktora
by definiowala te same zbiory otwarte.

Definicja. F' C X jest domkniety jezeli X \ F € O

Definicja. A C X jest gesty jezeli dla kazdego niepustego zbioru
UeO, AnU # 0.
Przestrzen X jest osrodkowa, jezeli zawiera podzbidr przeliczalny
gesty.
Definicja. Niech (X, O), (Y, O’) beda przestrzeniami topologicznymi.
Funkcja f : X—Y jest ciggla, jezeli
YU e O f1(U)e 0.

Definicja. K C X jest zwarty jezeli z kazdego otwartego pokrycia
zbioru K mozna wybrac¢ pokrycie skonczone.

Aksjomaty oddzielania

Definicja. Przestrzen topologiczna X jest Ti—przestrzenig jezeli dla
kazdej pary x,y € X,x # y, istnieje taki zbiér otwarty U, ze x € U
oraz y ¢ U.

Twierdzenie 10.1 X jest T} —przestrzeniqg <
Ve € X {x} jest domkniety w X.

Definicja. Przestrzen topologiczna X jest To—przestrzenig (lub przestrzenig

Hausdorffa) jezeli dla kazdej pary x,y € X, x # y istnieja zbiory ot-
warte U,V takie, ze

reU, yeV, UNnV =10

Przyktad. R? z topologia Zariskiego jest T)—przestrzenia, nie jest Th—
przestrzenia.

Twierdzenie 10.2 Jezeli X jest Th—przestrzenig oraz K jest zwarty,
to K jest domkniety.
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11 Homotopie, grupa podstawowa

Definicja. Niech fy, fi : X — Y beda ciagle. Przeksztalcenie fy jest
homotopijne z przeksztalceniem fi, jezeli istnieje takie przeksztalcenie
ciagle H = H(z,t) : X x [0,1] — Y, zwane homotopia od fy do f
(lub miedzy fy oraz fi), ze

H(x,0) = fo(z) oraz H(x,1)= fi(z) dla kazdego x € X .

Piszemy wowczas fy >~y f1 lub fo ~ fi.
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Przykiad.
X=8"={(x,y) | * +y* =1}, Y =R*\{(0,0)},

fO:fO(xuy):(x7y)7 fl(:v,y):(Zx,2y)

sa ciaglymi przeksztalceniami S' — Y,
Odwzorowanie H : S x [0,1] — Y zdefiniowane wzorem

H((z,y),t) = ((t+ 1)z, (t+1)y)
jest homotopia od fy do fi.

Fakt 11.1 Kazde dwa przeksztatcenia ciggte w wypukty podzbior przestrzeni
euklidesowej sqg homotopijne.

Przyklad. Niech fy, f1 : ST — R?*\{(0,0)} beda zdefiniowane wzorem
fo(xay):(x7y)a fl('r7y):(170> :
Odwzorowania fy, f; nie sa homotopijne.

Twierdzenie 11.2 Relacja homotopii jest relacjg rownowaznosci w
zbiorze przeksztatcen ciggltych z przestrzent X do przestrzeni Y .

Niech zy € X bedzie ustalonym punktem, nazywanym punktem
bazowym. Petlg w X (zaczepiong w punkcie xy) nazywamy kazde
odwzorowanie ciaglte a = a(s) : [0,1] — X takie, ze a(0) = zy oraz
a(l) = X2y-

Niech P(X, zy) oznacza zbidr takich petli.
Dla dowolnych a,b € P(X, xy) okreslmy ich zlozenie a x b wzorem

| a(2s) jezeli O
(axb)(s) = { a(2s — 1) j'eZeli

Oczywiscie ax b € P(X, xg).
Petle stata e = xy nazywamy petla trywialng.
Dla petli a € P(X, x) okreslamy petle przeciwng a wzorem

a(s)=a(l—s) dla 0<s<1.
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Oczywiscie e oraz a naleza do P(X, ).

Definicja. Petle a,a’ € P(X,zq) sa homotopijne (piszemy a ~ a'),
jezeli istnieje takie odwzorowanie ciagte H = H(s,t) : [0,1] x [0,1] —
X takie, ze

(i) H(s,0) =a(s), H(s,1)=d/(s) dla0 < s <1,

Dla ustalonego 0 <t < 1:
at(s) = H(s,t):[0,1] = X jest ciagle
at(0) = H(0,t) = x, a;(1) = H(1,t) = xo,

wiec kazde a; € P(X, xg), oraz
ag(s) = H(s,0) = a(s),

ai(s) = H(s,1) = d/(s),

czyli ag = a, a1 = d'.

Fakt 11.3 Dla dowolnej petli a, petle axe, e a, a sg homotopijne.
Twierdzenie 11.4 Relacja "~" w P(X, xg) jest relacjg réwnowaznosci.

Definicja. Klase (abstrakcji) reprezentowana przez petle a oznaczamy
symbolem [a].

Zbiér klas oznaczamy symbolem 71 (X, ).

Twierdzenie 11.5 Jezeli a,a’,b,b € P(X,xy) oraza~ad', b~V to
axb~a b oraza~a.

Definicja. Dla [al,[b] € (X, z) definiujemy iloczyn [a] x [b] jako
klase petli a x b w 1 (X, xp).

Niech [e] € m (X, zg) oznacza klase reprezentowang przez petle try-
wialna e.
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Fakt 11.6 Dia dowolnych [a], [b], [c] € m1 (X, z0):
(i) (a] * [0]) * [c] = [a] * ([b] * [c]),

(i) la] x [e] = [e] * [a] = [a],

(iti) |a]  [a] = [a] x [a] = |e].

Wiee m (X, xo) z mnozeniem "x” jest grupg z elementem neutralnym

le].

Definicja. Grupe 71(X, zg) nazywamy grupg podstawowq (lub pier-
wszq grupg homotopii) przestrzeni X w punkcie xy (lub przy punkcie

xo).

Twierdzenie 11.7 Jezeli X jest przestrzenig tukowo spdjna, to grupa
(X, xo) nie zalezy, z doktadnoscig do izomorfizmu, od wyboru punktu
xy.

W tym przypadku nazywamy jo grupq podstawowq przestrzeni X, @
oznaczamy 71 (X) zamiast m (X, xg).

Twierdzenie 11.8 (i) m(R") = {[e]} jest trywialng grupg jednoele-
mentowq,

(ii) w1(S1) jest izomorficzna z grupg 7Z,
(iii) 71(S?) = {[e]} jest trywialng grupq jednoelementowg,

(iv) m(T?) - grupa podstawowa dwuwymiarowego trusa - jest izomor-
ficzna z 7 X 7,

(i) m (X XY, (xo,90)) jest izomorficzna z m (X, xg) X m (Y, yo).

Definicja. Méwimy, ze tukowo spdjna przestrzen X jest jednospdina,
jezeli grupa podstawowa 71(X) jest trywialna, tzn. m(X) = {[e]}.

Twierdzenie 11.9 Jezeli f: X — Y jest ciggle, to odwzorowanie
(X, x0) 2 [a] — [foa]l €m(Y,f(xg))

jest homomorfizmem grup.



Oznaczamy je

ferm(X,20) = m (Y, f(20))

1 nazywamy homomorfizmem indukowanym przez przeksztatcenie f.
Jezeli h + X — Y jest homeomorfizmem, to h, : m(X,z9) —
m(Y, f(xo)) jest izomorfizmem grup, wiec jezeli spdjne tukowo przestrze-
nie X oraz Y sqg homeomorficzne, to grupy m(X) oraz m(Y) sq

1zomorficzne.

Whiosek 11.10 Poniewaz grupa m (T?) nie jest izomorficzna z grupg
7r1(52), wiec dwuwymiarowy torus T? nie jest homeomorficany z dwuwymi-
arowq sferqg S*.

Definicja. Powiemy, ze przestrzen M jest k-wymiarowa rozmaitosciq,
jezeli dla kazdego punktu p € M istnieja homeomorficzne zbiory ot-
warte U C M, W C R” takie, ze p € U.

e Prosta R, okrag S! — sa 1-wymiarowymi rozmaitosciami,
e Plaszczyzna R2, sfera S2, torus 7% - sa 2-wymiarowymi roz-
maitosciami,

o 3% ={(z,y,2z,w) € R | 2® + y* + z* + w? = 1} jest 3-wymiarowa
zwarta rozmaitoscia.

Twierdzenie 11.11 (Hipoteza Poincarégo) Kazda zwarta spojna
jednospoina 3-wymiarowa rozmaitos¢ M jest homeomorficzna z 3-wymiarowq

sferq S°.
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