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1 Przestrzenie metryczne

Definicja. Funkcjȩ d : X ×X→R nazywamy metryka̧ jeżeli
∀x, y, z ∈ X:

(i) d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

(ii) d(x, y) = d(y, x) (symetria),

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (nierówność trójka̧ta).

Parȩ (X, d) nazywamy przestrzenia̧ metryczna̧.

Wniosek 1.1 ∀x, y ∈ X d(x, y) ≥ 0

Definicja. Jeżeli (X, d) jest przestrzenia̧ metryczna̧, A ⊂ X, to
funkcja dA = d|A×A, taka że dA(a, b) = d(a, b) dla a, b ∈ A, jest
metryka̧ na A. Nazywamy ja̧ metryka̧ indukowana̧, zaś parȩ (A, dA)
nazywamy podprzestrzenia̧.

Przyk lad. – [0, 1],N,Z,Q, IQ sa̧ podprzestrzeniami R.

Definicja. Średnica̧ zbioru A ⊂ X nazywamy liczbȩ

diam A =

{
0 jeżeli A = ∅
supx,y∈A d(x, y) jeżeli A 6= ∅

1
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Definicja. Zbiór A jest ograniczony (odp. nieograniczony) jeżeli
diam A <∞ (odp. diam A =∞).

Przyk lad. – diam {x0} = 0.
– diam [0, 3] = 3, tzn. [0, 3] jest ograniczony.
– diam Z =∞, tzn. Z jest nieograniczony

Definicja. Zbiór

B(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) < r}

nazywamy kula̧ o środku x i promieniu r.

Uwaga. – Jeżeli r ≤ 0 to B(x, r) = ∅.
– Jeżeli r > 0 to x ∈ B(x, r).

Przyk lad. – Jeżeli X = [0, 1] to B(1, 13) = (23 , 1].
– Jeżeli X = R to każdy otwarty odcinek (a, b) jest kula̧.
– Jeżeli X ma metrykȩ ”0-1” to B(x, r) = {x} jeżeli 0 < r ≤ 1, lub
B(x, r) = X jeżeli r > 1.

Ćwiczenie. diam B(x, r) ≤ 2r.

Definicja. Zbiór U ⊂ X jest otwarty jeżeli

∀x ∈ U ∃r > 0 taki, że B(x, r) ⊂ U.

Przyk lad. – ∅, X sa̧ zbiorami otwartymi.
– Odcinek (a, b) jest otwarty w R.
– U = (3, 6]× [0, 2) jest otwarty w kwadracie X = [0, 6]× [0, 6].
– U nie jest otwarty w R2.

Fakt 1.2 Suma dowolnej rodziny zbiorów otwartych jest zbiorem ot-
wartym.

Fakt 1.3 Przekrój dowolnej skończonej rodziny zbiorów otwartych jest
zbiorem otwartym.

Ćwiczenie. Każda kula jest zbiorem otwartym.

Ćwiczenie. W przestrzeni z metryka̧ ”0-1” każdy zbiór jest otwarty.
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Fakt 1.4 Jeżeli A ⊂ X to zbiór U ′ ⊂ A jest otwarty w podprzestrzeni
A ⇔ istnieje zbiór otwarty U ⊂ X, taki że U ′ = U ∩ A.

Definicja. Zbiór F ⊂ X jest domkniȩty jeżeli X \ F jest otwarty.

Wniosek 1.5 U ⊂ X jest otwarty ⇔ F = X \ U jest domkniȩty.

Przyk lad. – ∅, X sa̧ domkniȩte.
– Odcinek [a, b] jest domkniȩty w R.
– W przestrzeni z metryka̧ ”0-1” każdy zbiór jest domkniȩty.
– Zbiory jednopunktowe sa̧ domkniȩte.

Fakt 1.6 Przekrój dowolnej rodziny zbiorów domkniȩtych jest domkniȩty.

Fakt 1.7 Suma skończonej rodziny zbiorów domkniȩtych jest domkniȩta.

Wniosek 1.8 Zbiory skończone sa̧ domkniȩte.

Ćwiczenie. Podać przyk lad zbioru przeliczalnego który nie jest domkniȩty.

Fakt 1.9 F jest domkniȩty ⇔

∀x ∈ X \ F ∃r > 0 B(x, r) ∩ F = ∅.

Fakt 1.10 Jeżeli A ⊂ X to zbiór F ′ ⊂ A jest domkniȩty w pod-
przestrzeni A ⇔ istnieje zbiór domkniȩty F ⊂ X, taki że F ′ = F ∩A.

2 Cia̧gi, domkniȩcie, wnȩtrze

Definicja. Cia̧g (xn) w X jest zbieżny do x ∈ X jeżeli

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N d(x, xn) < ε.

Piszemy: limxn = x lub xn→x.

Fakt 2.1 limxn = x ⇔ lim d(x, xn) = 0.

Ćwiczenie. Niech zn = (xn, yn) ∈ X × Y . Wtedy zn→z = (x, y) w
metryce ρ1 lub ρ2 ⇔ xn→x oraz yn→y.
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Fakt 2.2 Cia̧g zbieżny jest cia̧giem Cauchy’ego, tzn.

∀ε > 0 ∃N ∀m,n ≥ N d(xm, xn) ≤ ε.

Definicja. Niech (xn) bȩdzie cia̧giem. Jeżeli φ : N −→ N jest funkcja̧
rosna̧ca̧ (wtedy w szczególności φ(n) ≥ n) to funkcjȩ N 3 n 7→ xφ(n)
nazywamy podcia̧giem cia̧gu (xn).

Twierdzenie 2.3 F ⊂ X jest domkniȩty ⇔

∀ (xn) ⊂ F jeżeli x = limxn to x ∈ F.

Definicja. Niech A ⊂ X.

Ā = {x ∈ X | ∀r > 0 ∃a ∈ A d(x, a) < r}.

Zbiór Ā nazywamy domkniȩciem zbioru A. Oczywíscie A ⊂ Ā.

Fakt 2.4 x ∈ Ā ⇔ ∃(an) ⊂ A taki że x = lim an.

Fakt 2.5 Ā jest domkniȩty.

Fakt 2.6 Jeżeli F jest domkniȩty oraz A ⊂ F to Ā ⊂ F . (Wiȩc Ā
jest najmniejszym zbiorem domkniȩtym zawieraja̧cym A.)

Wniosek 2.7 A jest domkniȩty ⇔ A = Ā.

Przyk lad. – Q̄ = R, IQ = R, (a, b) = [a, b].

Ćwiczenie. Niech d(x,A) = infa∈A d(x, a). Wtedy x ∈ Ā ⇔ d(x,A) =
0.

Definicja. x ∈ X jest punktem skupienia zbioru A jeżeli

x ∈ A \ {x} ,

tzn. dla każdego r > 0 istnieje taki punkt a ∈ A, że x 6= a oraz
d(x, a) < r.
Wiȩc x ∈ X jest punktem skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy,
gdy

∃ (an) ⊂ A \ {x} taki, że x = lim an .

Definicja. x ∈ A jest punktem izolowanym w zbiorze A jeżeli x 6∈
A \ {x}, tzn. jeżeli istnieje takie r > 0, że B(x, r) ∩ A = {x}.
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Definicja. Niech A ⊂ X.

intA = {x ∈ X | ∃r > 0 B(x, r) ⊂ A}.

Zbiór intA nazywamy wnȩtrzem zbioru A.

3 Funkcje cia̧g le

Definicja. Funkcja f : X−→Y jest cia̧g la jeżeli dla każdego zbioru
otwartego U ⊂ Y jego przeciwobraz f−1(U) jest otwarty w X.

Przyk lad. – Funkcja identycznościowa id: X−→X jest cia̧g la.
– Funkcja sta la f(x) = y0 (y0 ∈ Y ) jest cia̧g la.
– Funkcja f : R −→ R:

f(x) =

{
0 jeżeli x ≤ 0
1 jeżeli x > 0

nie jest cia̧g la.
– Funkcja Weierstrassa f : R −→ R:

f(x) =

{
0 jeżeli x ∈ Q
1 jeżeli x ∈ IQ

nie jest cia̧g la.

Twierdzenie 3.1 (Warunek cia̧g lości Cauchy’ego) f : X−→Y
jest cia̧g la ⇔ ∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′ ∈ X

dX(x, x′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) < ε.

Twierdzenie 3.2 (Warunek cia̧g lości Heinego) f : X−→Y jest
cia̧g la ⇔

∀(xn) limxn = x ⇒ lim f(xn) = f(x).

Ćwiczenie. f = (f1, f2) : X−→Y1 × Y2 jest cia̧g la ⇔ f1, f2 sa̧ cia̧g le.

Twierdzenie 3.3 Niech f : X−→Y . Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

(i) f jest cia̧g la,
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(ii) dla każdego zbioru domkniȩtego F ⊂ Y , f−1(F ) jest domkniȩty w
X,

(iii) dla każdego A ⊂ X, f(Ā) ⊂ f(A).

Fakt 3.4 Funkcja spe lniaja̧ca warunek Lipschitza, tzn. taka że

∃C > 0 ∀x, x′ ∈ X dY (f(x), f(x′)) ≤ C dX(x, x′),

jest cia̧g la.

Lemat 3.5 Niech A ⊂ X. Wtedy

∀ x, x′ ∈ X |d(x,A)− d(x′, A)| ≤ d(x, x′).

Wniosek 3.6 Funkcja X 3 x 7→ d(x,A) ∈ R jest cia̧g la.

Fakt 3.7 Jeżeli f : X−→Y oraz g : Y−→Z sa̧ cia̧g le to g◦f : X−→Z
jest cia̧g la.

Definicja. Przekszta lcenie cia̧g le wzajemnie jednoznaczne h : X−→Y
jest homeomorfizmem jeżeli przekszta lcenie odwrotne h−1 : Y−→X
jest cia̧g le.

W takim wypadku przestrzenie X i Y sa̧ homeomorficzne.

Ćwiczenie. Jeżeli X i Y sa̧ homeomorficzne oraz Y i Z sa̧ homeomor-
ficzne, to X i Z sa̧ homeomorficzne.

Fakt 3.8 Niech h : X−→Y bȩdzie homeomorfizmem.
Zbiór A ⊂ X jest otwarty (odp. domkniȩty) ⇔

h(A) ⊂ Y jest otwarty (odp. domkniȩty).

4 Przestrzenie ośrodkowe

Definicja. Zbiór A ⊂ X jest gȩsty w przestrzeni X (odp. w zbiorze
P ⊂ X) jeżeli Ā = X (odp. jeżeli A ⊂ P oraz P ⊂ Ā).

Lemat 4.1 A ⊂ X jest gȩsty ⇔ dla każdego niepustego otwartego
zbioru U , U ∩ A 6= ∅.
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Przyk lad. – Q, IQ sa̧ gȩste w R.
– N nie jest a gȩsty w R.
– (a, b) nie jest gȩsty w R.

Definicja. Przestrzeń X (odp. zbiór P ⊂ X) jest ośrodkowa jeżeli
istnieje co najwyżej przeliczalny zbiór A gȩsty w X (odp. gȩsty w
zbiorze P ).

Przyk lad. – R jest przestrzenia̧ ośrodkowa̧.
– R2 jest przestrzenia̧ ośrodkowa̧.
– P laszczyzna z metryka̧ ”kolejowa̧” nie jest ośrodkowa.

Ćwiczenie. Jeżeli X, Y sa̧ ośrodkowe to X × Y jest ośrodkowa.

Twierdzenie 4.2 Jeżeli f : X−→Y jest funkcja̧ cia̧g la̧, ”na” oraz X
jest przestrzenia̧ ośrodkowa̧, to Y jest ośrodkowa.

Wniosek 4.3 Jeżeli przestrzenie X i Y sa̧ homeomorficzne to
X jest przestrzenia̧ ośrodkowa̧ ⇔ Y jest przestrzenia̧ ośrodkowa̧.

Wniosek 4.4 R2 i p laszczyzna z metryka̧ ”kolejowa̧” nie sa̧ homeo-
morficzne.

Twierdzenie 4.5 Każdy podzbiór W w przestrzeni ośrodkowej X jest
podprzestrzenia̧ ośrodkowa̧.

Uwaga. W = {
√

2} × R jest podzbiorem R2, zbiór A = Q × Q jest
przeliczalnym gȩstym podzbiorem R2, ale W ∩ A = ∅.

Ćwiczenia. – Zbiór pusty jest przestrzenia̧ ośrodkowa̧.
– Za lóżmy, że X×Y jest niepusta̧ przestrzenia̧ ośrodkowa̧. Udowodnij,
że X, Y sa̧ ośrodkowe.

Definicja. Rodzinȩ Uα, α ∈ A, podzbiorów przestrzeni X nazywamy
pokryciem przestrzeni X (odp. pokryciem zbioru A ⊂ X), jeżeli

X =
⋃
α∈A

Uα (odp. A ⊂
⋃
α∈A

Uα ).

Pokrycie jest otwarte jeżeli każdy zbiór Uα jest otwarty.

Przyk lad. – U1 = (−∞, 1], U2 = [0, 3), U3 = (2,∞) jest pokryciem R,
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ale nie jest pokryciem otwartym.
– Un = (−n, n), n ∈ N, jest otwartym pokryciem R.
– Uk = (k, k + 2), k ∈ Z, jest pokryciem otwartym R.

Definicja. Jeżeli r > 0 to skończona̧ (odp. przeliczalna̧) r–siecia̧
nazywamy taki skończony (odp. przeliczalny) zbiór S ⊂ X, że

∀x ∈ X ∃s ∈ S taki że d(x, s) < r

⇔ X =
⋃
s∈S

B(s, r).

Przyk lady. – S = {0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1} jest skończona̧ 1/4–siecia̧ w
[0, 1].
– S = Z jest przeliczalna̧ 2–siecia̧ w R.
– S = Q jest przeliczalna̧ r–siecia̧ dla każdego r > 0.

Fakt 4.6 W przestrzeni ośrodkowej, dla każdego r > 0 istnieje przeliczalna
r–sieć.

Twierdzenie 4.7 ( Lindelöfa) Jeżeli X jest przestrzenia̧ ośrodkowa̧,
to z każdego otwartego pokrycia Uα, α ∈ A, przestrzeni X
można wybrać pokrycie co najwyżej przeliczalne, tzn.

∃ α(1), α(2), . . . , α(k), . . . ∈ A :

X =
∞⋃
k=1

Uα(k)

Przyk lad. W p laszczyźnie z metryka̧ ”kolejowa̧” twierdzenie Lindelöfa
nie jest spe lnione.

5 Przestrzenie zwarte

Definicja. Zbiór K ⊂ X jest zwarty, jeżeli z każdego cia̧gu punktów
tego zbioru można wybrać podcia̧g zbieżny do punktu ze zbioru K,
tzn

∀(xn) ⊂ K ∃x ∈ K ∃(xφ(n)) x = limxφ(n).

Przyk lad. – R, (a, b), (−∞, a) nie sa̧ zwarte.
– X = {1, 1/2, . . . , 1/n, . . .} nie jest zwarty.
– ∅ jest zwarty.



Topologia I – Notatki do wyk ladu, Instytut Matematyki UG 9

Fakt 5.1 Odcinek [a, b] jest zwarty.

Fakt 5.2 Zbiór zwarty jest domkniȩty.

Fakt 5.3 Za lóżmy, że X jest zwarta. Wtedy
K ⊂ X jest zwarty ⇔ K jest domkniȩty.

Fakt 5.4 Jeżeli A ⊂ X oraz B ⊂ Y sa̧ zbiorami zwartymi to A×B ⊂
X × Y jest zwarty.

Ćwiczenie. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

Wniosek 5.5 Iloczyn kartezjański skończonej rodziny zbiorów zwartych
jest zwarty.

Wniosek 5.6 [a1, b1]× . . .× [an, bn] ⊂ Rn jest zwarty.

Fakt 5.7 Zbiór zwarty jest ograniczony.

Twierdzenie 5.8 (Bolzano–Weierstrassa) K ⊂ Rn jest zwarty ⇔
K jest domkniȩty i ograniczony.

Przyk lad. W p laszczyźnie z metryka̧ ”kolejowa̧” kula domkniȩta o
środku 0 i dodatnim promieniu jest domkniȩta, ograniczona, ale nie
jest zwarta.

Fakt 5.9 Jeżeli K jest zbiorem zwartym, to dla każdego r > 0 istnieje
skończona r-sieć w K.

Wniosek 5.10 Każdy zbiór zwarty jest ośrodkowy.

Twierdzenie 5.11 (Borela–Lebesgue’a) Z każdego pokrycia zbioru
zwartego zbiorami otwartymi można wybrać pokrycie skończone.

Twierdzenie 5.12 (Cantora) Jeżeli K jest zwarty oraz Fi ⊂ K sa̧
takimi zbiorami domkniȩtymi, niepustymi, że K ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ . . .
tworza̧ cia̧g zstȩpuja̧cy to

∞⋂
i=1

Fi 6= ∅.

Przyk lad. Fi = [i,∞), i = 1, 2, . . . tworza̧ zstȩpuja̧ca̧ rodzinȩ domkniȩtych
niepustych zbiorów w R oraz

⋂∞
i=1 Fi = ∅.
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Twierdzenie 5.13 (Lebesgue’a) Niech Uα, α ∈ A, bȩdzie otwartym
pokryciem zbioru zwartego K ⊂ X. Wtedy ∃δ > 0 taka, że

∀x ∈ K ∃α∈A B(x, δ) ⊂ Uα.

(Liczbȩ δ nazywamy liczba̧ Lebesgue’a pokrycia Uα.)

Fakt 5.14 Jeżeli f : X−→Y jest funkcja̧ cia̧g la̧, K ⊂ X jest zwarty
to f(K) ⊂ Y jest zwarty.

(Wiȩc jeżeli X jest przestrzenia̧ zwarta̧ to f(X) ⊂ Y jest zwarty.)

Wniosek 5.15 Jeżeli przestrzenie X i Y sa̧ homeomorficzne to
X jest zwarta ⇔ Y jest zwarta.

Wniosek 5.16 Jeżeli f : X−→Y jest cia̧g la, X jest zwarta, A ⊂ X
jest domkniȩty to f(A) jest zwarty, a wiȩc również domkniȩty.

Fakt 5.17 Jeżeli h : X−→Y jest funkcja̧ cia̧g la̧, wzajemnie jednoz-
naczna̧ oraz X jest przestrzenia̧ zwarta̧, to h jest homeomorfizmem.

Fakt 5.18 Funkcja cia̧g la f : X−→R na przestrzeni zwartej X jest
ograniczona i przyjmuje swoje kresy, tzn.

∃x1, x2 ∈ X ∀x ∈ X f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2).

Twierdzenie 5.19 (Heinego) Funkcja cia̧g la f : X−→Y na przestrzeni
zwartej X jest jednostajnie cia̧g la, tzn.

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, x′ ∈ X dX(x, x′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) < ε.

6 Przestrzenie zupe lne

Lemat 6.1 Elementy cia̧gu Cauchy’ego tworza̧ zbiór ograniczony.

Lemat 6.2 Cia̧g Cauchy’ego, zawieraja̧cy podcia̧g zbieżny, jest zbieżny.

Definicja. Przestrzeń X (odp. zbiór A ⊂ X) jest zupe lna jeżeli każdy
cia̧g Cauchy’ego w X (odp. w A) jest zbieżny w X (odp. w A).

Wniosek 6.3 X jest zupe lna ⇔ każdy cia̧g Cauchy’ego zawiera
podcia̧g zbieżny w X.
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Przyk lad. – Q nie jest przestrzenia̧ zupe lna̧.
– (a, b) nie jest zbiorem zupe lnym.

Fakt 6.4 Zbiór zwarty jest zupe lny.

Fakt 6.5 Jeżeli każdy zbiór ograniczony w X zawiera siȩ w pewnym
zbiorze zwartym, to X jest przestrzenia̧ zupe lna̧.

Fakt 6.6 Rn jest przestrzenia̧ zupe lna̧.

Fakt 6.7 Jeżeli A ⊂ X jest zbiorem zupe lnym to A jest domkniȩty.

Fakt 6.8 Niech X bȩdzie przestrzenia̧ zupe lna̧.
Zbiór A ⊂ X jest zupe lny ⇔ A jest domkniȩty w X.

Wniosek 6.9 A ⊂ Rn jest zupe lny ⇔ A jest domkniȩty w Rn.

Twierdzenie 6.10 (Warunek zupe lności Cantora) Przestrzeń X
jest zupe lna ⇔ dla każdego zstȩpuja̧cego cia̧gu zbiorów niepustych
domkniȩtych F1 ⊃ F2 ⊃ . . . takiego, że limn→∞ diam Fn = 0

∃x ∈ X {x} =
∞⋂
n=1

Fn

Przyk lad. Niech F1 = [0, 1] ⊂ R, oraz niech Fn dla n > 1 bȩdzie
dowolnym odcinkiem domkniȩtym o d lugości 1/2n zawartym w Fn−1.
Wtedy

∃x ∈ R : {x} =
∞⋂
n=1

Fn .

Definicja. Zbiór B ⊂ X jest brzegowy, jeżeli nie zawiera żadnego
niepustego zbioru otwartego, tzn. jeżeli U 6= ∅ jest otwarty to U \B 6=
∅.

Przyk lad. – Zbiory skończone w Rn sa̧ brzegowe.
– Odcinki, proste, okrȩgi w R2 sa̧ brzegowe.
– Q, IQ sa̧ brzegowymi podzbiorami R.

Twierdzenie 6.11 (Baire’a) Jeżeli X jest przestrzenia̧ zupe lna̧ a
zbiory B1, B2, . . . sa̧ brzegowe i domkniȩte w X, to suma

B =
∞⋃
n=1

Bn

jest zbiorem brzegowym.
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Definicja. A ⊂ X jest nigdzie gȩsty jeżeli Ā jest zbiorem brzegowym.

Przyk lad. – Zbiory skończone w Rn sa̧ nigdzie gȩste.
– Odcinki, Q nie sa̧ nigdzie gȩste w R.
– Odcinki, Q× {0} sa̧ nigdzie gȩste w R2.

Wniosek 6.12 (I z Twierdzenia Baire’a) Przeliczalna suma zbiorów
nigdzie gȩstych w przestrzeni zupe lnej X jest zbiorem brzegowym.

Uwaga. Suma ta może nie być już zbiorem domkniȩtym, np. Q =⋃
q∈Q{q}.

Wniosek 6.13 (II z Twierdzenia Baire’a) Jeżeli X jest przestrzenia̧
zupe lna̧ a zbiory G1, G2, . . . sa̧ gȩste i otwarte w X, to przekrój

G =
∞⋂
n=1

Gn

jest zbiorem gȩstym.

Definicja. Przekszta lcenie f : X−→X jest zwȩżaja̧ce jeżeli istnieje
sta la 0 ≤ C < 1, taka że

∀x, y ∈ X d(f(x), f(y)) ≤ C d(x, y).

Wniosek 6.14 Przekszta lcenie zwȩżaja̧ce jest cia̧g le.

Twierdzenie 6.15 (Tw. Banacha o przekszta lceniu zwȩżaja̧cym)
Jeżeli X jest przestrzenia̧ zupe lna̧ oraz f : X−→X jest zwȩżaja̧ce, to
istnieje dok ladnie jeden punkt x̄ ∈ X taki, że

f(x̄) = x̄.

(Mówimy, że x̄ jest punktem sta lym przekszta lcenia f)

Uwaga – Za lożenia, że X jest zupe lna oraz że C < 1 sa̧ istotne.
– Odcinek (a, b) jest homeomorficzny z prosta̧ R, która jest przestrzenia̧
zupe lna̧, ale odcinek nie jest zbiorem zupe lnym. P
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7 Przestrzenie spójne

Definicja. PrzestrzeńX jest niespójna jeżeli istnieja̧ niepuste, domkniȩte
i roz la̧czne zbiory A,B, takie że

X = A ∪B

Fakt 7.1 X jest niespójna ⇔ istnieja̧ niepuste, otwarte i roz la̧czne
zbiory A,B, takie że X = A ∪B

Definicja. Przestrzeń X jest spójna jeżeli X nie jest niespójna.

Przyk lad. – Zbiór ∅ jest spójny.
– Przestrzeń R \ {0} jest niespójna.
UWAGA: Zbiory A = (−∞, 0) oraz B = (0,+∞) sa̧ jednocześnie
otwartymi i domkniȩtymi podzbiorami przestrzeni X = R \ {0}.
– Przestrzeń jednopunktowa jest spójna.
– Przestrzeń z metryka̧ ”0-1” zawieraja̧ca co najmniej dwa punkty jest
niespójna.

Ćwiczenie. Za lóżmy, że X jest spójna, A ⊂ X oraz ∅ 6= A 6= X.Wtedy
– jeżeli A jest otwarty to nie jest domkniȩty,
– jeżeli A jest domkniȩty to nie jest otwarty.

Ćwiczenie. A ⊂ X jest przestrzenia̧ niespójna̧ jeżeli istnieja̧ niepuste
roz la̧czne zbiory A1, A2, takie że

A = A1 ∪ A2, Ā1 ∩ A2 = ∅, A1 ∩ Ā2 = ∅.

Twierdzenie 7.2 Odcinek [a, b] jest spójny.

Twierdzenie 7.3 Jeżeli f : X−→Y jest cia̧g la, ”na” oraz X jest
spójna, to Y jest spójna.

Wniosek 7.4 Jeżeli X i Y sa̧ homeomorficzne to
X jest spójna ⇔ Y jest spójna.

Twierdzenie 7.5 Jeżeli X =
⋃
α∈AXα, gdzie każda podprzestrzeń Xα

jest spójna oraz
⋂
α∈AXα 6= ∅, to przestrzeń X jest spójna.

Przyk lad. Odcinki, pó lproste, prosta sa̧ spójne.
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Twierdzenie 7.6 Iloczyn kartezjański X×Y przestrzeni spójnych jest
spójny.

Ćwiczenie. Krzywe  lamane sa̧ spójne.

Lemat 7.7 Jeżeli dla każdej pary punktów w X istnieje podprzestrzeń
spójna zawieraja̧ca te punkty, to X jest spójna.

Twierdzenie 7.8 Zbiór otwarty U ⊂ Rn jest spójny ⇔
każde dwa punkty w U daja̧ siȩ po la̧czyć za pomoca̧  lamanej zawartej
w U .

Definicja. Przestrzeń X jest  lukowo spójna jeżeli ∀x, y ∈ X istnieje
funkcja cia̧g la γ : [a, b]−→X, taka że f(a) = x, f(b) = y.

Wniosek 7.9 Przestrzeń  lukowo spójna jest spójna.

Ćwiczenie. Podaj przyk lad przestrzeni spójnej, która nie jest  lukowo
spójna.

Twierdzenie 7.10 (W lasność Darboux) Jeżeli X jest spójna, f :
X−→R jest cia̧g la to

∀x1, x2 ∈ X jeżeli f(x1) ≤ y ≤ f(x2) to ∃x ∈ X f(x) = y.

Twierdzenie 7.11 Jeżeli A ⊂ X jest spójny to Ā jest spójny.

Ćwiczenie. Podaj przyk lad takiego spójnego zbioru A, że intA nie jest
spójny.

Wniosek 7.12 Jeżeli X zawiera zbiór gȩsty, spójny to X jest spójna.

Definicja. Zbiór spójny S ⊂ X nazywamy sk ladowa̧ jeżeli dla dowol-
nego zbioru spójnego P zawieraja̧cego S, P = S.

Wniosek 7.13 Jeżeli S jest sk ladowa̧, S ⊂ P oraz P jest spójny to
S = P .

Przyk lad. Każdy punkt izolowany w przestrzeni X jest sk ladowa̧.

Przyk lad. Zbiór jednopunktowy {0} ⊂ R jest spójny, ale nie jest
sk ladowa̧ przestrzeni R.

Przyk lad. Zbiór (−∞, 0) jest sk ladowa̧ przestrzeni R \ {0}.
UWAGA: Zbiór ten jest jednocześnie otwarty i domkniȩty w przestrzeni
R \ {0}.
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Fakt 7.14 Sk ladowe sa̧ domkniȩte, parami roz la̧czne.

Przyk lad. W przestrzeni {0} ∪
⋃∞
n=1{ 1n} każdy punkt jest sk ladowa̧.

Punkt {0} jest sk ladowa̧, ale nie jest otwarty.

Twierdzenie 7.15 Przestrzeń metryczna jest suma̧ swoich sk ladowych.

Fakt 7.16 Dwa punkty w X należa̧ do jednej sk ladowej ⇔
istnieje podzbiór spójny który zawiera te punkty.

Twierdzenie 7.17 Przestrzeń jest spójna ⇔ ma dok ladnie jedna̧
sk ladowa̧.

Fakt 7.18 Homeomorfizm przekszta lca sk ladowe na sk ladowe.

Wniosek 7.19 Jeżeli X i Y sa̧ homeomorficzne to

# sk ladowe w X = # sk ladowe w Y ,
# sk ladowe zwarte w X = # sk ladowe zwarte w Y .

8 Cia̧gi funkcji

Niech f oraz (fn) bȩda̧ funkcjami X−→Y .

Definicja. Cia̧g funkcji (fn) jest zbieżny punktowo do f jeżeli

∀x ∈ X fn(x)→f(x) w Y.

Definicja. Cia̧g funkcji (fn) jest zbieżny jednostajnie do f jeżeli

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N sup
x∈X

dY (fn(x), f(x)) ≤ ε,

m
∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N ∀x ∈ X dY (fn(x), f(x)) ≤ ε.

Fakt 8.1 Jeżeli cia̧g (fn) jest zbieżny jednostajnie do funkcji f to to
jest zbieżny punktowo do f .
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Ćwiczenie. Niech fn : [0, 1]−→R: fn(x) = xn, oraz

f(x) =

{
0 jeżeli x < 1
1 jeżeli x = 1

Pokaż, że (fn) jest zbieżny punktowo do f , ale nie jest zbieżny jednos-
tajnie do f .

Definicja. Za lóżmy, że X jest zwarta. Bȩdziemy oznaczać:

(i) C(X, Y ) = {f : X−→Y | f jest cia̧g la}

(ii) jeżeli f, g ∈ C(X, Y ) to

d(f, g) = sup
x∈X

dY (f(x), g(x))

Fakt 8.2 d(f, g) <∞.

Ćwiczenie. – (C(X, Y ), d) jest przestrzenia̧ metryczna̧.
– Za lóżmy, że f ∈ C(X, Y ) oraz fn ∈ C(X, Y ). Wtedy cia̧g funkcji
(fn) jest zbieżny do f w (C(X, Y ), d) ⇔ (fn) jest zbieżny jednostajnie
do f .

Twierdzenie 8.3 Jeżeli X jest zwarta, Y –zupe lna to C(X, Y ) jest
przestrzenia̧ zupe lna̧.

Lemat 8.4 Jeżeli (fn) jest cia̧giem w C(X, Y ) zbieżnym do funkcji f ,
to f ∈ C(X, Y ).

Uwaga. W poprzednim Ćwiczeniu zak ladamy z góry, że f ∈ C(X, Y ),
w Lemacie 8.4 za lożenia sa̧ s labsze.

Twierdzenie 8.5 (Peano (1890)) Istnieje funkcja cia̧g la

f : [0, 1]−→[0, 1]× [0, 1]

która jest ”na”.
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9 Przeliczalne iloczyny kartezjańskie

Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Dla x, y ∈ X zdefiniujmy

d̄(x, y) = min(d(x, y), 1).

Ćwiczenie. – (X, d̄) jest przestrzenia̧ metryczna̧.
– diam (X, d̄) ≤ 1.
– id: (X, d)−→(X, d̄) jest homeomorfizmem.

Wniosek 9.1 Każda przestrzeń metryczna jest homeomorficzna z przestrzenia̧
ograniczona̧.

Niech (Xi, di), i = 1, 2, . . ., bȩdzie przeliczalna̧ rodzina̧ wspólnie
ograniczonych przestrzeni metrycznych, tzn.

∃M ∀i diamXi ≤M.

Symbol
∏∞

i=1Xi (lub krócej
∏
Xi) bȩdzie oznacza l przeliczalny iloczyn

kartezjański przestrzeni Xi.

Fakt 9.2 Dla x = (xi), y = (yi) ∈
∏∞

i=1Xi zdefiniujmy

d(x, y) =
∞∑
i=1

di(xi, yi)

2i

Jest to metryka w
∏∞

i=1Xi.

Niech (xn) bȩdzie cia̧giem w
∏
Xi oraz niech x ∈

∏
Xi. Oznaczmy:

x = (x1, x2, . . . , xi, . . .),
x1 = (x11, x

1
2, . . . , x

1
i , . . .), x

2 = (x21, x
2
2, . . . , x

2
i , . . .), . . . ,

xn = (xn1 , x
n
2 , . . . , x

n
i , . . .), . . . .

Twierdzenie 9.3 xn−→x w
∏
Xi ⇔ ∀i limn→∞ x

n
i = xi.
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Ćwiczenie. Rzut
∏
Xi−→Xi jest cia̧g ly.

Twierdzenie 9.4 Funkcje fi : Y−→Xi (i = 1, 2, . . .) sa̧ cia̧g le ⇔
funkcja f = (f1, f2, . . .) : Y−→

∏
Xi jest cia̧g la.

Twierdzenie 9.5 Przestrzenie X1, X2, . . . sa̧ zwarte ⇔∏
Xi jest przestrzenia̧ zwarta̧.

Definicja. Przestrzeń Iω =
∏∞

i=1[0, 1] nazywamy kostka̧ Hilberta.

Wniosek 9.6 Iω jest przestrzenia̧ zwarta̧.

Twierdzenie 9.7 Dla każdej zwartej przestrzeni metrycznej Y ist-
nieje zwarty podzbiór w kostce Hilberta który jest homeomorficzny z
Y .

10 Przestrzenie topologiczne

Definicja. Przestrzenia̧ topologiczna̧ nazywamy zbiórX wraz z pewna̧
rodzina̧ O jego podzbiorów spe lniaja̧cych nastȩpuja̧ce aksjomaty:

(i) ∅ oraz X należa̧ do O,

(ii) jeżeli U1, U2 ∈ O to U1 ∩ U2 ∈ O,

(iii) jeżeli Us ∈ O dla każdego s ∈ S to
⋃
s∈S Us ∈ O

Zbiory U ∈ O nazywamy zbiorami otwartymi, rodzinȩ O nazywamy
topologia̧.

Przyk lad. Każda przestrzeń metryczna jest przestrzenia̧ topologiczna̧.

Przyk lad. X – dowolny zbiór. Rodzina O sk ladaja̧ca siȩ z ∅ oraz X
jest topologia̧. Jest to tzw. topologia antydyskretna

Przyk lad. X = R2. Przyjmijmy, że U ∈ O jeżeli istnieje wielomian
f(x, y), taki że U = {(x, y) | f(x, y) 6= 0}. Jest to tzw. topologia
Zariskiego.
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W dwóch ostatnich przyk ladach nie istnieje żadna metryka która
by definiowa la te same zbiory otwarte.

Definicja. F ⊂ X jest domkniȩty jeżeli X \ F ∈ O

Definicja. A ⊂ X jest gȩsty jeżeli dla każdego niepustego zbioru
U ∈ O, A ∩ U 6= ∅.

Przestrzeń X jest ośrodkowa, jeżeli zawiera podzbiór przeliczalny
gȩsty.

Definicja. Niech (X,O), (Y,O′) bȩda̧ przestrzeniami topologicznymi.
Funkcja f : X−→Y jest cia̧g la, jeżeli

∀U ∈ O′ f−1(U) ∈ O.

Definicja. K ⊂ X jest zwarty jeżeli z każdego otwartego pokrycia
zbioru K można wybraċ pokrycie skończone.

Aksjomaty oddzielania

Definicja. Przestrzeń topologiczna X jest T1–przestrzenia̧ jeżeli dla
każdej pary x, y ∈ X, x 6= y, istnieje taki zbiór otwarty U , że x ∈ U
oraz y 6∈ U .

Twierdzenie 10.1 X jest T1–przestrzenia̧ ⇔
∀x ∈ X {x} jest domkniȩty w X.

Definicja. Przestrzeń topologicznaX jest T2–przestrzenia̧ (lub przestrzenia̧
Hausdorffa) jeżeli dla każdej pary x, y ∈ X, x 6= y istnieja̧ zbiory ot-
warte U, V takie, że

x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V = ∅

Przyk lad. R2 z topologia̧ Zariskiego jest T1–przestrzenia̧, nie jest T2–
przestrzenia̧.

Twierdzenie 10.2 Jeżeli X jest T2–przestrzenia̧ oraz K jest zwarty,
to K jest domkniȩty.
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11 Homotopie, grupa podstawowa

Definicja. Niech f0, f1 : X → Y bȩda̧ cia̧g le. Przekszta lcenie f0 jest
homotopijne z przekszta lceniem f1, jeżeli istnieje takie przekszta lcenie
cia̧g le H = H(x, t) : X × [0, 1] → Y , zwane homotopia̧ od f0 do f1
(lub miȩdzy f0 oraz f1), że

H(x, 0) = f0(x) oraz H(x, 1) = f1(x) dla każdego x ∈ X .

Piszemy wówczas f0 'H f1 lub f0 ' f1.
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Przyk lad.

X = S1 = {(x, y) | x2 + y2 = 1}, Y = R2 \ {(0, 0)} ,

f0 = f0(x, y) = (x, y), f1(x, y) = (2x, 2y)

sa̧ ciag lymi przekszta lceniami S1 → Y .
Odwzorowanie H : S1 × [0, 1]→ Y zdefiniowane wzorem

H((x, y), t) = ((t+ 1)x, (t+ 1)y)

jest homotopia̧ od f0 do f1.

Fakt 11.1 Każde dwa przekszta lcenia cia̧g le w wypuk ly podzbiór przestrzeni
euklidesowej sa̧ homotopijne.

Przyk lad. Niech f0, f1 : S1 → R2\{(0, 0)} bȩda̧ zdefiniowane wzorem

f0(x, y) = (x, y), f1(x, y) = (1, 0) .

Odwzorowania f0, f1 nie sa̧ homotopijne.

Twierdzenie 11.2 Relacja homotopii jest relacja̧ równoważności w
zbiorze przekszta lceń cia̧g lych z przestrzeni X do przestrzeni Y .

Niech x0 ∈ X bȩdzie ustalonym punktem, nazywanym punktem
bazowym. Pȩtla̧ w X (zaczepiona̧ w punkcie x0) nazywamy każde
odwzorowanie cia̧g le a = a(s) : [0, 1] → X takie, że a(0) = x0 oraz
a(1) = x0.

Niech P (X, x0) oznacza zbiór takich pȩtli.

Dla dowolnych a, b ∈ P (X, x0) określmy ich z lożenie a ? b wzorem

(a ? b)(s) =

{
a(2s) jeżeli 0 ≤ s ≤ 1

2

a(2s− 1) jeżeli 1
2 ≤ s ≤ 1

Oczywíscie a ? b ∈ P (X, x0).

Pȩtlȩ sta la̧ e ≡ x0 nazywamy pȩtla̧ trywialna̧.

Dla pȩtli a ∈ P (X, x0) określamy pȩtlȩ przeciwna̧ ā wzorem

ā(s) = a(1− s) dla 0 ≤ s ≤ 1 .
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Oczywíscie e oraz ā należa̧ do P (X, x0).

Definicja. Pȩtle a, a′ ∈ P (X, x0) sa̧ homotopijne (piszemy a ' a′),
jeżeli istnieje takie odwzorowanie cia̧g le H = H(s, t) : [0, 1]× [0, 1]→
X takie, że

(i) H(s, 0) = a(s), H(s, 1) = a′(s) dla 0 ≤ s ≤ 1,

(ii) H(0, t) = x0, H(1, t) = x0 dla 1 ≤ t ≤ 1.

Dla ustalonego 0 ≤ t ≤ 1:
at(s) = H(s, t) : [0, 1]→ X jest ciag le
at(0) = H(0, t) = x0, at(1) = H(1, t) = x0,

wiȩc każde at ∈ P (X, x0), oraz
a0(s) = H(s, 0) = a(s),
a1(s) = H(s, 1) = a′(s),
czyli a0 = a, a1 = a′.

Fakt 11.3 Dla dowolnej pȩtli a, pȩtle a ? e, e ? a, a sa̧ homotopijne.

Twierdzenie 11.4 Relacja ”'” w P (X, x0) jest relacja̧ równoważności.

Definicja. Klasȩ (abstrakcji) reprezentowana̧ przez pȩtlȩ a oznaczamy
symbolem [a].

Zbiór klas oznaczamy symbolem π1(X, x0).

Twierdzenie 11.5 Jeżeli a, a′, b, b′ ∈ P (X, x0) oraz a ' a′, b ' b′, to
a ? b ' a′ ? b′ oraz ā ' ā′.

Definicja. Dla [a], [b] ∈ π1(X, x0) definiujemy iloczyn [a] ? [b] jako
klasȩ pȩtli a ? b w π1(X, x0).

Niech [e] ∈ π1(X, x0) oznacza klasȩ reprezentowana̧ przez petlȩ try-
wialna̧ e.
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Fakt 11.6 Dla dowolnych [a], [b], [c] ∈ π1(X, x0):

(i) ([a] ? [b]) ? [c] = [a] ? ([b] ? [c]),

(ii) [a] ? [e] = [e] ? [a] = [a],

(iii) [a] ? [ā] = [ā] ? [a] = [e].

Wiȩc π1(X, x0) z mnożeniem ”?” jest grupa̧ z elementem neutralnym
[e].

Definicja. Grupȩ π1(X, x0) nazywamy grupa̧ podstawowa̧ (lub pier-
wsza̧ grupa̧ homotopii) przestrzeni X w punkcie x0 (lub przy punkcie
x0).

Twierdzenie 11.7 Jeżeli X jest przestrzenia̧  lukowo spójna̧, to grupa
π1(X, x0) nie zależy, z dok ladnościa̧ do izomorfizmu, od wyboru punktu
x0.

W tym przypadku nazywamy ja̧ grupa̧ podstawowa̧ przestrzeni X, i
oznaczamy π1(X) zamiast π1(X, x0).

Twierdzenie 11.8 (i) π1(Rn) = {[e]} jest trywialna̧ grupa̧ jednoele-
mentowa̧,

(ii) π1(S
1) jest izomorficzna z grupa̧ Z,

(iii) π1(S
2) = {[e]} jest trywialna̧ grupa̧ jednoelementowa̧,

(iv) π1(T
2) - grupa podstawowa dwuwymiarowego trusa - jest izomor-

ficzna z Z× Z,

(i) π1(X × Y, (x0, y0)) jest izomorficzna z π1(X, x0)× π1(Y, y0).

Definicja. Mówimy, że  lukowo spójna przestrzeń X jest jednospójna,
jeżeli grupa podstawowa π1(X) jest trywialna, tzn. π1(X) = {[e]}.

Twierdzenie 11.9 Jeżeli f : X → Y jest cia̧g le, to odwzorowanie

π1(X, x0) 3 [a] 7→ [f ◦ a] ∈ π1(Y, f(x0))

jest homomorfizmem grup.



Oznaczamy je

f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, f(x0))

i nazywamy homomorfizmem indukowanym przez przekszta lcenie f .
Jeżeli h : X → Y jest homeomorfizmem, to h∗ : π1(X, x0) →

π1(Y, f(x0)) jest izomorfizmem grup, wiȩc jeżeli spójne  lukowo przestrze-
nie X oraz Y sa̧ homeomorficzne, to grupy π1(X) oraz π1(Y ) sa̧
izomorficzne.

Wniosek 11.10 Ponieważ grupa π1(T
2) nie jest izomorficzna z grupa̧

π1(S
2), wiȩc dwuwymiarowy torus T 2 nie jest homeomorficzny z dwuwymi-

arowa̧ sfera̧ S2.

Definicja. Powiemy, że przestrzeń M jest k-wymiarowa̧ rozmaitościa̧,
jeżeli dla każdego punktu p ∈ M istnieja̧ homeomorficzne zbiory ot-
warte U ⊂M , W ⊂ Rk takie, że p ∈ U .

• Prosta R, okra̧g S1 – sa̧ 1-wymiarowymi rozmaitościami,

• P laszczyzna R2, sfera S2, torus T 2 – sa̧ 2-wymiarowymi roz-
maitościami,

• S3 = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x2 + y2 + z2 +w2 = 1} jest 3-wymiarowa̧
zwarta̧ rozmaitościa̧.

Twierdzenie 11.11 (Hipoteza Poincarégo) Każda zwarta spójna
jednospójna 3-wymiarowa rozmaitość M jest homeomorficzna z 3-wymiarowa̧
sfera̧ S3.
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