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1 Rozmaitosci

Definicja. Podzbiéor M C R* nazywa sic m-wymiarowa gtadka
rozmaitoscig (w R), jezeli dla kazdego punktu p € M jest spetniony
nastepujacy warunek: Istnieje taki zbior otwarty U zawierajacy p ,
zbiér otwarty V C R* i gladki dyfeomorfizm h: U — V, ze

RUNM) =VNR"x{0}) ={yeV : ypp1=... =y =0} .

Twierdzenie 1.1 Niech A C R* bedzie otwarty, i niech g: A — R®
bedzie takg funkcjg gltadkg, Ze jezeli g(p) = qo to pochodna Dg(p) jest
rzedu s . Wowcezas g 1(qo) jest (k — s)-wymiarowg rozmaitoscig w
RF . O



Twierdzenie 1.2 Podzbicr M C RF jest m-wymiarowg rozmaitoscig
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu p € M istnieje taki zbior
otwarty U zawierajgcy p , zbior otwarty W C R™ | oraz réznowar-
tosciowa gtadka funkcja ¢ : W — RF | Ze

(i) oW)=MnU,
(it) pochodna D¢(w) ma rzgd m dla kazdego w € W,
(iii) ¢~ MNU—W jest ciggta. [

Taka funkcje ¢ nazywamy uktadem wspotrzednych w otoczeniu p, a
funkcje ¢! : M NU—W nazywamy mapg.

Definicja. Jezeli p = ¢(a), to odwzorowanie
D¢(a) : R™ — RF

jest liniowe 1 réznowartosciowe. Przestrzen styczng T, M do rozmaitosci
M w punkcie p definiujemy jako:

T,M = Im(Dé(a)) .

Mozna pokazac, ze T,M jest podprzestrzenig liniowg wymiaru m ,
i nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych.

M C R¥ - m-wymiarowa rozmaitosé,
N C R? - n-wymiarowa rozmaitosc.

Definicja. Funkcja f: M — N jest gtadka (C™) jezeli dla dowolnych
uktadow wspotrzednych

oW —->M , v:V—-N,
odpowiednio w punktach p € M oraz f(p) € N , odwzorowanie
v lofop: W=V

jest klasy C°. W szczegolnosci pochodna D(¢~tofog)(a) : R™ — R™ |
gdzie p = ¢(a), istnieje i jest liniowa.

Jezeli funkcja f: M — N jest gtadka, to w kazdym punkcie p € M
istnieje indukowane liniowe odwzorowanie styczne (lub pochodna):

Df(p) : TpM—>Tf(p)N .
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Dla kazdego p € M :
rk [Df(p)] < min{m,n} .
Definicja. p € M jest punktem reqularnym, jezeli rzad
tk[Df(p)] = n
(Wtedy koniecznie m > n .) Jezeli m = n to powyzszy warunek jest
rownowazny temu, ze det[Df(p)] # 0 .

Jezeli m < n to punkty regularne nie istnieja!

Definicja. ¢ € N jest wartoscig reqularng, jezeli f~(q) = 0 lub

kazdy punkt p € f71(q) jest regularny. W takim wypadku f~1(q) jest

zbiorem pustym, lub rozmaitoscia wymiaru m—n (i podrozmaitoscia

w M). Jezeli m < n,to g € N jest wartoscia regularng wtedy i

tylko wtedy, gdy f~1(q) = 0.

Definicja. Punkt p € M jest krytyczny, jezeli nie jest regularny, tj.
tk[Df(p)] < n

(Jezeli m < mn to wszystkie punkty w M sa krytyczne.)

Definicja. Punkt ¢ € N jest wartoscig krytyczng, jezeli istnieje taki
punkt krytyczny p € M | ze ¢ = f(p). Kazdy punkt w M jest albo
regularny albo krytyczny. Rozmaitos¢ N jest rozlaczna suma zbioru
wartosci regularnych i zbioru wartosci krytycznych.

Twierdzenie 1.3 (Tw. Sarda) Zbidr wartosci krytycznych jest pod-
zbiorem miary zero w N . Jezeli m < n , to f(M) jest zbiorem
wartosct krytycznych, wiec ma miare zero. [

Twierdzenie 1.4 (Wn. z Tw. o rzedzie) Zaléimy, ze p € M oraz
rk [Df(p)] = min{m,n}. Istniejg takie uktady wspotrzednych ¢ :
W—M ,¢y: V=N, ze

(i) 0€W oraz ¢(0)=p,
(i) 0V oraz (0) = f(p) .
(iii) jezeli m <mn , to
Vv lofop(wy,...,xm) = (z1,...,7,0,...,0),
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(iv) jezeli n < m , to
v rofod(xr,... ) = (z1,...,2,) . O
Definicja. Punkt p € M jest nicosobliwy jezeli
ik [Df (p)] = min{m, n}
Wtedy spetniony jest Wniosek z Tw. o Rzedzie.
Definicja. Punkt p € M jest osobliwy jezeli
rk [Df(p)] < min{m,n}.

Jezeli n < 'm to punkt jest regularny (odp. krytyczny) wtedy i tylko
wtedy gdy jest to punkt nieosobliwy (odp. osobliwy.)

Definicja. Funkcja f: M—N jest immersjg , jezeli dim M < dim N
oraz kazdy punkt p € M jest nieosobliwy, tzn. rk [D f(p)] = m .

Definicja. Funkcja f: M—N jest submersjg , jezeli dim N < dim M
oraz kazdy p € M jest punktem regularnym (czyli nieosobliwym), tzn.

rk [Df(p)] =n .

Wezmy dowolne: g = (g1,...,9,) € C*(R™ R"), re N, n:R"-R
- dodatnia funkcja ciagta. Zdefiniujmy:

Ulg,n,r) ={f = (f1,---, fn) € C*(R™,R") |
Vie|<r VzeR" V1<j<n : |[D%x) — D%;(z)] < n(x)}

W zbiorze C*°(R™, R") mozna wprowadzi¢ topologie indukowang przez
baze¢ {U(g,n,7r)} . Jest to tzw. topologia Whitney’a w C*(R™,R") .

Podobnie mozna wprowadzi¢ topologie Whitney’a w C*(M, N) .
Przestrzen topologiczna C*(M, N) ma wlasnos¢ Baire’a !

Definicja. fi,fo : M—N sa C®-réwnowazne (odp. topologicznie
rownowazne) jezeli istnieja takie dyfeomorfizmy (odp. homeomorfizmy)
hi: M—M , hyo: N=-N . ze

fi = hao faohy.
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Jest to relacja rownowaznosci w C*°(M, N) .

Definicja. Odwzorowanie f € C®(M,N) jest C*>-stabilne (odp.

topologicznie stabilne) jezeli istnieje takie otwarte otoczenie U punktu
f w C®(M,N) , ze kazde odwzorowanie f; € U jest C*°-rownowazne
(odp. topologicznie rownowazne) z odwzorowaniem f .

Twierdzenie 1.5 Jezeli M  jest zwarta, to kazda submersja f :
M—N jest C*°-stabilna. [

2 Immersje

Twierdzenie 2.1 Zalozmy, ze n > 2m oraz

f=01,-- fn): R"=R"
jest odwzorowaniem gtadkim. Wtedy

(1) istnieje takie przeksztatcenie liniowe A : R™—=R™ o dowolnie
matej normie, ze

g=f+A :R">R"
jest immersjqg. Ponadto
(ii) jezeli m=2m , v #vy oraz g(x)=g(y) to wektory

% % 99

a—xl(x'), Ceey ﬁ(l’), a_xl(y)7 R 8£Cm(y) )

0T,
sq liniowo niezalezne w R*™ | wiec tworzg baze w R?™,

(111) jezeli n = 2m , to g nie ma punktdw potrdjnych, tzn. dowolny
przeciwobraz g~(2) ma co najwyzej dwa punkty,

(iv) jezeli n>2m to g jest rdznowartosciowe.

Twierdzenie 2.2 Niech M, N bedg takimi rozmaitosciami, ze dim N >
2dim M . Istnieje otwarty gesty podzbior U C C°(M,N) ztozony z
odwzorowan spetniajgcych ponizsze warunki:

(1) jezeli f €U to f jest immersjg,



(ii) jezeli dim N = 2dim M | to punkty podwdjne odwzorowania f
sg przecieciami normalnymi, tzn. jezeli f(p) = f(q), p # q ,
V1, ...,Un Jest bazg przestrzeni stycznej T,M , wy, ..., w, jest
bazq przestrzeni stycznej T,M , to wektory

Df(p)vi, ..., Df(p)vm, Df(qws, ..., Df(q)wn

tworzq baze przestrzeni stycznej Trp)N
(117) jezeli dim N = 2dim M , to f nie ma punktdw potrdjnych,

() jezeli dim N > 2dim M |, to f jest rdznowartosciowym wtoze-
niem. L]

Twierdzenie 2.3 Niech M, N bedq takimi rozmaitoSciami, ze M
jest zwarta, oraz dAim N > 2dim M . Wtedy f : M—N jest C —
stabilne wtedy 1 tylko wtedy, gdy feU . [

Jak sprawdzi¢, ze wielomianowe odwzorowanie RZ?—R?* jest im-
mersja:

SINGULAR:

ring r=0, (x,y),dp;
poly fl=x-2xy+y3;
poly f2=y-3x4+x*y2;
poly f3=x+2y+y4;
poly f4=x3-y3;

ideal F=£f1,f2,f3,f4;
ideal i=minor(jacob(F),2);
ideal I=groebner(i);
> I

I[1]=1

> exit;

Auf Wiedersehen.

V V V V V V V V

Jak sprawdzi¢, ze wielomianowe odwzorowanie ze sfery o promieniu 10
jest immersja (A.Nowel, I.Krzyzanowska, Z.Sz. / J. of Pure and Appl.
Algebra (2010)):

SINGULAR:
> ring r=0,(x,y,z),dp;



poly w=100-x2-y2-z2;
poly fl=x-y3;

poly f2=y+2*x*z;

poly £f3=xz-y2;

poly fd=yz+3x2;

ideal F=w,f1,f2,£3,f4;
ideal i=w,minor(jacob(F),3);
ideal I=groebner(i);

> I

I[1]=1

> exit;

V V V V V V V V

Auf Wiedersehen.

3  Funkcje Morse’a

Fakt 3.1 Niech f e C®°(M,R). Punkt p € M jest krytyczny wtedy i
tylko wtedy, gdy w dowolnym uktadzie wspdtrzednych ¢ : (R™,0)—(M,p) :

of

Vi 83:i(0) =0

Definicja. Punkt krytyczny p € M jest niezdegenerowany, gdy w
dowolnym uktadzie wspdtrzednych ¢ : (R™,0)—(M,p) wyznacznik
Hessjanu
0% f "
det 0 0.

ij=1

Niech i(p) oznacza znak wyznacznika Hessjanu.

Fakt 3.2 Wartosé i(p) nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych. O
Twierdzenie 3.3 Niech f € C®(R™ R) . Witedy
(1) istnieje taka funkcja liniowa
L(z) = a1+ -+ apxm
o dowolnie matej normie, ze funkcja
g(x) = flz) + L(z)
ma wytgcznie niezdegenerowane punkty krytyczne,
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(ii) funkcja g przyjmuje rézne wartosci w réznych punktach krytycz-
nych.

Definicja. f € C™(M,R) jest funkcjg Morse’a, jezeli wszystkie punkty
krytyczne sa niezdegenerowane. Przedstawione ponizej twierdzenia sa
konsekwencjami teorii Morse’a:

Twierdzenie 3.4 Funkcje Morse’a sq otwartym gestym podzbiorem prze-
strzeni C*(M,R) . O

Twierdzenie 3.5 Zatdzmy, ze f € C°(M,R) spetnia warunki:
(a) f jest funkcjg Morse’a,

(b) dla dowolnego zbioru zwartego K C R przeciwobraz f~1(K) jest
zwarty (czyli [ jest odwzorowaniem whasciwym ),

(¢c) [ ma skoriczenie wiele punktow krytycznych w f~HK) ,

(d) funkcja [ przyjmuje rézne wartosci w réznych punktach krytycz-
nych.

Wtedy funkcja f jest C°-stabilna. U]

Twierdzenie 3.6 Jezeli rozmaitosé M jest zwarta, to [ jest C™-
stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunki (a),(d) . Zbior funkcji
spetniajgcych te warunki jest otwarty i gesty w C*(M,R) . O

Definicja. Podzbior przestrzeni R" nazywamy hiperptaszczyzng (odp.
otwartq potprzestrzenig) jezeli istnieje funkcja linowa L : R" — R oraz
stala ¢ € R taka, Ze ten podzbior ma posta¢ {xr € R" | L(z) = ¢}
(odp. {z e R"| L(z) < c})

Definicja. Zbior S C R" nazywamy S$ciang, jezeli jest przekrojem
skonczonej rodziny zlozonej z hiperptaszczyzn oraz otwartych potprze-
strzeni .
Sciana jest zbiorem wypuktym, jej wymiar jest rowny wymiarowi
najmniejszej podprzestrzeni afinicznej w ktorej Sciana jest zawarta
Jezeli S jest $ciang, to domkniecie S oraz brzeg 9S = S\ S jest
suma skonczonej rodziny roztacznych $cian.

Definicja. Domkniety zbior W C R" nazywamy wieloscianem, jezeli
istnieje taka skonczona rodzina {S;} parami roztacznych Scian, ze
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L4 W:UZSM

e dla kazdej Sciany S; : E oraz 0S; sa sumami pewnych Scian z

rodziny {S;}.

Definicja. Charakterystykq Fulera wielocianu W nazywamy liczbe cal-

kowita:

X(W) =) (=1t
Definicja. Niech X bedzie zbiorem homeomorficznym 7 pewnym
wielo§cianem W . Liczbe

X(X) = x(W)
nazywamy charakterystykq Eulera zbioru X.

Twierdzenie 3.7 Jezeli istnieje taka funkcja Morse’a f € C°(M,R) ,
posiadajgca tylko skoniczenie wiele punktow krytycznych, ze dla kazdego
Yo € R przeciwobraz f~—o0,y0] jest zwarty, to

(i) charakterystyka Eulera x(M) jest zdefiniowana,

(i) x(M) = > i(p) , gdzie p przebiega zbior punktow krytycznych
funkegi . O

Jak sprawdzi¢, ze wielomian R3—R jest funkcja Morse’a:

> ring r=0,(x,y,z),dp;

> poly f=x-3y+2z-xyz+x*y2-5x2*z+by*z;

> ideal F=f;

> ideal j=jacob(F),det(jacob(jacob(F)));
> ideal J=groebner(j);

> J;

J[1]=1

> exit;

Auf Wiedersehen.

Jak sprawdzi¢, ze wielomian R?—R przyjmuje rézne wartosci w roz-
nych punktach krytycznych:

> ring r=0, (x,y,w),dp;
> poly f=x6+2y6-3xy3+bx2y2-x4y+2x-3y;



ideal i=jacob(f) ,w-f;
option(redSB);

ideal I=std(i);
vdim(I);

vV V V V

25

> ring s=0, (x,y,w),1lp;
> ideal J=fglm(r,I);

> poly p=J[1];

> leadexp(p);

0,0,25

> gcd(p,diff(p,w));

1

> exit;

Auf Wiedersehen.

(Program sprawdzit, ze wielomian f = f(z,y) ma co najwyzej 25 punk-
tow krytycznych w dziedzinie zespolonej, oraz ma co najmniej 25 réz-
nych zespolonych wartosci w tych punktach. Implikuje to, ze wartosci
w punktach krytycznych lezacych w R? sg rézne.)

4 Odwzorowania pomiedzy powierzchniami

Fakt 4.1 Niech (fy, fo) : RZ=R?  bedzie gtadkie. Istnieje wtedy taki
zbior ¥ C RY miary zero, ze jezeli (ay,...,a4) €% , to odwzorowanie

(91,92) = (fl — 41T — %2, fo — azx; — a4$2)

ma rzed > 1 w kazdym punkcie. W szczegolnoSci mozna zaktadaé, ze
max |a;| jest dowolnie mate.

Fakt 4.2 Zatéimy, ze g = (g1,92) : R2>—=R? jest odwzorowaniem
ktérego pochodna w punkcie p € R? ma rzad > 1 . Wtedy mozna
wprowadzié takie wspdtrzedne ¢(xy,x2) w otoczeniu punktu p , Ze

gogb(ajl,xg) = (xl,h(:vl,xg)).

Definicja. Jezeli N’ jest podrozmaitoscia zawarta w rozmaitosci N |
to liczbe codim N’ = dim N — dim N’ nazywamy kowymiarem pod-
rozmaitosci N’ .
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Twierdzenie 4.3 Jezeli N' jest podrozmaitoscig zawartg w N , oraz
przeksztatcenie f: M—N  jest submersjg, to f~1(N') jest podrozma-
itoscig zawartg w M o kowymiarze réwnym codim N’ , lub zbiorem
pustym Wtedy dim f~}(N') =dim M — codim N’ . O

Twierdzenie 4.4 Niech h = h(z,z) : R*=R  bedzie C*®—funkcjg.
Zdefiniugmy

s(x,2) = h(x,2) + bz + bez® + byzz + by2” .

Istnieje taki zbior ¥ C R* miary zero, ze jezeli (by,...,by) € % , to
w kazdym punkcie p € R? :

(i) albo 0s/0z(p) # 0 ,
(i) albo 9s/dz(p) =0 , oraz 0%s/0z*(p) #0 ,
(i) albo 0s/0z(p) =0, 0%s/02*(p) =0, oraz
0%s/0x0z(p) 0 & 0°s/02%(p) # 0

W szczegolnosci mozna zaktadaé, ze max |b;| jest dowolnie mate.

Fakt 4.5 Zatdimy, ze [ = (x,s(z,z)) : RZ—=R2.

Jezeli 0s/0z(p) # 0, to p jest punktem reqularnym. Mozemy wtedy
znaleé wspotrzedne ¢ @ (R%0)—(R2%,p) , ¥ : (R%,0)—=(R?, f(p)) w
ktorych Yo fo¢ ma postaé

(x,2) — (x,2) .

Takie przedstawienie w postaci kietka (R%,0)—(R?,0) nazywa si¢ po-
stacig normalng odwzorowania f w punkcie p .

Fakt 4.6 (H. Whitney (1955)) Zatdzmy, ze f = (z,s(z, 2)) : RZ—=R2,
Jezeli 0s/0z(p) = 0 oraz 0%s/0z*(p) # 0 , to postaé normalna
odwzorowania f w punkcie p ma postac

(z,2) — (z,27) .

Fakt 4.7 (H. Whitney (1955)) Zatdzmy, ze f = (z,s(x,2)) : RZ—=R2.
Jezeli 0s/0z(p) =0 oraz 0%s/02*(p) =0 , oraz

0%s/0x0z(p) #0 & 0%s/02°(p) #0
to postaé normalna odwzorowania f w punkcie p ma postaé

(z,2) = (z,2° —22) . O
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Twierdzenie 4.8 (H. Whitney (1955)) Istnieje taki otwarty gesty
podzbior T C C*(R*R?), ze dla p € R* oraz f € T kielek
f:(R2 p)—(R2, f(p)) ma jedng z trzech postaci normalnych:

(i) (z,2)—

(i) (x,2) — (x,2%) — wtedy p jest punktem ztozenia (fold),
(ii1) (z,2) —
Mozna postawié¢ pytania: Kiedy takie odwzorowanie jest stabilne, lub

lokalnie stabilne? Czy to twierdzenie jest spelnione w klasie funkcji
holomorficznych C—C ?

(x,z) —gdy p jest punktem regularnym,

(r,2% —x2) —wtedy p jest ostrzem (cusp). [

Osobliwosci odwzorowan wielomianowych R? — R?

f=1(f1, f2): R? - R? odwzorowanie wielomianowe

J = a(flaf?) .
Oz, y)
Jezeli J(p) #0 ,to p jest punktem regularnym.
a(J, f1) 0, f2)
BTy T e
. 8(‘]7F1) 3(J)F2)
o= (amn GRG0 ) € Bl

Twierdzenie 4.9 (Krzyzanowska, Sz., J. Math. Soc. Japan (2014))
Jezeli I =Rlz,y] , to feT.O

Wezmy f = (22y® — 22y +xy? — 2, 2%y — 2>y + v+ —y). Uzywajac
programu SINGULAR mozna sprawdzi¢, ze f € 7T, oraz ma 8 ostrzy.
Ponizej przedstawiamy, jak sprawdzi¢, ze f € T

ring r=0, (x,y),dp;

poly fl= x2%y3-x2*y+x*y2-x ;

poly f2= x3*y-x2*y+y3+x-y ;

poly J=diff (f1,x)*diff(f2,y)-diff(f1,y)*diff(£2,x);
poly Fl=diff(J,x)*diff (f1,y)-diff(J,y)*diff(f1,x);
poly F2=diff (J,x)*diff (£f2,y)-diff(J,y)*diff(£f2,x);
poly Gl=diff(J,x)*diff (F1,y)-diff(J,y)*diff(F1,x);
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poly G2=diff(J,x)*diff (F2,y)-diff(J,y)*diff (F2,x);
ideal 1i=J,F1,F2,G1,G2;

ideal I=groebner(i);

I

I[1]=1

exit;

Auf Wiedersehen

(obliczenia trwaly mniej niz 1 sek.)

5 Osobliwo$ci Thoma-Boardmana

Definicja. f: M—N odwzorowanie gladkie.
2'(f) = {p € M |1k [Df(p)] = dim(M) — i}
= {pe M| dimKer[Df(p)] = i} .

Niech f : R?—=R? wtedy X0(f) = {p € R* | rk[Df(p)] = 2} jest

zbiorem punktow regularnych,
2H(f) = {peR [ k[Df(p)] =1},

2*(f) = {p € R* |tk [Df(p)] = 0} .
YU f)UX?(f) — zbior punktow krytycznych.

Przyktad. Jezeli f € T (z Tw. Whitney’a 4.8), to L1(f) jest
jednowymiarowa rozmaitoscia, X*(f) jest zbiorem pustym.

Cwiczenie. Jak wygladaja te zbiory dla (z, 2) — (22,2%) , (z,2) —

(z,2°) .
Definicja. Jezeli YX'(f) jest rozmaitoscia, to

V() = D(FIZ(S) -

Cwiczenie. Jak wygladaja zbiory %/ (f) dla kietkow:
(,2%) , (x,23—=x2) , (2%,2%) , (x,2%).
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Zawsze: M D YU(f) D ZW(f).

Poniewaz  Ker[D(f [S(f))(p)] = KerlDF(p)] N Ty(Si(f)) , oraz
dim Ker[Df(p)] = i, wiec j < i.
Definicja. Jezeli I = (1,149, ,4,) , t0 mozna indukcyjnie zdefiniowac

BIf) = S (]S (),

o ile pojawiajace sie w kolejnych krokach zbiory sa rozmaito$ciami. Zbior
ten moze by¢ niepusty tylko wtedy, gdy

Twierdzenie 5.1 Jezeli odwzorowania f,g: M—N sqg C*°-réwnowazne,
to zbiory XI(f) , ¥1(g) s@ homeomorficzne, i dyfeomorficzne o ile sg
rozmaitosciams.

Definicja. Niech W C N bedzie podrozmaitoscia kowymiaru k. Od-
wzorowanie gtadkie f: M—N jest transwersalne do podrozmaitosci
W, jezeli dla kazdego punktu p € f~H(W) :

Df(p)(T,M) + TipyW = Typ)N
lub rownowaznie, jezeli ztozenie
Df(p): T,M = TN = Ti) N/ Ty W

jest surjekcja.
Jezeli m < k , to transwersalnosé¢ oznacza, ze f1(W) =10 .

Uwaga. Jezeli [ jest submersja, to f jest transwersalne do kazde]
podrozmaitosci W C N .

W otoczeniu punktu f(p) € W C N mozna wprowadzi¢ takie
wspoOtrzedne (y1,...,y,) , 7e lokalnie W jest opisane przez rownanie
y1 = -+ = yr = 0 Zalozmy, ze f = (f1,...,fn) W otoczeniu punktu
p . Wtedy warunek transwersalnosci w punkcie f(p) jest rownowazny
temu, ze macierz

i . .
1<i<k,1<75<
o) 1siskisism,
ma rzad k dla dowolnego uktadu wspotrzednych (x1, ..., z,,) w poblizu
D .
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Twierdzenie 5.2 Jezeli f : M—N jest transwersalne do podrozma-
itosci W C N kowymiaru k , to f~Y(W) C M jest podrozmaitoscig
kowymiaru k, lub zbiorem pustym.

Wniosek 5.3 Jezeli dim M = codim W oraz f: M—N jest trans-
wersalne do W, to  f~YW) jest dyskretnym podzbiorem M , tzn.
Y W) sktada si¢ z punktow izolowanych. O

Twierdzenie 5.4 Jezeli W C N jest domknietqg podrozmaitoscig,

to zbior odwzorowan transwersalnych do W  jest otwarty 1 gesty w
C*(M,N) .

Cwiczenie 5.5 Jezeli f : M—N jest transwersalne do W , oraz
p € fY W), to dla kazdego otwartego otoczenia U punktu p w M
istnieje takie otwarte otoczenie U  odwzorowania f w C*(M,N) ,

ze jezeli geU , to gt W)NU#0 . O

W takim przypadku mozemy méwié, ze punkty z f~1(W) sa nieusu-
walne.

Lemat 5.6 Niech LA(m,n)= Hom(R"™ R") bedzia przestrzenig
(n X m)—macierzy, oraz niech

LA(m,n;r) C LA(m,n)

bedzie podzbiorem macierzy majgeych rzad v . Wtedy LA(m,n;r)
jest podrozmaitoscig w LA(m,n) kowymiaru

(m—r)-(n—r)
dla v < min(m,n) .

Lemat 5.7 Niech f :R™—R" bedzie gtadkim odwzorowaniem, niech
W C LA(m,n) bedzie podrozmaitoscig. Wtedy dla prawie kazdego
liniowego odwzorowania A : R™—=R™ | (tzn. dla prawie kazdej (nxm)—
macierzy), odwzorowanie vy : R™—LA(m,n) :

r — D(f+ A)(z)=Df(x)+ A
jest transwersalne do W .
Niech f:R"™—R", ¢ <m . Przypomnijmy, ze

S'(f) = {z €eR" [tk [Df(x)] =m —i }
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Twierdzenie 5.8 (R.Thom, Tw. o Transwersalnosci) Istnieje taki
zbior U C Hom(R™,R") = LA(m,n), ktdrego dopetnienie ma miare
Zero, ze

VAcU VYi<m : zbior S'(f + A)

jest podrozmaitoscig w R™  kowymiaru (n — m + 1) -1 , lub zbiorem
pustym.

Ponizej formutujemy wersje Tw. Thoma o Transwersalnosci udowod-
niona przez Boardmana.

Twierdzenie 5.9 (Tw. o Transwersalnos$ci) Istnieje taki zbior T C
C*(M, N) , bedgcy przekrojem przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych
i gestych, ze dla f €T oraz I = (i1,...,10), zbior

D(f) = S(f)

jest rozmaito$cig kowymiaru vi(m,n) , lub zbiorem pustym.
(Punkty z SI(f) sq nieusuwalne”.) O

Funkcja vy(m,n) zostala w pelni opisana przez Boardmana. W
szczegolnych przypadkach:

vilm,n) = (n—m+1) -1,

vii(mm) = % + %(QiQ—ij+2j—i),

vi(m,n) = (n—m+1)-k, gdzie I = (1,...,1)
k

Cwiczenie 5.10 (5.10) Osobliwosciami nieusuwalnymi (o ile istniejg)
Sq np.:

o X1 ML Y0 dlg m=n=2,

o I YL wLO LI SLI0 glg m=n=3,

° 21 21,1 21,0 21,1,1 21,1,1,1 22 22,0 dlam=n=14.
Formy normalne nieusuwalnych osobliwosci:

o X(m, 1)+ (21,...,7p) — Fa?d-. L2l

o D10(2,2):  (z,y) = (2,97
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o H12,2):  (z,y) = (2,4°+ 2y)

Formy normalne nieusuwalnych osobliwoéci z 31(2,2) maja jedna z

powyzszych postaci.

Ponizej podajemy posta¢ normalna w kilku waznych przypadkach:
¢ B1(3,3):  (w,y,2) = (2,y,2%)

SUO3,3) 0 (n,y,2) = (2,9, 2% +y2)

[ J

o XUM(3,3): (2,y,2) = (w9, 2" + 2y’ +y2)
o X10(4 4): (z,y,2,w) — (z,y,2z,w?

d Z1’170(47 4) : ($7 y7 <, W (x7 y? Z? w?) —l_ wz)

L, W)
o SULO(4 4) 1 (2,y,2,w) = (2,y, 2,0 + yw® + zw)
( ) = (

o XLLLI(4 4): (z,y, z,w z,y, 2, w° + zw? + yw? + 2w)
o ¥2(4,4) : (2,9, 2,w) — (x,y, 2w, 2>+ w?+ 22 + yw) .

Ponizej przedstawiamy Tw. o rzedzie odwzorowania ograniczonego do

podrozmaitodci:

Twierdzenie 5.11 Niech p € R™, oraz niech hy,...,hs : R™"—=R bedg
takimi funkcjami, ze gradienty ¥V (h1)(p), . .., V(hs)(p) sq liniowo-niezalezne,

oraz hi(p) =y1,...,hs(p) = ys .
Wtedy, z Tw. o Funkcji Uwiktaney,

W={zeR"| hz)=y1,....h(z) =y, }

jest (m — s)-rozmaito$cig w otoczeniu punktu p .
Jezeli f = (f1,..., fn) : R"—=R"™, to

KDWY = tk[D(frr- . fuhre o h)B)] — s
=1k [Vfi(p),....,V u(p), Vhi(p),...,Vhs(p)] — s.0O
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6 Efektywny opis typu osobliwosci

f=01,--fa): (R™0) — (R",0).

Jak efektywnie znalezé¢ typ osobliwosci odwzorowania f w punkcie 0 7

[Df(z)] — macierz jacobiego ,
r = 1k[Df(0)] , i ;= m—r,
0 € X(f).

Jak sprawdzi¢, czy 3'(f) jest rozmaitodcia ?

Niech mq(x),...,ms(x) beda wyznacznikami wszystkich (r 4+ 1) x
(r + 1)-minoréw macierzy [D f(x)].

r=1k[Df(0)] = my(0)=---=ms0)=0,
M(x) = (mi(z),...,ms(x)) ,
SH(f) = {r €R™ [my(s) = =my(x) =0 } = M(0)
w poblizu O .
[DM(x)] — macierz jacobiego,

p = rk[DM(0)] .
Oczywiscie p < min{m, s} .
Po ewentualnej zamianie kolejnosci zmiennych oraz minoréw, mozna
zalozy¢, ze p X p-macierz

Gk (0) - Fn(0)
om,, om,,
8.%‘1 (0) o aq:p (0)

ma rzad p. Z Tw. o Funkcji Uwiklanej, w poblizu 0 zbior

P={2zeR"|m((z)="--=my(r)=0}
jest (m — p)-wymiarowa rozmaitoscia .
Fakt 6.1 Zatozmy, ze ideaty w E(m) generowane przez my(z), ..., my(x)
oraz mi(x),...,ms(x) sg rowne. Wtedy
2(f) = P

w poblizu O , czyli S(f) jest (m — p)-wymiarowg rozmaitosciq.
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Niech N(z) = (fi(z),..., fa(z),mi(z),...,my(z)).

Fakt 6.2 vk [D(f|X(f))(z)] = tk[DN(z)] — p. O
Fakt 6.3 Niech j=m —rk[DN(0)]. Wtedy 0 € S (f) .
Przyktad: SINGULAR

ring R=0, (x,y,2),ds;

poly fl=x2-y2-xz- ... +4xz3+5yz3+z4;
poly f2=x-z+yz;

poly f3=x-y-2z+xyz;

ideal f=f1,£f2,f3;

matrix Df=jacob(f);

LIB ’linalg.alg’’;

matrix DfO=subst(Df,x,0,y,0,z,0);

int r=mat_rk(DfO0);

r;

NV VV V V V V V V. YV

Wiec 1 =3—-2=1.

> ideal M=minor(Df,3);

> M;

M[1]=-x+y+2z- ... -10y2z4-4yz5

> matrix DM=jacob(M);

matrix DMO=subst(DM,x,0,y,0,z,0);
int p=mat_rk(DMO);

P

ideal K=M[1];
ideal gM=std(M);
ideal gK=std(X);
reduce(gM, gk) ;
_[1]=0

> reduce(gK,gM) ;
_[1]=0

V V V V —~ V V V

Idealty M oraz K sa wiec rowne.
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> ideal N=f,M[1];

> matrix DN=jacob(N);

> matrix DNO=subst(DN,x,0,y,0,z,0);
> int j=3-mat_rk(DNO);

Js

j=1

> exit;

Auf Wiedersehen

Odwzorowanie f ma w punkcie 0 osobliwos¢ X1, W podobny
, . ., . . . ., 1.1.1 . .
sposob mozna sprawdzié¢, ze jest to osobliwos¢ X", Nie wynika z

tego jeszcze, ze osobliwo$é ta jest nieusuwalna !!!

Twierdzenie 6.4 Niech
fx, 2o, oy zm) = (h(z, 22, ...y Zm), 22, - -+, Zm) = (R™,0)—=(R™, 0).

Zatozmy, ze

(a) h(0)=52(0) = =Z1(0)=0, k<m,
(b) gradienty V(52)(0) , ..., V(%)(O) sq liniowo-niezalezne.
Wtedy
: I —
(1) 0€ X' (f), gdzie I = (1,.;.,1),
(i) S1(f) = {p € R™ | $(p) = --- = Fh(p) = 0 } jest (m — k)-

wymiarowq rozmaitoscig w poblizu 0,
(iii) jezeli 92(0) #£0 to 0 € SLO(f)

Cwiczenie 6.5 Odwzorowanie f = (2%, 22,...,2n) : (R™, 0)—=(R™,0)
posiada w O osobliwosé typu XYV Odwzorowanie

= (2" 4 2P 4 g 2, 2) 0 (R 0)—=(R™,0), dla
< k < m posiada osobliwos¢ typu (I,0) = ((1,...,1) ,0).
ki

Cwiczenie 6.6 Opisac te osobliwosci gdy m = 2,3 .
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7  Algebra kietkéw

E = E&(n) - R-algebra C*>- kietkow (R", 0)—R.

m =m(n) ={a € £(n)|a(0) = 0} - jedyny ideal maksymalny w £(n).
m(n) - <ZC1, L xn>

E(n) - jest przemiennym pierscieniem lokalnym, nie jest noetherowski,

posiada dzielniki zera.
(B(n), o) - grupa odwracalnych C'*-kietkow (R", 0)—(R",0).
Kietek H : (R",0)—(R",0) nalezy do B(n) wtedy i tylko wtedy, gdy

det[DH(0)] # 0 .
C™ - kietek F' = (Fy,...,F,) : (R™,0)—(R",0) indukuje homomor-
fizm R-algebr
F*:&n)— &E(m) :
En)da — aokF =a(F) € E(m) .
F*(m(n)) - ideal w (m) generowany przez
F(x)) = F, ...  F*(z,) = Fp,
F(m(n)) C m(n),
Jezeli K : (R",0)—(R*,0), to K o F': (R™, 0)—(R*, 0), oraz
(Ko F)* = F*oK*:E(k)—=E(m) .

Twierdzenie 7.1 (Tw. Przygotowawcze) Jezeli gy,...,g9; € E(m)
sq takima kietkams, ze ich warstwy rozpinajq przestrzen wektorowgq
E(m)/F*(m(n)), to dla kazdego g € E(m) istniejg takie aq,...,as €
E(n) , ze

g = F(a) g1+ + F(as)-gs

= w(F) g +-+ as(F)-gs O

Definicja. Rp = &(m)/F*(m(n)) - piericienn stowarzyszony z
odwzorowaniem F'. Jezeli H € B(n), to

o H*: E(n)—E&(n) jest izomorfizmem R - algebr,
° (H*)_l — (H_l)*,
e H*(m(n)) = m(n).
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Definicja. Kielki F,G : (R™,0)—(R",0) sa robwnowazne, jezeli ist-
nieja takie H' € B(n), H? € B(m), ze

F = H'oGo H?.

Fakt 7.2 Jezeli kietki F,G sq rownowazne, to pierscienie Rp, Ra s¢
izomorficzne.

Jezeli n > m, to czesto dimgp Rp < .
Cwiczenie 7.3 Sprawdzié, czy kietki (R?,0)—(R2,0) dane wzorami:
fi=(x,9%), fo= (z,y° —2y), f3=(2,9%) sq¢ rownowazne? .

SINGULAR

> ring r=0, (x,y),ds;
> ideal f1=x,y2;

> ideal Fl=std(f1);
> vdim(F1);

2

> F1;

X

y2

> kbase(F1);

y

1

0e El’o(fl) , dimp Rf1 =2.

SINGULAR
> ideal f2=x,y3-xy;
> ideal F2=std(f2);
> vdim(F2) ;
3
> F2;
X
y3
> kbase(F2);
y2
y
1
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0 - Zl’l(fz) , dlmR Rh -

SINGULAR

ideal f3=x,y3;
ideal F3=std(f3);
vdim(F3) ;

>

>

>

3

> F3;
X

y3

> kbase(F3);
y2

y
1

0 XM0(f3), dimpRy =3
Zadna para tych kietkéw nie jest rownowazna !

Przyklad. Niech F = (2%, 29,...,2,) : (R™ 0)—=(R™,0) dla k = 1,
lub F = (2" 4 202 oo+ 242, 20, .., 2) - (R, 0)—(R™, 0)
dla 2 < k <m. Wtedy Rp ~ R[z]/(z*1).

Uzywajac takich samych argumentow, jak w dowodzie Tw. 6.6 w
wyktadzie Geometria Zbiorow Analitycznych, mozna udowodnié

Twierdzenie 7.4 Jezeli dimp Rp < 0o, to 0 € R™ jest punktem izo-
lowanym w F~1(0). O

Whiosek 7.5 Jezeli f: (R™,0)—R, f(0) = o,

Vi = (5f af) . (R™,0)—(R™, 0) ,

ox, Oz,

oraz dimg Ry < 0o, to 0 jest izolowanym punktem krytycznym.

Wiee z Tw. o Funkcji Uwiktanej, w poblizu 0, zbior f~(yo) \ {0}
oraz kazdy ze zbioréw f~1(68), dla & # yo, jest (m —1)-rozmaitoscig lub
zbrorem pustym. [

Przyklad. SINGULAR
> ring r=0,(x,y,z),ds;
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> poly f=6-2x2y2-xyz+xz3-4y5+2y*x4;

> ideal n=jacob(f);

> ideal N=std(n);

> vdim(N) ;

24

exit;

Poniewaz dimpr Ry = 24, wigc kielek f ma izolowany punkt krytyczny
w 0.

Twierdzenie 7.6 Niech F = (Fy,...,F,) : (R",0)—(R",0) , gdzie
n < m, i niech I C E(m) bedzie ideatem generowanym przez Fy(x), ..., F,(z)
oraz wyznaczniki wszystkich n X n-minoréw macierzy DF(x).

Jezeli dimg E(m) /I < oo, to w pewnym otoczeniu O zbidr
F71(0)\ {0} jest (m —n)-rozmaitoscig, lub zbiorem pustym, wiec 2bidr
F~1(0) ma izolowana osobliwo$é w 0.

Przyklad. SINGULAR

> ring r=0,(x,y,z,w),ds;

> poly fl1=z2*xy-x*w2+3x2*z-y3*xwt+w3-3z4;
> poly f2=xyz-2x2%w2-x4-5y3+5z3-4w3;

> ideal F=f1,£f2;

> ideal I=F,minor(jacob(F),2);

> vdim(std(I));

74

Poniewaz dimg E(m)/I = 74 < o0, to w pewnym otoczeniu 0 zbior
F~1(0)\ {0} jest 2-rozmaitoscia, lub zbiorem pustym, wiec zbior F~1(0)
ma izolowana osobliwo$§é w O .

Twierdzenie 7.7 (a) Jezeli dimpRp=1,t0 Rp~R
(b) Jezeli dimgrRp =2, to Rp ~ Rlz]/{x?) ,

(¢c) Jezeli dimpRp =3, to Rp jest jest izomorficzny z jednym z
ponizszych pierscieni:
Rlz]/(2%)

(d) Jezeli dimrRp =4 , to Rp jest jest izomorficzny z jednym z
ponizszych pierscieni:

Rlz]/(z*) |
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Rz, y]/(=* zy,9%)

R[x,y]/<932+y vy) = Rlz,yl/(@® + 9% 2y,9%),
Rlz,y]/{x* — v, xy) = Rlz,y]/(z* — y*, zy, "),
Rz, vy, 2] /{x?, y?, 22, 2y, 22, y2). [

Pytanie. Co rozni te powyzsze pierscienie, ktore maja ten sam wymiar?

8 Formy dwuliniowe

o V' - R-przestrzennt wektorowa skonczonego wymiaru

e :V XV — R - odwzorowanie dwuliniowe symetryczne
e 2.V 5 R P (v) = ®(v,v) - forma kwadratowa

e istnieja podprzestrzenie liniowe Vi, Vo C V maksymalnego wymiaru
spelniajace:

vV oeW\{0} : ®*v)=d(v,v) >0,
V velh\{0} : ®*v)=o(v,v) <0
. o(®2) = dimp Vi — dimg Vs € Z
Liczbe o(®?) nazywamy sygnaturg formy kwadratowej ®2.

Przyktad. ®?(z,y, 2) = 2® — oy + 2% =

1 1 1 1\* 1
2 2 2 2 2 2
oyl - St = (o —Sy) — S 2.
v <2y) Ty T (x 2y> T
Wiec o(P?)=2-1=1,

9 Lokalny stopienn topologiczny

Niech F = (f1,...,fn) : (R",0) — (R",0) bedzie odwzorowaniem
gtadkim.

Zdefiniujmy:
O Sw)
S = INxy, ..., 2,)



J — warstwa Jacobianu J w Rp .

Zalozmy, ze 0 jest punktem izolowanym zbioru F~1(0).

Niech B(r) = {z € R" | || # ||[< r} bedzie taka kula domknicta, Ze
F~1(0)n B(r) = {0}.

Jezeli y € R" jest wartoscia regularna lezaca bardzo blisko 0, to
F~1(y) N dB(r) = 0, wartos¢ Jakobianiu J(p) jest rézna od zera dla
dowolnego p € F~1(y), oraz suma

Z znak(J(p))

pelF~!(y)NB(r)

nie zalezy od wyboru wartosci regularnej y.

Definicja. Lokalnym stopniem topologicznym w punkcie 0 nazywamy
liczbe catkowita

degy(F) = Z znak(J(p)),

peF~(y)NB(r)

gdzie y jest wartscia regularng odwzorowania F' lezaca bardzo blisko 0.

Twierdzenie 9.1 (Eisenbud-Levine, Khimshiashvili) .

(i) dimgr Rp < oo = 0 jest izolowany w F~1(0), oraz J # 0,

(ii) Niech 0 : Rp — R bedzie takim liniowym funkcjonatem, ze 0(J) >
0. Zdefiniuymy dwulintowg forme symetryczng

O:RpXRrp—R : O(a,b) =0(a-Db) ,
oraz stowarzyszong z nig forme kwadratowg
0% Rr—R : ©%(a) = O(a,a) = 0(a?) .
Forma ©? jest niezdegenerowana, oraz

degy(F) = a(©%) .
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Przyklad. F(xy,15) = (22 — 23, 22129)
I = (2} — a3,231m9) C E(2) ,

1
Ty = —xo(a? — z3) + (Exl) 2xyxe €1

Rr=E2)/I ~&(2)/ <a:% — $%,$1$2,$§)> ,

2 _ 2 _ 3 _
T =25 112=0, 25,=0,

RF:{b1'1+b2'$1+b3'$2+b4'$%},

2331 —2:62

= det [ 2%2 21‘1

] — 4(2% + 23) = 823 ,

9(()1'1+b2'$1+bg'$2+b4'$g):b4,

0(T)=8>0,
0001
: 5 10100
macierz formy O° = 0010
1 000
0(0) =2,
degy(F) =2 .

Przyklad. Program A.Leckiego
4 4
x1/5-x1*x2%x3*x4+2xx1/ 2%xx3"\2:
x2"\4+3%x2%x3/ 2-4%xx1" 2%x3:

%3N -x2N 2k x4+5kx 2k x 3%k X4

x4/ B+3%x1*x3/\ 2+2%x2\ 2%x3-x4"\7 :

Local complex degree = 186
Computations in real case
Rank of matrix = 186
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Signature = 0

Czas: ok. 1.5 min. Wiec degy(F) =0.

10 Punkty osobliwe hiperpowierzchni
Niech f : (R",0) — (R, 0) bedzie wiclomianem. Oznaczmy
S(r)={zeR"| [z |=r},
L(r) = S(r)n f7(0),
A(r)=50r)n{f <0}, Ay(r)=50)n{f =0}

Jezeli r > 0 jest dostatecznie matym promieniem, to topologia zbioréw
L(r), Ay (r), A_(r) jest dobrze zdefiniowana z dokladnoscia do home-
omorfizmu.

Twierdzenie 10.1 (Sullivan) Charakterystyka Eulera x(L(r)) jest za-
wsze parzysta.

Cwiczenie. Parasol Whitney’a jest powierzchnia opisana réwnaniem
f = a? — 2y* = 0. Opisz zbiory L(r), A.(r), A_(r), i znajdz ich
charakterystyke Eulera.

Twierdzenie 10.2 (Khimshiashvili) Jezeli f ma izolowany punkt kry-
tyczny w punkcie 0, tzn. 0 jest punktem izolowanym w zbiorze

{zr e R" | Vf(z) =0}, to
X(A-(r)) =1 —degy(Vf),
X(A4(r) =14 (=1)" degy(V f),

_J 0O jezeli n jest nieparzyste,
X(L(r)) = { 2(1 — degy(Vf)) jezelin jest parzyste.
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Przyklad. Niech f(z1,29) = %x‘z’ — r123. Wtedy

Vf= (23— x5 —22129) : (R? 0) = (R? 0),

degy(V[f) = -2,
X(A-(r)) = x(A4(r)) =3, x(L(r)) =6

Przyklad. Program A. Leckiego

33
d(1;x1"5-x2"6+x1*x2*xx3+4*x2%x3"\7-5%x1"2%x2" 2%x3"'2) :
d(2;x1"5-x2"6+x1*x2*x3+4*x2%x3"\7-5%x1" 2*%x2" 2%x3"2) :
d(3;x1"5-x2"6+x1*xx2xx3+4*x2*x3" 7-5xx 1" 2%x2" 2%x3"2) :

Local complex degree = 40
Computations in real case
Rank of matrix = 40
Signature = 2

Czas: 1 sek. Wigc dla f =29 — 28 + z120m3 + 4w92] — Sala3as:

X(A-(r)) = =1, x(A(r)) =3, x(L(r)) = 0.

Ia

Uwaga. Funkcja definiujaca “parasol Whitney’a”, tzn. f = 22 — 292,
nie spetnia zalozen powyzszego twierdzenia.

Jezeli f: (R™,0) — (R, 0) jest wielomianem jednorodnym, to topolo-
gia zbiorow S(r), L(r), A (r), A_(r) nie zalezy od wyboru promienia r.
W szczegolnodci te zbiory sa homeomorficzne odpowiednio ze zbiorami:

S(1) = 85" 1,
L(1) = s"7'n f7H(0),
A1) =8""n{f <0}, A(1)=5"n{f>0}.

Twierdzenie 10.3 (Sz., Bruce) Niech f : R" — R bedzie wielomia-
nem jednorodnym stopnia d, niech k bedzie dowolng nieparzystq liczbg
naturalng > d — 1. Zdefiniugmy:

H, = (@f aboo of xﬁ) : (R",0) — (R",0),

0x; L oy,
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H2_< Gy T g ) £ (B.0) = (R0,

Wtedy punkt O jest izolowany UJ}Jfl(O), H,(0), oraz
X(A-(1) — degy(H1) ,

)
X(A(1)) =1 — degy ()
X(L(1) =14 (=1)" - dego(H1) — degy(H>) .

Przyklad. Program A.Leckiego
33

d(1;x1*x2%x3) -x1"3:
d(2;x1*x2xx3) -x2"\3:
d(3;x1*x2%x3)-x3"3:

Local complex degree = 11
Computations in real case
Rank of matrix = 11
Signature = 3

3 3

-d(1;x1*x2%x3)-x1"3:
-d(2;x1*x2%x3) -x2"\3:
-d(3;x1*x2%x3)-x3"3:

Local complex degree = 11
Computations in real case
Rank of matrix = 11
Signature = 3

Wiec dla f = zi2923:

V(A1) = —2, (A4 (1) = =2, X(L(1)) = =6 .

11 Charakterystyka Eulera hiperpowierzchni

Niech f:R"™ — R bedzie wielomianem stopnia d > 2:
S
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Zaa:ca+2aaxo‘+---+ Zaaazo‘ .

|a|=0 |al=1 |o|=d
\ . e \ . e

}g }: fa

Zdefinujmy wielomiany od n oraz n + 1 zmiennych:

g(T1,. .. xn) = fa,

h(331, cee 7xn7xn+1) = mgL—}-lfO + xilllfl + e xn+1fdfl + fd .

Przyklad. Niech f =3 — 2y + 2125 + 23 — 23. Wtedy

_ 3 _ .3
g =23 — Ty,

h = 3:c§ — :c%xl + T3x1X9 + le)’ — x% )

Wielomiany g, h sa jednorodne stopnia d. Niech k bedzie naturalng
nieparzysta liczba > d — 1. Zdefiniujmy:

G = <@—xlf,... 99 —xjj> . (R",0) — (R",0),

8331 ’ 81'”
dg k dg k
= —== — R— — (R™ R™
G2 ( (9:L‘1 Ly, ) (‘%n L, ( 70) — ( 70) )
oh oh
Ho=——aF . — —gF - (R™1.0 R 0
1 <3x1 Iy, ’8xn+1 xn—l—l) ( ) ) — ( ’ ) ’
oh oh
Hy = [ —— — k - ok : Rn—l—l RH—H .
2 ( 8:1:1 T, ) 3xn+1 xn+1> ( 70) — ( 70)

Twierdzenie 11.1 (Sz.) Odwzorowania Gy, Gs, Hy, Hy majq izolowane
zero w 0.
Niech W bedzie hiperpowierzchnig w R™ ztozong z zer wielomianu f:

W={zeR"| f(z) =0} .

Wtedy charakterystyka Eulera x(W) jest réwna

% (degy(G1) + degy(Gy) — degy(H,y) — degy(Hs)) + (—1)" .
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Na stronach
http://homepage.univie.ac.at/herwig.hauser/bildergalerie/
gallery.html
http://wims.unice.fr/gallery/
http://mathworld.wolfram.com/AlgebraicSurface.html
mozna znalez¢ liczne przyklady algebraicznych powierzchni w R3. Jedna
z nich jest powierzchnia Nordstranda:
http://mathworld.wolfram.com/NordstrandsWeirdSurface.html.
Jej rownanie ma postac

25 [2°(y + 2) + ¥ (z + 2) + 2°(x + y)| +50(2%y” + 2°2% + y°2%)—
125(z%yz + yPrz + 22wy) + 60zyz — 4(vy + 22+ y2) =0 .
Uzywajac programu A. Leckiego mozna obliczy¢, ze
degy(G1) = —1, degy(Gs) =47,
degy(H1) =19, degy(Hz) = -9 .

Wiec charakterystyka Eulera powierzchni Nordstranda jest réwna -1.

Inny przyktad to powierzchnia Clebscha:
http://mathworld.wolfram.com/ClebschDiagonalCubic.html.
Jej rownanie ma, postac

81(z° + o° + 2%) — 189(2%y + 222 + y’x + y°2 + 222 + 2%y) + Sdwyz+
126(zy +z2 +yz) — 9@’ + 1y +2°) =9z +y+2)+1=0.

Uzywajac programu A. Leckiego mozna obliczy¢, ze
degy(G1) =0, degy(Gy) =0,
dego(Hl) == 6, dego(HQ) =6.

Wiec charakterystyka Eulera powierzchni Clebscha jest réwna -5.

Niech W_={zeR"| f(z) <0}, Wy ={xeR"| f(x) > 0}.
Twierdzenie 11.2 Jezeli d jest liczbg parzystq, to

X(V) = 5 (degy(Ga) — degy(F1)) |
X(1) = 5 (degy(Go) — desy(Hy))
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Przyktad. Jezeli f jest takie, jak w definicji powierzchni Nordstranda,
to x(W-)=-10, x(Wy)=+48.

Jezeli liczba d jest nieparzysta, to trzeba zdefiniowaé¢ odwzorowania:

/
h:xn+1'h,

on’ on’ . n
H = <8x1 — x‘ll”,...,agv » — xflfl) : (R"1,0) = (R™,0),
on’ oh' . "
H) = <_8x1 _g;cli+27,..,—ax » —xﬁﬁ) (R™10) — (R™)0) .

Twierdzenie 11.3 Odwzorowania Hi, H) majq izolowane zero w 0,
oraz

((—=1)" — degy(Hj)) .

X(Wi) = 5 ((=1)" — degy(H3)) -

Przyktad. Jezeli f jest takie, jak w definicji powierzchni Clebscha, to
X(W-) =x(Wy) =-3.

x(W-) =

| — N~

12 Lokalna liczba tukéw krzywej

Niech H = (hy,...,hy—1) : (R",0) — (R""1,0) bedzie odwzorowaniem

wielomianowym. Oznaczmy

[ :l’:l o« o e a:'n i
Q=det | o Ol
8hnfl ... 8hnfl
| Ox1 ox,

F = (Q,hl, .. -:hn—l) : (RH,O) — (Rn,O) .

7 Twierdzenia 7.6, jezeli dimp R < oo, to w poblizu 0 zbior H~1(0)
jest skoriczona suma tukow majacych jeden punkt wspolny w 0. Niech
b bedzie liczba tych tukow.
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Twierdzenie 12.1 (Aoki, Fukuda, Nishimura,Sun) Jezeli dimp Rp <
o0, to

b=2-degy(F) .
Przyklad. Niech H = (hy, he) : (R3,0) — (R?%,0), gdzie:

5 3 4
hi = 2] — z12073 + 5 + 425,

3 3 4
he = xjx9 — w225 — 773 .

Uzywajac programu A.Leckiego mozna sprawdzi¢, ze dimpRp < o0
oraz degy(F') = +6. Wigc w poblizu 0 zbiér H~1(0) jest suma dwunastu
tukéw majacych jeden punkt wspélny w 0.
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