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1 Pierscienie, algebry

Niech P bedzie przemiennym pierscieniem z jedynka. Wtedy
e 1=0 <& P jest zbiorem jednoelementowym
e ( jest jedynym elementem neutralnym dla dodawania
e 1 jest jedynym elementem neutralnym dla mnozenia
oV xeP 0-2=0

Kazde ciato K jest pierscieniem. Zbior wielomianow K[X| = K[ X7, ..., X,)]
jest pierScieniem.

Definicja. Odwzorowanie pierécieni h : P — S nazywamy homomor-
fizmem jezeliV xz,y € P
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e h(0) =0
o kerh={x € P | h(x) =0} — jadro h
elmh={seS|JxeP s=h(x)} - obrazh

e Homomorfizm h : P — S jest izomorfizmem, jezeli istnieje homo-
morfizm odwrotny g : S — P, tzn. goh =idp, ho g = idg

e Homomorfizm h jest izomorfizmem
< h jest wzajemnie jednoznaczny, tzn. roznowartosciowy i "na’

< kerh = {0} oraz Imh =S

Definicja. Jezeli istnieje homomorfizm n : R — P, to pierécien P
nazywamy R-algebra.

e Pierscient wielomianow K[X] jest K—algebra

e Jezeli P jest K-algebra a K jest cialem, to P jest w naturalny
sposob przestrzenia wektorowa nad K. Dlar € K oraz p € P
definiujemy iloczyn r - p = n(r) - p.

W szezegolnosci K [X] jest K—przestrzenia wektorowa.
Definicja. Element p € P nazywamy
e odwracalnym, jezeli istnieje taki s € P, ze ps =1

o dzielnikiem zera, jezeli istnieje taki s € P, s # 0, ze ps = 0 (Jezeli
p # 0 to p jest wltaSciwym dzielnikiem zera.)

e nilpotentnym, jezeli istnieje taka liczba naturalna n > 1, ze p" = 0.
(Przyjmujemy, ze jezeli p # 0 to p° = 1.)
Definicja. P* — zbior elementéw odwracalnych w P.
(Zawsze 1 € P*; 0 ¢ P*oile 1 #0.)

Fakt 1.1 Jezeli a" = 0 oraz p jest odwracalny, to p + a tez jest odwra-
calny.

Definicja. Jezeli P nie zawiera wtasciwych dzielnikow zera, to nazy-
wamy go pierscieniem bez dzielnikow zera (lub dziedzing catkowitosci).

Fakt 1.2 Kazdy element p € P\ {0} jest odwracalny
& P jest ciatem.
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Cwiczenia.

1.
2.

9.
10.

Element odwracalny nie jest dzielnikiem zera (o ile 1 # 0).

Dzielnik zera nie jest odwracalny (o ile 1 # 0).

. Jezeli P jest pierécieniem bez dzielnikow zera, to zbior elementow

odwracalnych w P jest zbiorem elementéw odwracalnych w P[X].

Jezeli iloczyn p - g jest odwracalny, to p oraz g sa odwracalne.

. Jezeli p jest nieodwracalny, to dla dowolnego ¢, element p - g jest

nieodwracalny.

. W pierscieniu Z /47, element ”3” jest odwracalny, element 72" jest

wtasciwym dzielnikiem zera i elementem nilpotentnym.

Kazdy wtasciwy element nilpotentny jest wtasciwym dzielnikiem
zera.

. Dowolny pierscien jest Z-algebra.

Zr = {+1}.
(Z/4Z)* = {1,3).

2 Idealy

Definicja. Ideatem pierécienia P nazywamy kazdy podzbior I C P
spelniajacy warunki:

(a)r,sel = r+sel

(byrel, peP = r-pel

e {0}, P saideatami. Kazdy ideal I # P nazywamy wtasciwym

o Ideal I zawiera element odwracalny < [ = P

e Wybierzmy p1,...,pr € P. Wtedy

I ={piay +---+pray | p1,...,px € P}
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jest ideatem. Mowimy, ze [ jest generowany przez aq,...,ax, 1
oznaczamy I = (aq,...,a).

Jezeli I ma jeden generator a, to méwimy ze I = (a) jest ideatem
gtownym.

o W ciele K istnieja tylko dwa idealy: {0}, K. Jezeli P # {0}
posiada tylko dwa idealy {0} oraz P, to P jest cialem

e Jezeli h : P — S jest homomorfizmem pierécieni, to ker h jest
ideatem

o Jezeli V C K" to
I(V) ={f € KX]| fiy = 0}
jest ideatem w K[X].

o Jezeli I C K[X] jest ideatem, to definiujemy
VIl)={peK"|Vfel [f(p)=0}

e Przekroj dowolnej rodziny ideatow jest ideatem. W szczegdlno-
sci, dla dowolnego zbioru A C P istnieje najmniejszy ideal w P
zawierajacy A, rowny przekrojowi rodziny wszystkich idealow za-
wierajacych A.

Nazywamy go ideatem generowanym przez A, i oznaczamy: (A)
Jezell A = {ay,...,a;}, wtedy (A) = (aq,...,ax)

e Ideal (A) sktada si¢ z tych elementow, ktore mozna przedstawi¢ w
postaci prai+. . .+psas, gdzies > 1, aq,...,as € A, p1,...,ps € P

e Niech [y, I, beda ideatami. Wtedy
L+ I, = {CL1+CL2 ‘ a1 € Il, ay € [2}
jest najmniejszym ideatem zawierajacym Iy oraz I

e Pierdcien P nazywamy pierscieniem ideatow gtownych, gdy wszyst-
kie idealy w P sa glowne. 7Z oraz pierécienn wielomianéw jednej
zmiennej K[X] sa pierscieniami idealow gtownych.

Cwiczenia.

l.rnsel = r—sel
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10.

11.
12.

13.

3

. Niech zp € R. Wtedy I = {f € R[X] | f(zo) = 0} jest idealem

wlasciwym generowanym przez X — xg

. Niech z1,...,2; € R. Wtedy

I={feR[X]|[f(z1) == f(zr) = 0}
jest ideatem wtasciwym. Jakie sa generatory I7 Czy I jest gtowny?

Niech p = (p1,...,pn) € K", K =R, C. Uzywajac wzoru Taylora
pokaz, ze I({p}) jest generowany przez X1 — p1,..., X, — P

. Jezeli I C P jest ideatem, P jest K— algebra, to [ jest K—podprzestrzenia

liniowa w P

. Ideat I € K[X] jest wlasciwy < [ nie zawiera zadnej stalej

h:7Z — R, h(m) = m, jest homomorfizmem, ale h((2)) nie jest
ideatem.

cdJezeil C Jtol+J=J.
. Czy X? € K[X,Y] nalezy do idealow (X3, X%), (X3 Y1), (X +

LY +1), (X2+Y,Y), (X?+1, X2+ X +1)

I-J={aby+- - +asbs|a; €1, b € J} jest idealem.
CzyI-J={ab|a€l, be J}?

I[-JCTlorazl-JCJ.

Jezeli Iy, ..., I, saideatami, to zdefiniowany indukcyjnie zbior I - - - I,, =
(Iy-+-1I,_1) - I, jest idealem.

m_mn

Ktorym z symboli "C", , "D"mozna zawsze zastapi¢ symbol

"?"we wzorze
Li---1,7Ln...Nn1I,

Kongruencje, pierscien ilorazowy

Niech I bedzie idealem w pierScieniu P.

e Relacja a =b < a — b € [ jest relacja rownowaznosci.

ep=0&pel
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e Jezeli a; = a9 oraz by = by, to wtedy a1 + by = a1 + by oraz
a161 = agbg.

19—

e Klasy abstrakeji relacji nazywamy warstwamsi. Warstwa sto-
warzyszna z elementem p jest zbiorem postaci {p + a | a € I}.

Oznaczac ja bedziemy symbolem p + I lub [p].

e Zbior klas abstrakeji, oznaczany symbolem P/1, jest pierscieniem z
dzialaniami zdefiniowanymi w naturalny sposob na reprezentantach
warstw:

[p] +lal =[p+ 4l
] - [g] = [p- 4]

Pierscieni P/I jest nazywany pierscieniem ilorazowym.

e Odwzorowanie k : P — P/I zdefiniowane jako x(p) = [p] jest
surjektywnym homomorfizmem, ker x = I. Odwzorowanie k jest
nazywane kanonicznym homomorfizmem.

e Niech h: P — S bedzie homomorfizmem. Zal6zmy, ze I = ker h.
Wtedy istnieje dokladnie jeden homomorfizm h* : P/I — S, taki
ze h = h* o k. Nazywamy go homomorfizmem indukowanym.

e Jezeli P jest R algebra, to P/I tez jest R algebra. A wiec jezeli
R = K jest cialem, to wtedy P/I jest przestrzenia wektorowa
nad cialem K, a homomorfizm kanoniczny x : P — P/I jest
odwzorowaniem K -liniowym.

e Niech h : P — S bedzie surjektywnym homomorfizmem K-
algebr (K—cialo), niech I = ker h. Wtedy h* : P/kerh — S jest

izomorfizmem, oraz

dimKS: dlmKP/]

e Jezeli J C [ sa ideatami, to istnieje surjektywny homomorfizm
h:P/J— P/I. Wtedy:
h jest izomorfizmem < J=1 < dimg P/J = dimg P/I.

Cwiczenia.

1. Jezeli I = (m) C Z, to Z/I = Z/mZ.
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2.

= W

Niech I C K[X] (K - cialo). Wtedy istnieje wielomian h taki, ze
I =(h).

Wezmy f, g € K[X]. Dzielac te wielomiany z reszta przez h otrzy-
mamy:
[ =ph+r, deg(r1) < deg(h),
g = qh + 1y, deg(re) < deg(h).
Wtedy f=9g < 1 =mrs.
R[X]/(X + 7) jest izomomorficzny z R.
R[X]/(X?% +5) jest izomorficzny z C.

5. R[X]/(X? — 3) jest izomorficzny z R x R.

. Jezeli 0 # h € R[X] jest wielomianem posiadajacym tylko jedno-

krotne pierwiastki, to R[X]/(h) jest izomorficzny (jako R—agebral)
Z

RX”'XRXSCX“'X(C)

-~ -~
r S

gdzie r jest liczba pierwiastkow rzeczywistych, s jest potowa liczby
pierwiastkow nie lezacych na osi rzeczywistej. Czy mozna podobnie
opisa¢ R[X]/(h) jezeli dopuscimy istnienie pierwiastkow wielokrot-

nych?
4 Chinskie twierdzenie o resztach
Jezeli Py, ..., P, sa pierscieniami, to ich iloczyn kartezjanski
P, x -+ x P,, z naturalnie zdefiniowamymi dziataniami, jest tez pier-
scieniem.
Uwaga. Jezeli Py, ..., P, sa ciatami, to P, X --- X P, nie musi by¢
cialem.

Bedziemy od teraz zakladaé, ze wszystkie pierscienie sa K-
algebrami dla ustalonego ciala K.
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Skoro teraz kazdy P; jest K—algebra, to P, X --- X P, jest tez K-
algebra.

Niech Iy, ..., I, beda ideatami w pierscieniu P. Dla 1 < k < n oraz
p € P, [p]r oznaczaé bedzie warstwe elementu p w P/Ij.

Cwiczenie.
1. Odwzorowanie h: P — P/l x --- x P/1,:
h(p) = ([Pl - - [pln)
jest homomorfizmem K-algebr.

Twierdzenie 4.1 (Chinskie twierdzenie o resztach) Zatdzmy, ze
VE#£L I+ 1, =P. Wtedy

() LN..0L =1 -1,

(11) Istnieje kanoniczny izomorfizm K—algebr

P/LN...OL ~P/Ix - x P/,

zdefiniowany wzorem p+ I N ...N0O I, — ([p|1, ..., [p]n)-
Przyktad. Jezeli myq, ..., m, sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowi-
tymi, to
Z/my---my ~ Z/myZ X -+ X ZL/m,Z.
Whniosek 4.2 Zatozmy, zeV k #C, I, + I, = P. Wtedy
dimg P/LN ... NI < o0

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

V1<k<n dimgP/I; < .

Whniosek 4.3 JezeliV k # ¢, Iy+1;, =P oraz 1N..NI,=1--- I, =

{0} to
P ~P/I} x---x P/I,.
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5 Idealy pierwsze i maksymalne

Definicja. Ideat I C P nazywamy pierwszym, gdy dla dowolnych ele-
mentow a,b € P:

abel = aecllubbel.

e Jezeli [ jest pierwszy, a1---a, € [tod1<1<n a; €1.

e Jezeli P — S jest homomorfizmem oraz S jest pierscieniem bez
dzielnikéw zera, to ker A jest idealem pierwszym.

e {0} C P jest ideatem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy P jest
pierécieniem bez dzielnikow zera.

o Ideal [ jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy P/I jest pierscieniem
bez dzienikow zera.

e Jezeli h : P — S jest homomorfizmem oraz J C S idealem
pierwszym, to h1(J) C P jest idealem pierwszym.

Definicja. Ideal wlasciwy I C P nazywamy maksymalnym, gdy dla
kazdego idealu J C P:

IcJ = J=I1lbJ=P

e [ jest ideatlem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy P/I jest
ciatem.

e [deal maksymalny jest pierwszy.

e Kazdy ideal zawiera sie w pewnym ideale maksymalnym.
Cwiczenia

1. Zatozmy, ze h : P — S jest surjektywnym homomorfizmem oraz

I C P jest ideatem pierwszym. Czy h(I) C S jest zawsze pierwszy?

2. (n) C Z jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba
pilerwsza.

3. Niech f € Z[X] bedzie wielomianem stopnia 2 . Ideal (f) jest
maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy f nie ma pierwiastkow rze-
czywistych.
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4. Niech h : P — S bedzie surjektywnym homomorfizmem oraz
niech I C P bedzie ideatem maksymalnym. Czy h(I) C S jest
zawsze ideatem maksymalnym?

5. Niech P bedzie pierscieniem ideatow gtownych bez dzielnikoéw zera.
Niezerowy ideat wtasciwy [ jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy
I jest maksymalny.

6 PiersScienie noetherowskie

Definicja Pierscien nazywamy noetherowskim, gdy kazdy ideal tego
pierécienia jest skonczenie generowany.

e Kazdy pierscien idealow gltownych jest noetherowski.
e Kazde ciato jest pierscieniem noetherowskim
Twierdzenie 6.1 Ponizsze warunki sq¢ rownowazne:
(i) P jest noetherowski,

(11) Kazdy wstepujgcy cigg ideatow Iy C Iy C -+ - stabilizuje sie, tzn.
dla pewnegon: I, = 1,1 =---.

(111) Kazda niepusta rodzina ideatéw posiada element maksymalny ze
wzgledu na relacje zawierania.

Twierdzenie 6.2 (Twierdzenie Hilberta o bazie) Jezeli P jest no-
etherowski, to pierscien wielomiandw P[X] jest tez noetherowski.
Wigc pierscien wielomiandw n—zmiennych K[X] = K[X, ..., Xu-1][X})

o wspotczynnikach w ciele K jest noetherowsku.
Cuwiczenia.

1. Z[X] nie jest pierscieniem idealow gtownych.

2. Niech I bedzie ideatlem w pierécieniu noetherowskim P. Wtedy

pierscien P/I jest noetherowski.

3. Niech I, J beda takimi ideatami w pierscieniem noetherowskim P,
ze:

Viel 3k>0 frfel
VgeJ 3¢>0 ¢ el
Wtedy istnieja state r,s > 0 takie, ze " =[--- I C J, J°CI.

r
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4. Niech f, bedzie dowolng rodzing wielomianow w K [X]. Oznaczmy
V={"/1(0).

Kazdy zbior tej postaci nazywamy zbiorem algebraicznym. Pokaz,

ze istnieje skoniczony podzbior indeksow aq, . . ., oy, taki, ze
m
V={)/.10),
i=1

a wiec kazdy zbior algebraiczny moze by¢ opisany za pomocg skon-
czonej ilosci rownan.

7 'Twierdzenie Hiberta o zerach

Twierdzenie 7.1 Zatdzmy, ze m C C[X] jest ideatem maksymalnym.

Wtedy istnieje jednoznacznie wyznaczony punkt p = (p1,...,pn) €
C" taki, ze

Whiosek 7.2 Jezeli m C C[X] jest ideatem maksymalnym, to
CX]/m =~ C.

Przyktad. Tdeal (X% + 1) C R[X] jest maksymalny, ale
RIX]/(X*+1) #£ R.

Definicja. Jezeli I jest ideatem, to
rad(l) ={peP|dIn>0 p'el}
jest idealem. Nazywamy go radykatem ideatu I.

Twierdzenie 7.3 (Tw. Hilberta o zerach I) Niech fi,..., f, € C[X].
Wtedy uktad rownan f; = --- = f. = 0 ma rozwiazanie w C" wtedy i
tylko wtedy, gdy ideat (f1,..., f.) C C[X] jest wtasciwy, tzn. nie za-
wiera zadnego elementu odwracalnego, czyli niezerowej state;.
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Twierdzenie 7.4 (Tw. Hilberta o zerach II) Niech I C C[X] bedzie
ideatem, niech V.= V(I). Zatoimy, ze g € C[X] jest takim wielomia-
nem, ze gy = 0.

Wtedy istnieje m > 0 takie, ze g™ € I (czyli g € rad(I)).

Cwiczenia. Dla K = C:

LV(fi,.. s fr) =V(g,---,9s) < rad(f1,..., fr) =rad(g1, ..., gs),
czyli
V(I)=V(J) < rad({ ad(J).

) =
2.I1cJ = V{I)D>V({J).
V(I)DV(J) = rad(l) C rad(J).

r‘>.°°

V(INnJ)=V(I)uV(J).
VD)=V uV(J).
V) =v(I).

V(I +J)=V{I)nV(J).

o N o W

Jezeli V(I) = V(J), to istnieja k, ¢ > 0 takie, ze

I* ¢ Joraz J' C 1.

9. W ktorych z powyzszych zadan mozna zastapié¢ ciato C przez R?

8 Rozszerzenia calkowite

Niech B bedzie pierscieniem bez dzielnikow zera.
Definicja. Podzbior A C B nazywamy podpierscieniem, jezeli A z
dziataniami indukowanymi z B jest pierscieniem.

Zalozmy, ze A C B jest podpierscieniem.
Definicja. Mowimy, ze element b € B jest catkowity wzgledem A, jezeli
istnieje taki wielomian unormowany f € A[X], ze f(b) = 0, tzn.:

'+ a, 0" P4 4ap=0

dla pewnych ag,...,a,_1 € A.
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B nazywamy rozszerzeniem catkowitym pierscienia A, jezeli kazdy ele-
ment b € B jest catkowity wzgledem A.

Podzbior M C B nazywamy skoriczenie generowanym A—modutem, je-
zeli istnieja by, ..., bs € B, takie ze

M ={abi+ - +apb, | a;€ A = Ab, + - + Ab,.

Cwiczenia.

1. Jezeli M jest skoinczenie generowanym A-modutem, to
mi,meo € M = my+my € M,
acAmeM = a-mecM.

2. Jezeli by,...,bs € B to
A[bl,...,bs] :{f(bl,,bs) | fGA[Xl,...,XS]}

jest podpierscieniem w B. Wyjasnij, jaka jest roznica pomiedzy

A[bl,...,bs] oraz Ab; +---+ Ab,.

3. Niech k£ C L beda ciatami. Wtedy b € L jest catkowity wzgledem
k wtedy i tylko wtedy, gdy b jest algebraiczny wzgledem k.

Lemat 8.1 Jezelib € B jest catkowity wzgledem A, to A[b] = {h(b) | h €
A[X]} jest skoriczenie generowanym A-modutem.

Twierdzenie 8.2 Ponizsze warunki sq¢ rownowazne:
(1) B jest rozszerzeniem catkowitym A,

(11) jezeli by, ... ,bs € B, to Alby,...,bs| jest skoriczenie generowanym
A-modutem,

(111) kazdy skoriczony podzbidr zbioru B jest zawarty w pewnym podpier-
scieniu C' C B, ktory jest skoriczenie generowanym A-modutem.

Whniosek 8.3 Jezeli B jest skoniczenie generowanym A-modutem, to B
jest rozszerzeniem catkowitym A.

Whniosek 8.4 Zbior wszystkich elementow w B cakowitych wzgledem A
jest podpierscieniem w B.
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Twierdzenie 8.5 Jezeli A C B C C sq pierScieniami bez dzielnikow
zera, B jest rozszerzeniem catkowitym A oraz C jest rozszerzeiem cal-
kowitym B, to C' jest rozszerzeniem catkowitym A.

Niech k bedzie ciatem, zas k[X] pierscieniem wielomianéw. Niech

K(X) = {% | J.g € kX, 97&0}

bedzie ciatem funkcji wymiernych. Oczywiscie istnieje naturalne zanu-
rzenie k[X] C k(X).

Twierdzenie 8.6 Jezeli h € k(X) jest catkowity wzgledem k[X], to h €
k[X].

Whniosek 8.7 Zatozmy, ze ciato k jest podciatem ciata L.Zatozmy, ze
element b € L jest przestepny wzgledem ciata k, tzn. b nie jest pier-
wiastkiem zZadnego niezerowego wielomianu o wspotczynnikach z k. Wtedy

K[X] ~ k[b], k(X) =~ k().

Jezeli [ € k(b) jest catkowity wzgledem k[b], to f € k[b]. (Oczywiscie
k[b] C k(b).)

9 PiersScienie lokalne

Definicja. Pierscien A nazywamy lokalnym, gdy zawiera doktadnie
jeden ideal maksymalny m. Np. kazde ciato jest pierscieniem lokalnym,

m = {0}.

Fakt 9.1 Jezeli I jest ideatem wlasciwym w pierscieniu lokalnym A, to
A/ jest pierscieniem lokalnym.

Twierdzenie 9.2 Ponizsze warunki sq¢ rownowazne:
(i) A jest pierscieniem lokalnym,
(11) zbior elementow nieodwracalnych w A jest ideatem (wtasciwym)

Twierdzenie 9.3 (Lemat Nakayamy I) Niech I, J bedg ideatami w
pierscieniu lokalnym (A, m).

Zatozmy, ze I jest skoriczenie generowany oraz I C J+m-1. Wtedy
IrcJ.
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Whiosek 9.4 (Lemat Nakayamy II) Jezeli [ jest takim skoriczenie
generowanym ideatem w piersciniu lokalnym (A,m), ze I = m - I, to
wtedy I = {0}.

Whniosek 9.5 Jezeli A jest lokalnym pierscieniem noetherowskim, to
dla dowolnych ideatow I, J C A:

()IcJ+m-I = [1CJ,

(1) [=m-1 = [I={0}.

Twierdzenie 9.6 Zaldzmy, ze (A, m) jest pierscieniem lokalnym i K-
algebrq, gdzie K ~ A/m. Zatézmy tez, Ze ideat maksymalny m jest
skonczenie generowany oraz I jest ideatem w A.
Wtedy ponizsze warunki sq¢ rownowazne:
(1) dimg A/l < o0
(2) 3¢ m‘clI

(3) 3¢ m'+I=m"+1

Symbolem N oznaczmy zbior ztozony z zera i liczb naturalnych, tzn.

N ={0,1,2,...}.

Definicja. Kazdy napis

Zaaxa _ Zaaqu .. .XTOLén’

« «
gdzie a = (aq,...,ap) € N" oraz a, € K, nazywamy formalnym szere-
giem potegowym.
Zbior szeregdw potegowych oznaczamy symbolem

K[X]] = K[[X1,..., X,]].

K[[X]] z naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia jest K-
algebra.

Twierdzenie 9.7 K|[[X]] jest pierscieniem noetherowskim i lokalnym.
Ideat maksymalny m sktada sie z tych szeregow, ktorych wyraz wolny
jest rowny zero.
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Cwiczenie. Dla dowolnego ideatu I C K[X] i punktu p € V(I); niech
m, = {f € K[X]| f(p) =0} = (Xi =p1,..., Xou = pu) C K[X]

bedzie ideatem maksymalnym stowarzyszonym z punktem p. Wtedy dla
kazdej liczby naturalnej k;

1. pierscien ilorazowy K[X]/(I+my}) jest pierscieniem noetherowskim
i lokalnym, gdzie jedynym ideatem maksymalnym jest

(m,] = (I +m,)/(I+my),

2. f = f(X) jest odwracalny w K[X]/(I + m}) wtedy i tylko wtedy,
gdy wyraz wolny f(p) # 0,

3. znajdz (2 + X7 — Xo) ! w K[X]/m§,
4. znajdz (2 + X? — Xo) ' w K[[X]].

10 Algebry skonczenie wymiarowe

Niech I C K[X] bedzie ideatem. Niech
V) =V()k ={pe K" |V fel, f(p)=0},
oznacza zbior zer ideatu I. Niech
A=Ax = K[X]/I

oznacza K-algebre stowarzyszona z ideatem I. (Symbolu V(1) lub Ag
uzywa sie aby podkregli¢ jakie ciato K rozpatrujemy.)

Twierdzenie 10.1 (i) dimg A=0 = V(I)=10,
(i) dimg A < oo = V(I) jest zbiorem skoriczonym,
(iii) K =C oraz V(I)e =0 = dimcAc =0,

(iv) V(I)c — skoriczony = dime Ae < oo.

Definicja. Algebra A jest skoriczenie wymiarowa, jezeli

dim g A < o0.
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Cwiczenia.

1. Zalozmy, ze X3 — XY oraz Y? + X — Y naleza do ideatu I C
K[X,Y]. Pokaz, ze dimg A < 6.

2. Niech f; € K[X] = K[Xq,...,X,] beda takimi wielomianami, ze
fi=X"4p 1<i<n)
gdzie wielomian p; ma stopieni < k(7). Niech
fi,o.,fnel CcKX], A=K[X]/I.
Pokaz, ze dimyg A < oo.

3. Niech I = (X?+Y, XY 1) C K[X,Y]. Pokaz,ze dimg K[X,Y]/I <
Q.

Cwiczenia
1. Jezeli f = Y caX® € C[X], to f = S E&X" € C[X] oraz f =
33 (ca + )X € RIX].

2. Jezeli feCX]to: feRX] & f=f & [f=/F.

Fakt 10.2 Niech g, f1, ..., fr € R[X]. Oznaczmy:
Ir —ideal generowany przez fi,..., fr w R[X]

Ic — ideat generowany przez fi,..., fr w C[X]
Wtedy

(7’) gEIR A ge]C;
wiec Ip = o NR[X].

(i) Ip=R[X] & Io=C[X].

Fakt 10.3 Niech Ig (odp. I¢) bedzie ideatem w R[X] (odp. w C[X])
generowanym przez fi, ..., fr € R[X]. Witedy

dimp R[X] /I = dime C[X] /I,

oraz
dimg C[X]/Ic = 2 dime C[X]/Ic = 2 dimp R[X] /.
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Twierdzenie 10.4 Niech fi1,..., f, € K[X]. Jezeli
0 < dimg K[X]/(f1,..., fr) <
tor >n.

Cwiczenie. Udowodnij powyzsze Twierdzenie, gdy n = 2.

Definicja. Wielomian h € K[X] jest jednorodny stopnia k jezeli wszyst-
kie jego jednomiany sa stopnia k, tzn.

h = Zaaxa, la] = k.

(Przyjmujemy ze wielomian zerowy ma dowolny stopien!)

e Kazdy wielomian f stopnia p daje sie jednoznacznie przedstawic
jako suma

=+ Uh++
gdzie (f)r jest suma jednomianow z f stopnia k, oraz (f), # 0.

e Jezeli h jest jednorodny stopnia k > 1, to 0 € h71(0).

e Wielomiany jednorodne stopnia 0 sa statymi.

Cwiczenia.
1. Niech Ay, ..., hs beda wielomianami jednorodnymi. Jezeli
zo € h'(0)N...NAY0), z9#0

to prosta K -z jest zawarta w hy *(0)N...NAZ(0). Wiec h;'(0)N
.. hL(0) jest

— zbiorem pustym jezeli jeden z h; # 0 jest stopnia 0,

— = {0}, albo

— jest zbiorem nieskoriczonym. (Jezeli n = 2 to w trzecim wypadku

jest to skonczona suma prostych przechodzacych przez poczatek
uktadu 0.)
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2. Jednorodny wielomian h € C[X,Y] daje sie jednoznacznie (z do-
ktadnoscia do niezerowej statej) roztozy¢ na iloczyn sktadnikow li-
niowych postaci aX + bY .

Twierdzenie 10.5 (Bézout I) Jezelihy,..., h, € CX] =C[Xy,..., X,]
sq jednorodne stopni ky, ..., k, to ponizsze warunki sq rownowazne:

(i) by (0) N ... (0) jest skoriczony (tzn. = {0}),
(it) dime C[X]/(hq, ..., h,) < 00,
(117) dime CX]/(h1,y ..., hy) = k1- - k.

Twierdzenie 10.6 (Bézout II) Niechgy,...,9, € K[X] = K[Xq,...,X,)]
bedq stopnia ky, ... k, (K =Club K =R). Niechhy = (q1)k,,-- -, hn =
(9n )k, -

Jezeli {z € C" | hy(z) = -+ = hy(2) = 0} jest skoriczony (tzn.

={0}), to
dimg K[X]/(g1, .-, 9n) = k1 -+ k.

Twierdzenie 10.7 (Bézout I, wersja lokalna) Jezelihy, ..., h, € C[X] =
ClX1, ..., X, sq jednorodne stopni ki, ..., k, to ponizsze warunki sq
rOWNOWazZNE:

(i) h1(0) N ...N A 1(0) jest skoriczony (tzn. = {0}),
(i1) dime C[[X]]/(hy, ..., hy) < 00,
(iii) dime C[[X]]/(h1,. .., hn) = k1 -+ k.

Twierdzenie 10.8 (Bézout II, wersja lokalna) Niech ¢g1,...,¢9, €
K[X] = K[Xy,...,X,] bedq niezerowymi wielomianami. Wtedy istniejq
niezerowe jednorodne wielomiany h; stopnia l; takie, zZe
g; = h;+ jednomuiany stopnia > V;.
Jezeli {z € C" | hy(z) = -+ = hy(2) = 0} jest skoriczony (tzn.
={0}), to
dimg K[[X]]/(g1,---,9n) =1+ ly.
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11 Bazy Grobnera dla dw6ch zmiennych

W zbiorze N? mozna wprowadzié tzw. porzqdek leksykograficzny z gra-
dacjq:

Definicja. Jezeli o = (ay, ), 3 = (81, 32) nalezg do N? to o > f3
jesli |a| > ||, lub |a| = |B| i a1 > fy.

Dla niezerowego wielomianu f =) a,X* € K[X,Y] oznaczmy

e multideg(f) = max(a | a, # 0),

o LC(f) = multideg(s)

° LM(f) — Xmultideg(f))
multideg(f).

o LT(f) = Amultideg(f)

Fakt 11.1 e multideg(f - g) = multideg(f) + multideg(g),
e LC(f - g) = LC(f) - LC(g),
o LM(f - g) = LM(f) - LM(g),
o LT(f - g) = LT(f) - LT(g).
Definicja. Niech I C K[X] bedzie niezerowym idealem. Oznaczmy:

o LT(I) ={LT(f) | f € I\ {0}},
o < LT(I) > — ideal generowany przez LT ().

Fakt 11.2 Jezeli jednomian X* € < LT(I) >, to dla kazdego 3 € N
jednomian X - X = X0 € < LT(I) >.

Twierdzenie 11.3 (i) Istniejqg g1, ..., gs € I takie, ze ideat < LT(I) >
jest generowany przez LM(g1), ..., LM(gs),

(11) g1, ..., 9s generujq ideat I,
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(111) dla dowolnego f € K[X] istnieje doktadnie jeden wielomian g =
g(f) oraz doktadnie jeden wielomian r = r(f) takie, ze

f=r(f)+g(f)=r+/

g € I oraz zaden jednomian wielomianu r nie dzieli sie przez zZaden
z jednomiandw LM(g1), ..., LM(gs).

Definicja. Wielomiany g1, ..., gs nazywamy bazqg Grobnera ideatu I.
Wielomian r(f) nazywamy postacig normalng wielomianu f. (Uwagas:
nie kazdy zbior generatorow idealu jest jego baza Grébneral)

Whiosek 11.4 o Kazdy element pierscienia ilorazowego K[X]/I daje
sie jednoznacznie przedstawié jako skonczona K-lintowa kombina-

cja jednomianow ktore nie dzielg sie przez zaden z jednomianow
LM(g1), ..., LM(gs),

o wymiar dimy K[X]/I jest rowny ilosci jednomiandwnie ktore nie
dzielg sie przez zZaden z jednomiandw LM(gy), . .., LM(gs).

Cwiczenie. Niech f1, f» € K[X] = K[X,Y] beda takimi wielomianami,
ze
=X 4p, for=Y" 4py

gdzie wielomian p; ma stopieii < k(7). Niech
I = (fl,fz) C K[X]
Pokaz, ze f1, fo sa bazg Grobnera ideatu I. (Mozna skorzystac z Twier-

dzenia Bézout.)

12 Dziedziny z jednoznacznos$cia rozkladu

Niech P bedzie dziedzing catkowitosci.
Element a # 0 nazywamy nierozktadalnym, jezeli nie jest odwracalny,
i jezeli a = be, to b lub ¢ jest odwracalny.



Zbior wszystkich elementéw P jest suma parami roztgcznych zbiorow:
{0}, zbior elementéw odwracalnych, zbior elementow nierozktadalnych,
zbior elementow rozktadalnych.

Element nieodwracalny jest pierwszy, jezeli:
albc = alblub alc
Fakt 12.1 Elementy pierwsze sq nieodwracalne.

Dziedzine catkowito$ci P nazywamy dziedzing z jednoznacznoscig
rozktadu, jezeli

(a) kazdy element rozkladalny jest iloczynem pewnej liczby elementow
nierozktadalnych,

(b) przedstawienie w postaci iloczynu jest jednoznaczne z doktadnoscia
do porzadku i stowarzyszenia.

Twierdzenie 12.2 P jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu wtedy
1 tylko wtedy, gdy

(i) kazdy element rozktadalny jest iloczynem elementéw nierozktadal-
nych,

(11) kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

Twierdzenie 12.3 Jezeli P jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu,
to pierscien wielomiandw Plx] jest dziedzing z jednoznacznoscig roz-
ktadu.

Twierdzenie 12.4 Jezeli K jest ciatem utamkow dziedziny z jedno-
znacznosciq rozktadu P i element a € Plx| jest nierozktadalny w P|x],
to a jest nierozktadalny w Klz| lub a € P i a jest nierozktadalny w P.

(Wiec jezeli a jest rozktadalny w Kz], to jest tez rozktadalny w Plx)].)



