Topologia I

Cwiczenia do wyktadu

Przestrzenie metryczne

Sprawdz, ze przedstawione ponizej przestrzenie sa przestrzeniami me-
trycznymi oraz opisz jak wygladaja kule w tych przestrzeniach:

l. X =R, d(z,y) = |z — 9
2. X - dowolny zbiér
O jezeiz =y
d(w,y) = { 1 jezeliz £y
( metryka 70-17)
3. X =R’ x = (21,22), y = (y1,12)

a) d(z,y) = ||z —yll = /(21 — 91)” + (22 — 1)’
(metryka euklidesowa)

b) d(z,y) = [v1 — y1| + 22 — 1]
(metryka taksowkowa)

c)

d(z,y) = |zo — 12| jezeli x1 = 1
7\ ) + |21 — | + el W przeciwnym wypadku

(metryka rzeka)

d) d(z,y) = max(|zy — 1, |22 — 32|)
(metryka kréla szachowego)

)

d(z,y) = |z — y| jezeli punkty x, y oraz 0 sa wspétiniowe
Y= |z|| + |ly]] W przeciwnym wypadku

(metryka kolejowa)

4. X=R" z=(x1,...,2),y=(Y1,---,Yn)
d(z,y) = |lz -yl = VI (zi — 5:)?
(metryka euklidesowa)
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5 X =R3 z,y e R
|z — vyl jezeli punkty x, y oraz 0 sa wspéliniowe
d(x,y) = :
|z]] + ||y|| W przeciwnym wypadku
(metryka jez)
6. X = C[0,1] - zbiér rzeczywistych funkcji ciagltych na odcinku
[0, 1]
a) d(f,g) = maxo<.<1 | f(7) — g(2)|
b) d(f,9) = Iy |f(z) — g(z)|dz

7. Niech (X,| ||) bedzie przestrzenia unormowana. Sprawdz, ze
funkcja d(x,y) = ||z — y|| jest metryka w X.

8. Niech (X, dy), (Y,ds) beda przestrzeniami metrycznymi. Niech
p1, P2 (X xXY) x (X xY)—R:
a) p1((z1,41), (22, 92)) = di(z1, 22) + do(y1, y2),
b) po((z1,41), (21, 92)) = Vi (w1, 32) + do(y1, y2)*.
Sprawdz, ze p1, po sa metrykami na X x Y. Pokaz, ze kazda kula

B(zy,71),, zawiera pewna kule B(29,72),, (gdzie zp € X x Y,
r1 > 0, 79 > 0), i na odwro6t.

9. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Pokaz, korzystajac z
nieréwnosci tréjkata, ze dla dowolnego skonczonego ciagu 1, . .., xx
spelniona jest nierdwnosc¢:

d(xy, zr) < d(x1,x0) +d(x9, x3)+- - -+ d(T)—2, Tf—1) +d(T)—1, Tf) -
Ta nieréwnosé jest tez nazywana nierownoscig trojkgta

10. Udowodnij, ze diam B(z,r) < 2r.

11. Udowodnij, ze kazda kula jest zbiorem otwartym.

12. Zbiér jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest suma pewne]
rodziny kul.

13. Udowodnij, ze w przestrzeni z metryka ”0-1"7 kazdy zbiér jest
otwarty.

14. Ktére ze zbiorow
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15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

a) A= {(x,y) € R* | 22 +¢* > 4},

b) B={(z,y) € R® | * +y* > 4},

) C={(z,y) eR* | & + L <1},

d) D={(z,y) eR*|0<2<1, 0<y <1},
e) E={(z,00cR?*|0<z<1}

sa otwarte (odp. domkniete, ograniczone).

Udowodnij, ze skoniczona suma zbioréw domknietych jest zbiorem
domknietym.

Pokaz przyktad zbioru przeliczalnego, ktéry nie jest domkniety.
Niech A C X bedzie takim zbiorem, ze

VYVae A Jr,>0 AnB(a,r,) = {a}.
Wtedy

) =0.

Va,b € A jezeli a # b to B(a,T;)ﬂB(b, 5

Jezeli U - otwarty, F' - domkniety, to U\ F' jest otwarty oraz F'\U
jest domkniety.

Zalozmy, ze U C X oraz V C Y sa zbiorami otwartymi w
przestrzeniach X oraz Y. Pokaz, ze U X V jest otwarty

w (X X Y7 :01)

Zalozmy, ze A jest domknietym podzbiorem w X oraz F C A.
Pokaz, ze zbior I jest domkniety w podprzestrzeni A wtedy i
tylko wtedy, gdy F' jest domkniety w X.

Ciagi zbiezne, domkniecie, wnetrze zbioru

Udowodnij, ze x = lim x,, wtedy i tylko wtedy gdy
limd(z,z,) = 0.

Udowodnij, ze

a) granica ciagu jest jednoznacznie wyznaczona, tzn. jezeli x,—x
oraz rp,—1y to xr =y,
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

b) ciag zbiezny jest ograniczony,
¢) podciag ciagu zbieznego jest zbiezny,
d) ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.

Niech U bedzie zbiorem otwartym oraz lim x,, = x € U. Udowod-
nij, ze prawie wszystkie wyrazy ciagu (x,) naleza do U.

Niech A C X. Pokaz, ze kazdy punkt nalezacy do zbioru A jest
punktem izolowanym lub punktem skupienia zbioru A.

Czy punkt skupienia zbioru A moze by¢ punktem izolowanym
w podprzestrzeni A? Czy punkt izolowany w podprzestrzeni A
moze by¢ punktem skupienia zbioru A?

Niech z, = (,,y,) € X x Y. Udowodnij, ze z,—z = (z,y) (w
metryce p; lub po) wtedy i tylko wtedy gdy x,—x oraz y,—y.

Czy zawsze A x B = A x B? Czy iloczyn kartezjanski dwéch
zbioréw domknietych jest domkniety?

Udowodnij, ze jezeli A jest podzbiorem ograniczonym R to diam A =
sup A — inf A.

Udowodnij, ze jezeli diam A < ¢ to diam A < ¢. Czy zawsze
diam A = diam A?
Pokaz, ze

a) 0 =10,

b) X = X,

c) jezeli A C Bto A C B,

d) A\ BC A\ B,

e) AUB = AUB,

fy A=A
Udowodnij, ze jezeli U jest zbiorem otwartym oraz UNA = (), to
UnA=9.
Udowodnij, ze Uy Aq C Uq Aq. Czy odwrotna inkluzja jest zawsze

prawdziwa?
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33. Ktorym z symboli =", 7C”, ”D” mozna zawsze zastapi¢ 77" we
wzorze Ny Ay 7 Na Aa, a w szczegdlnosci we wzorze
ANB?ANB.

34. Niech d(z, A) = inf,ca d(x,a). Udowodnij, ze z € A wtedy i tylko
wtedy gdy d(z, A) = 0.

35. Udowodnij, ze

a) int A jest zawsze otwarty,

b) jezeli U jest otwarty oraz U C A to U C int A, czyli int A
jest najwiekszym zbiorem otwartym zawartym w A,

c) inth =0,
d) int X = X,
e) int AN B =int ANint B,
f) int (int A) = int A,
g)intA=X\X)\A
36. Ktérym z symboli ”=", 7 C”, ”D” mozna zawsze zastapi¢ ”?” we
WZOrze
a) int Uy As 7 U, int Ay,
b) int N As 7 Naint A,.

37. Znajdz domkniecie A, wnetrze int A oraz ograniczenie Fr A =
AN X \ A zbioru A:

a) A [0 1)U {5,6,7},

b) A=

C)A:{(a: 0)eR*|0<x<1},

d) A={(z,y) eR*| 1 <2?+y*> <4}

Odwzorowania ciagle

38. Uzasadnij, ze odwzorowanie identyczno$ciowe oraz odwzorowanie
stale sa funkcjami ciagtymi.

39. Niech X bedzie przestrzenia z metryka ”0-17, a Y dowolna przestrzenia
metryczna. Udowodnij, ze kazde odwzorowanie f : X —Y jest
ciagle.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

A7.

48.

49.

Udowodnij, ze odwzorowanie f = (f1, f2) : X—Y1 X Y5 jest
ciagte wtedy i tylko wtedy gdy fi, fo sa ciagle.

Funkcja f : X — Y jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy przeci-
wobraz kazdej kuli w Y jest otwarty w X.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Udowodnij, ze funkcja
d: X x X—R jest ciagla.

Niech f: X — X bedzie funkcja ciagta. Pokaz, ze funkcja
p=plr)=d(f(z),z): X = R

jest ciagla.

Czy przeksztalcenie identycznoéciowe R*—R? jest ciagle jezeli

w dziedzinie i przeciwdziedzinie wezmiemy parami inne metryki,
np. metryke euklidesowa, "kolejowa”, "rzeke”, 70-1".

Czy przeksztalcenie f(z) = (2, 3z) : R — R? jest ciagle, jezeli w
R wezmiemy metryke euklidesowa, a w R? metryke euklidesowa,
metryke "rzeke”, metryke ”kolejowa”.

Czy przeksztalcenie identycznosciowe C[0, 1]—C|0, 1] jest ciagte,
jezeli w dziedzinie i przeciwdziedzinie wezmiemy metryki d;(f, g) =
maxo<z<1 | f(x) — g(z)| oraz

dz(f,9) = Iy |f(z) — g()|da?

(Sprawdz oba mozliwe przypadki wyboru kolejnosci metryk.)

Czy max(z,y) : R? = R jest funkcja ciagla?
Wskazowka: Pokazac, ze:

max(z, y) = {

Nastepnie sprawdzi¢, czy przeciwobrazy zbiorow domknietych sa
domkniete.

Niech f,g : X — R beda ciagte, niech h(x) = max(f(x), g(x)).
Czy h : X — R jest ciagia?

x  jezeli punkt (x,y) lezy w pélptaszczyznie x > y
y jezeli punkt (z,y) lezy w pdlptaszczyznie x < y

Zalozmy, ze A, B C X sa takimi zbiorami domknietymi, ze AU
B = X. Niech f : A—Y, g : B—Y beda takimi funkcjami
ciaglymi, ze Vx € AN B f(x) = g(x). Zdefiniujmy h : X —Y:

| flr) ,gdyxze A
h(“’)‘{gu) gdyze B
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Sprawdz, ze h jest funkcja ciagla.

50. Niech f,g: X — R beda ciagte. Czy jezeli z,, — x oraz f(x,) <
9(@n), to f(z) < g(x)?

51. Udowodnij, ze jezeli f : X —Y jest odwzorowaniem ciagltym to
wykres Wy = {(z, f(z)) | + € X} jest domknietym podzbiorem
w X x Y. Czy implikacja odwrotna jest prawdziwa?

52. Niech f : R—R bedzia funkcja rosnaca i "na”. Pokaz, ze f jest
ciagla (sprawdz, ze spelniony jest warunek Cauchy’ego ciaglosci).
Stosujac podobne metody sprawdz, ze funkcja f(x) = /z jest
ciagta.

53. Niech f: X—R bedzie ciagla oraz f(x¢) > 0. Udowodnij, ze

f(xo)

dr >0 Vx € B(xg, 1) 5 < f(z) < 2f(x0).

54. Udowodnij, ze jezeli f, g : X—Y sa przeksztalceniami ciagltymi
to zbior A = {x € X | f(z) = g(z)} jest domkniety.

55. Niech f : R—R bedzie taka funkcja, ze
Ve R hlgno(f(x +h)— f(x—h)) =0,

Czy f musi by¢ funkcja ciagla?

Przestrzenie osrodkowe

56. Ktore z ponizszych przestrzeni sa osrodkowe?

a) prosta R,
b)
)
)

c
d) plaszczyzna z metryka "rzeka”,

plaszczyzna R?,

plaszczyzna z metryka ”kolejowa”,

e) plaszczyzna z metryka 70-17.

57. Udowodnij, ze jezeli przestrzenie X, Y sa osrodkowe to przestrzen
X XY tez jest osrodkowa.
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58. Niech X bedzie taka przestrzenia osrodkowa, ze kazdy p € X jest
punktem izolowanym. Czy przestrzen X moze by¢ nieprzeliczalna?

59. Niech X bedzie przestrzenia osrodkowa zawierajaca tylko skonczenie
wiele punktéw skupienia. Czy przestrzen X moze by¢ nieprzeliczalna?

60. Czy przekrdj dwoch zbioréw gestych jest zawsze gesty? Cazy
przekréj dwoch zbioréow otwartych gestych jest zawsze otwarty

1 gesty.

61. Niech f,g : X — Y beda ciagle. Zalézmy, ze A C X jest
podzbiorem gestym, oraz ze V a € A f(a) = g(a). Udowodnij,
ze

Vee X f(zx)=g(z).
62. Niech f: R—R bedzie taka funkcja ciagla, ze
Vr,y e R f(z+y) = f(z)+ f(y)
Niech ¢ = f(1). Udowodnij, ze
VeeR f(x)=cx

63. Niech f : X—Y bedzie przeksztalceniem ciaglym, A C X
zbiorem gestym. Zalézmy, ze Va,b € A, jezeli a # b to f(a) #
f(b). Czy f musi byé réznowartosciowe?

Przestrzenie zwarte

64. Ktére ze zbiorow przedstawionych w zadaniu 14 sa zwarte?
65. Zalézmy, ze w zbiorze A istnieja elementy aq, ao, ... takie, ze
30 >0 Vi#j da,aj) > 0.
Uzasadnij, ze A nie jest zbiorem zwartym.
66. Czy zbior D = {(z,y) | 2> +y* < 1} jest zwarty w R? z metryka

a) euklidesowa,
b) "kolejowa”,
C) 770_177?
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67. Niech F,,,n = 1,2, ... bedzie takim ciagiem podzbioréw plaszczyzny
R2, ze:
- F} jest domknietym ”pelnym” kotem,
- F, powstaje w ten sposob, ze w kazde kolo ze zbioru F,_;
zastepujemy przez zawarte w nim dwa mniejsze domkniete roziaczne
"pee” kota.
Pokaz, ze N7°; F}, jest nieprzeliczalnym zbiorem zwartym.

68. Udowodnij, ze suma skonczonej rodziny zbiorow zwartych jest
zwarta.

69. Udowodnij, ze przekrdj dowolnej rodziny zbioréw zwartych jest
zwarty.

70. Czy jezeli A x B jest zwartym podzbiorem w X x Y, to A (odp.
B) jest zawsze zwartym podzbiorem w X (odp. Y)?

71. Udowodnij, ze ciag (z,) jest zbiezny w przestrzeni X do x
wtedy i tylko wtedy gdy z kazdego podciagu (24(,)) mozna wybrac
podciag (Tg(y(n))) zbiezny w X do .

72. Jezeli Y jest przestrzenia zwarta, to przeksztalcenie f : X —Y
jest ciagle wtedy i tylko wtedy gdy wykres Wy C X x Y jest
domkniety w X x Y.

Wskazéwka: Zeby udowodnié¢ warunek ciaglosci Heinego, wez
dowolny podciag (z4(,)) ciagu x, — z, a nastgpnie udowodnij,

ze istnieje podciag f(zg(p(m))) — f(2).

73. Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to przeksztalcenie f : X—Y
jest ciagte wtedy i tylko wtedy gdy wykres W jest zwarty.
Wskazéwka: Zeby udowodnié¢ warunek ciaglosci Heinego, wez
dowolny podciag (z4(n)) ciagu z, — , a nastepnie udowodnij,

ze istnieje podciag f(zgwp(m))) — f(2).

74. Niech A bedzie takim zbiorem, ze K = A jest zwarty. Pokaz, ze
dla kazdego r > 0 istnieje skonczony podzbiér S C A taki, ze
K C Uses B(s, ).

75. Niech K1, ..., K,, ... bedzie przeliczalna rodzina zwartych podzbioréw
przestrzeni X, takich ze lim,, . diam K,, = 0 oraz N° K,, # (.
Czy U® K, jest zawsze zwarty?
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76. Niech K, K, ... beda domknietymi podzbiorami w [0, 1] x [0, 1]
takimi, ze V. n Ny K; # 0.
Czy zawsze N2 K; # (17

77. Niech X bedzie przestrzenia zwarta, oraz f, g : X — R niech beda
funkcjami ciaglymi. Zalézmy, ze funkcja f jest dodatnia, i nie
przyjmuje nigdy wartosci zero. Pokaz, ze istnieje taka dodatnia
stala ¢, ze zawsze g(z) < ¢ f(x).

78. Zalozmy, ze kazda funkcja ciagla X — R jest ograniczona. Udowod-
nij, ze X jest przestrzenig zwarta.

Jednostajna ciaglosé

79. Czy funkcja f(z) =1/z: R\ {0} — R jest jednostajnie ciagta?

80. Pokaz, ze jezeli f : X—Y jest jednostajnie ciagta, (x,) jest
ciagiem Cauchy’ego w X to (f(z,))jest ciagiem Cauchy’ego w Y.
Czy funkcje ciagle maja zawsze ta wlasnosc¢?

81. Udowodnij, ze jezeli f : X —Y nie jest przeksztalceniem jednos-
tajnie ciaglym to istnieja ciagi (p;), (¢;) w X takie, ze d(p;, ¢;)—0
oraz Je >0 Vi d(f(pi), f(q:)) > e

82. Niech f : X—Y bedzie funkcja jednostajnie ciagta. Zalézmy,
ze X jest zbiorem ograniczonym. Czy f(X) jest zawsze zbiorem
ograniczonym?

83. Udowodnij, ze funkcja ciaglta f : (a,b)—R jest jednostajnie
ciagla wtedy i tylko wtedy gdy istnieja skonczone granice

lim f(x) e R, li)nél_f(x) ceR

z—at

84. Czy funkcja f(z) = sin(1/z) : R\ {0} — R jest jednostajnie
ciagta?

Przestrzenie zupelne

85. Ktére z ponizszych przestrzeni sa zupete?
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a) R, Q, Z, [0,1], (0,1) z metryka euklidesowa,
b) R" z metryka euklidesowa,
¢) R? z metryka ”kolejowa”

d) C[0, 1] z metrykami opisanymi w zadaniu 6.

86. Zalézmy, ze przestrzenie X, Y sa zupelne. Czy X XY jest zawsze
przestgrzenia zupetna.

87. Zalézmy, ze przestrzenie X, Y sa homeomorficzne oraz X jest
przestrzenia zupela. Czy Y musi by¢ przestrzenia zupelna?

88. Niech f : R—R bedzie odwzorowanieniem danym wzorem:

f(x):?)—g-l-cosg.

Pokaz, ze f posiada punkt staty.

89. Niech A : C|0,1]—C[0, 1] bedzie odwzorowanieniem danym wzorem:
1
A(x)(t) =expt + ga:(t/2) , gdzie x = z(t) € C[0, 1].

Pokaz, ze A posiada punkt staty.

90. Podaj przyktady przeksztalcen ciagtych f : X— X bez punktow
statych dla X = (0,1), R, St, S2.

91. Niech f(z) =1In(1+¢e*) : R—R. Sprawdz, ze
VeFy [f(x) = fy)l <lv -y

oraz f nie posiada punktu stalego.

92. Zalézmy, ze K jest zbiorem zwartym oraz f : K — K jest taka
funkcja ciagla, ze d(f(z), f(y)) < d(x,y) jezeli x # y. Niech

p=plr)=d(f(z),z): K =R,
c =min{p(x): z € X}.
Pokaz, ze ¢ = 0, a wiec f ma punkt staly.

93. Niech A bedzie takim podzbiorem przestrzeni zupelej X, ze dla
kazdego r > 0 istnieje skoriczony podzbior S C X taki, ze A C
Uses B(s,r). Czy K = A jest zawsze zwarty?
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94.
95.

96.

97.

98.
99.
100.

101.

102

103.

Czy Q jest przekrojem przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych?

Czy IQ (zbidr liczb niewymiernych) jest suma przeliczalnej rodziny
zbiorow domknietych?

Przestrzenie spdjne

Zatozmy, ze zbiér A C X mozna przedstawi¢ w postaci sumy
A = AjUA,, gdzie Ay, As sa roztaczne, niepuste oraz A;NAy = (),
A1 N Ay = (. Pokaz, ze A jest przestrzenia niespdjna.

Zalozmy, ze A jest niepustym wlasciwym podzbiorem spodjnej
przestrzeni X. Udowodnij, ze

a) jezeli A jest otwarty to nie jest domkniety,

b) jezeli A jest domkniety to nie jest otwarty.
Czy mozna opusci¢ zatozenie o spdjnosci X7
Jak wygladaja wszystkie spéjne podzbiory prostej R?
Pokaz, ze kazdy punkt w zbiorze Cantora C jest sktadowa.

Pokaz, ze plaszczyzna z metryka "rzeka” jest tukowo spdjna, a
wiec spojna.
Uzasadnij, ze zbiér X = {0} x [-1,1] U {(z,sinl) | > 0} jest
spéjny, ale nie jest lukowo spdjny.
Ktére z ponizszych zbiorow sa spdjne?

a) {22 +y? <1}, {22+ > 1},

b) {1} > [0,1],

¢) {(z,z) | x € R},
d) RxQuUQ xR,

e) Rx(R\Q)U(R\Q) xR,
f)Qx (R\Q)UR\Q) xQ,
g) (R\Q)x (R\QUQxQ.

Jak wygladaja wszystkie spojne podzbiory przestrzeni Q.
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104. Czy przekrodj zbioréw spojnych jest zawsze spdjny?

105. Czy istnieje zstepujacy ciag podzbioréow spéjnych plaszczyzny
ktorych przekrdj nie jest spojny?

106. Czy kazda funkcja ciagta f : [0, 1]—[0, 1] posiada punkt staky?

107. Niech X bedzie spojna, niech f : X——R bedzie funkcja ciagta o
wartosciach catkowitych. Udowodnij, ze f jest funkcja stala.

108. Czy réwnanie 2sinz = = ma rozwiazanie w przedziale [, 7]?

109. Niech f : R—R bedzie funkcja ciagla, réznowartosciowa. Czy
f jest zawsze monotoniczna?

110. Czy istnieje ciagla, wzajemnie jednoznaczna funkcja f : [0,1)—R?
111. Czy istnieje taka funkcja ciagla f : R—R, ze
f#)eQexgQ?

112. Czy istnieje funkcja ciagla f : R—R taka, ze dla kazdego y € R
zbiér f~1(y) ma dokladnie dwa elementy?

113. Zalézmy, ze zbiér otwarty U C R? jest spéjny. Niech u = u(z, y),
v = v(x,y) beda funkcjami klasy C! na U takimi, ze
ou  Ov ou Ov I
— =— oraz — = — na U.
Oor Ox oy 0Oy
Pokaz, ze istnieje taka stala ¢ € R, ze u(x,y) — v(z,y) = c dla
kazdego (z,y) € U.

114. Pociag przejechat 320 km w 4 godziny. Pokaz, ze pociag prze-
jechal pewien odcinek diugosci 80 km dokladnie w czasie jednej
godziny.

115. Pokaz, ze jezeli spojna przestrzen metryczna posiada co najmnie]
dwa punkty, to posiada co najmniej continuum punktow.

116. Niech Ay, Ao, ... beda takimi zbiorami spéjnymi, ze Vi,7 A; N
Aj jest zbiorem niepustym. Czy U2, A; jest zawsze zbiorem
spojnym?

117. Niech Ap, As, ... beda takimi zbiorami spdjnymi, ze Vi A; N
Ai+1 jest zbiorem niepustym. Czy U°; A; jest zawsze zbiorem
spojnym?
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118.

119.

120.

121.

122.
123.

124.
125.
126.
127.

128.

129.

130.

Niech Ay D Ay D ... D A, D ... bedzie przeliczalna rodzina
zwartych spéjnych podzbioréw plaszczyzny R?. Czy A = N2, A,
moze si¢ sktada¢ doktadnie z dwéch punktow, np. A = {(0,—1), (0.1)}.
Czy A moze by¢ niespojny?

Niech f : S'—R bedzie taka funkcja ciagla, ze
Vre S f(—x) = —f(z)
Pokaz, ze istnieje punkt zo € S! taki, ze f(zg) = 0.

Niech g : S'—R bedzie funkcja ciagla. Pokaz, ze istnieje o € S!

taki, ze g(xg) = g(—xo).
(Wskazowka: Zbadaj funkcje f(z) = g(x) — g(—=x).)

Homeomorfizmy

Jezeli X 1Y sa homeomorficzne oraz Y i Z sa homeomoficzne, to
X i Z sa homeomorficzne.

Kazde dwa otwarte (odp. domkniete) odcinki sa homeomorficzne.

Kazde dwie otwarte (odp. domkniete) pdlproste sa homeomor-
ficzne.

Uzasadnij, ze tg : (=5, 5)—R jest homeomorfizmem.
Uzasadnij, ze tg : (0, 5)—(0, 4+-00) jest homeomorfizmem.
Pokaz, ze exp : R—(0, +00) jest homeomorfizmem.

Pokaz, ze zbiory: odcinek otwarty, polprosta otwarta, prosta R
sa parami homeomorficzne.

Pokaz, ze f : [0,2m)—S! dana wzorem f(t) = (cost,sint) jest
odwzorowaniem ciaglym, wzajemnie jednoznacznym, ale nie jest
homeomorfizmem.

Niech f : R—R bedzie wzajemnie jednoznaczna monotoniczna
funkcja. Czy f jest ciagla, czy f zawsze jest homeomorfizmem?

Uzasadnij, ze [0,1], S’ nie sa homeomorficzne.
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131. Uzasadnij dlaczego kazde dwie z ponizszych podprzestrzeni prostej
R nie sa homeomorficzne:

{0}, [0,1], (0,1), [0,1),[0,1] U [2,3],
0,1]U[2,3), [0,1)U[2,3), [0,1]U(2,3),
0,1)U(2,3), (0,1)U(2,3),Q, R\Q,
(O350 Ly i

132. Zatézmy, ze h : X—Y jest homeomorfizmem. Udowodnij, ze
r,—T wtedy i tylko wtedy gdy h(z,)—h(Z).

133. Zalézmy, ze h : R"—R" jest homeomorfizmem. Udowodnij, ze
ciag (x,)° jest ograniczony wtedy i tylko wtedy gdy ciag (h(z,))5°
jest ograniczony.

134. Zat6zmy, ze przestrzen X jest homeomorficzna z Y. Czy zawsze
przestrzen X x X jest homeomorficzna z Y x Y7

135. Ktére z ponizszych podzbioréw R? sa homeomorficzne?

ABCDEFGHIJKLMNOPRSTUW
XY Z

136. Ktére z ponizszych podzbioréw R? sa homeomorficzne?
R x {0}, R x {0,1}, R x{0,1,2}, {0} x R,
R?, [0,1] x [0,1], (0,1) x (0,1),(0,1) x R,
{(z.y) [y > 2%} {(z,y) |y = 5622} {(fc y) |y <a2?},
{(@.y) [2*+y* <1}, {(@,n) | T+ <1},
RxQ, QxQ,R\Q)x (R\Q)

137. Uzasadnij, ze przestrzenie X, Y sa homeomorficzne:

a) X =St x[0,1], Y ={(x,y) | 1 <a?+y* <4}

b) X =S'xR, Y =R?\ {0}

¢) X =S'x[0,1]U{(z,y,0) € R® | 2> +¢% < 1},
Y ={(z,y) eR? | ® +y* < 4}

d) X =52\ {(0,0,-1)}, Y = R?

e) X ={(z,y) | 2> +¢* > 1}, Y =R*\ {0}

f) X =[-1,1] x[0,1], Y = {(z,y) | 2> + ¢y < 1}

138. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng. Dla z,y € X niech
d(z,y) = min(d(z,y),1). Pokaz, ze:



a) (X,d) jest przestrzenia metryczna,

b) odwzorowanie identycznosciowe (X, d)— (X, d) jest homeo-
morfizmem,

c¢) diam (X,d) < 1.

139. Pokaz, ze R® z metryka ”jez” jest homeomorficzna z R? z metryka
"kolejowa” .

140. Jezeli f : X—Y jest przeksztalceniem ciaglym to jej wykres
W; jest homeomorficzny z X. Czy prawdziwa jest implikacja
odwrotna?

141. Czy prawdziwe jest zdanie:
Jezeli przestrzen X jest homeomorficzna z pewnym podzbiorem w
przestrzeni Y oraz Y jest homeomorficzna z pewnym podzbiorem
w X, to przestrzenie X, Y sa homeomorficzne.

Ciagi funkcji
142. Podaj przyklad punktowo zbieznego ciagu funkcji ciagltych, ktory
nie jest jednostajnie zbiezny.

143. Niech X bedzie przestrzenia zwarta, niech C'(X, YY) bedzie przestrzenia
funkcji ciagtych X—Y z metryka

p(f.g) =supd(f(z),g(x)).
reX
Sprawdz, ze ciag (f;) jest zbiezny do f w (C(X,Y),p) wtedy i
tylko wtedy gdy ciag (f;) jest jednostajnie zbiezny do f.

144. Niech f, = (1 4+ 2*")7} x € R. Czy ciag (f,) jest zbiezny punk-
towo (jednostajnie)?

145. Niech f,, = nz"(1 — z), = € [0,1]. Cazy ciag (f,) jest zbiezny
punktowo (jednostajnie)?

146. Zatézmy, ze X,Y sa zwarte. Czy C(X,Y) jest wtedy zawsze
zwarta?



