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1 Oznaczenia

K — cialo liczb rzeczywistych R, lub ciato liczb zespolonych C

K'=Kx .- xKxK, czyli R" lub C"

n

Punkty: K" > p= (p1,...,pn), P1,---,0n € K

Poczatek uktadu: 0 = (0,...,0)

p.g €K |pl = /Ip]>+ - + [pal?

dp,q)=1p—al=VIpr— a2+ + [pn — @l

i-ta wspolrzedna x; :  x;(p) = p;, wiec

(Gdy K = C to uzywa sie czesto symbolu z; zamiast x;.)

(K", d) — jest przestrzenia metryczna, izometryczna z R" lub z R? x

R?", ze standardowa metryka euklidesows.
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Niech U C K" bedzie zbiorem otwartym, p € U, oraz f : U — K.
Definiujemy pochodna czastkows %(p) = D, f(p) jako

li f(p177p2+h7Jpn)_f(ph)plaapn)
11m
h—0 h

o ile ta granica istnieje.
e N=1{0,1,2,...}
o Wielowskaznik: a = (aq,...,ap), a; €N
e |o| = aj + -+ a,, — norma wielowskaZnika
o ol =ayq! -, — silnia wielowskaznika
o Df = lolf/ox™ = dlelf Joxsr ... Oxtn

o z% =z{" - xi" — jednomian stopnia |a| (Uwaga: Przyjmujemy, ze
DO — £(0,...,0)l =0l =0, 20 = 1)

2 Funkcje analityczne

C D U — zbior otwarty

f:U—=C
Funkcja f jest holomorficzna, jezeli dla kazdego punktu a € U istnieje

pochodna
. flat+h)—f(a)
/ JE—
fHa) = fim I
Jezeli f jest holomorficzna, to w kazdym punkcie a € U i dla dowolnego
k > 1 istnieje k-ta pochodna f*)(a).

Jezeli D(a,r) C U, to funkcja f rozwija sie w szereg potegowy w kole
D(a,r), tzn.

f(z) = Zak(z —a)® (daze D(a,r)),

k=0

0]

gdzie aj = %f(k)(a). A wiec, dla dowolnego punktu a € U, w pewnym
otwartym otoczeniu tego punktu funkcja f jest rowna rozwinieciu f w
nieskonczony szereg potegowy Taylora w punkcie a.

2



Definicja. Niech U C K" bedzie zbiorem otwartym, oraz niech f :
U— K.

Powiemy, ze funkcja f jest analityczna w punkcie p € U, jezeli istnieje
taka kula otwarta B(p,r) C U (r > 0) oraz wspélczynniki a, € K
(o € N") takie, ze

f@)= f(ze,...,2,) = Z ao(z1 — p1)® - (2, — py)™

aeNn?

dla wszystkich punktow x € B(p,r), i szereg po prawej stronie jest
bezwzglednie zbiezny. (Wtedy mozna dowolnie zmienia¢ kolejnosé su-
mowania po prawej stronie.)

Definicja. Funkcja f jest analityczna w zbiorze U, jezeli jest anali-
tyczna w kazdym punkcie p € U. Bedziemy wtedy pisa¢ f € O(U).

Jezeli chcemy wyraznie zaznaczyé jakie jest cialo K, to mozemy mo-
wi¢ o funkcjach K-analitycznych, i uzywaé¢ symbolu Ok (U).

Cwiczenie 2.1 Niech K = C, niech U bedzie otwarty w C, niech f -
U — C. Wtedy f jest C-analityczna w zbiorze U wtedy i tylko wtedy,
gdy f jest holomorficzna w zbiorze U. W tym przypadku

feOc«U) & feHU).

Cwiczenie 2.2 Funkcja jednej zmiennej rzeczywistej f(x) = 1/(1422)
jest okreslona (i analityczna!) na catej prostej R, ale jej rozwiniecie w
szereq Taylora w punkcie O :

| N A N A R
jest szeregiem potegowym zbieznym tylko na odcinku (—1,1).

Cwiczenie 2.3 Zdefiniuymy funkcje

(z) = e Ve dla x>0
14 10 dla x <0

Pokaz, ze

e o jest funkcjg klasy C™ na prostej R

e  nie jest R-analityczna wa =0

e  jest R-analityczna w kazdym punkcie a € R\ {0}
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Napis postaci
f(ZU) = f(ajh cee ,ZEn) = Z Cla($1 _pl)al e (xn _pn)an

aeNP

nazywamy szeregiem potegowym o srodku w punkcie p = (p1,...,pn).

Przyktad. Jezeli a € K oraz n = 1, to szereg potegowy w punkcie a

ma postac
o0

flx) =) ap(z—a)*.
k=0
Niech R > 0 bedzie promieniem zbieznosci tego szeregu. Jezeli
|lx —al =r < R, to szereg f(x) jest bezwzglednie zbiezny, a wiec

Z\ak|-\x—alk:Z|ak|-Tk<oo.

Jezeli |t —a| = s > R, to Y |ax| - s* = oo, wiec szereg f(x) nie jest
bezwzglednie zbiezny.
Wiec jezeli r > 0 oraz Y |ag| - 7% < 00, to r < R.

Whiosek 2.4 Szereg potegowy jednej zmiennej f(x) = Y. ap(x — a)F
jest bezwzglednie zbiezny w pewnym otwartym otoczeniu punktu a € K
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje v > 0 takie, ze S |ag| - ¥ < oo.

Cwiczenie 2.5 Podaé¢ przyktad szerequ potegowego o promieniu zbiez-
nosci R = 0.

Twierdzenie 2.6 Szereg potegowy n-zmiennych
f(.ﬁll') = f(xla <. 73:71) - Z aa(xl_pl)al T (I'n_pn)an = Z a’oz(x_p)a
aeN? «

jest bezwzglednie zbiezny w pewnym otwartym otoczeniu punktu p =
(p1,---,pn) € K" wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje r > 0 takie, Ze

Z lag| - 7O = Z‘%‘ ol ¢ s
acNn? @
Warunek ten pozwala sprawdzaé, czy szereg potegowy definiuje funk-

cje K-analityczng w punkcie p.

Cwiczenie 2.7 Funkcje analityczne sq klasy C®. Mozna je dodawad,
odejmowac, mnozyc, dzielié, 1 wynik dziatania pozostanie funkcjg ana-
lityczna.



Klasa funkcji analitycznych zawiera funkcje wielomianowe, potegowe,
wyktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne, hiperboliczne,... .

Cwiczenie 2.8 Jezeli f(x) = f(x1,...,2,) jest analityczna w punkcie

p e K" to
f((l?) :ZD f(p)(x_p)a

al

(0%

w pewnym otwartym otoczeniu punktu p.

Twierdzenie 2.9 (Hartogs) Jezeli U C C" jest zbiorem otwartym,
f:U — C, oraz dla kazdego p € U 1istniejqg pochodne zespolone

of of
8—2,1(1?),---;6—%(10) :

to funkcja f jest analityczna.

3 Zbiory analityczne
Niech X bedzie podzbiorem otwartego zbioru U C K".

Definicja. Zbior X jest analityczny w U, jezeli dla kazdego punktu
p € U istnieje otoczenie otwarte W punktu p oraz istnieje skoriczona
rodzina funkcji analitycznych fi,..., f, € O(W), ze

i) peW CU,
i) XNW={xeW| fi(x)="---= fs(x) =0}.

Przyklad. X = {(z,y) € R? | sin(zy) = 0}.

Przyktad. X = {(z,y,2) € R® | 22 — y?*sinz = 0}.

Cwiczenie 3.1 Zbior analityczny w U jest domkniety w U.

Cwiczenie 3.2 Przekrdj oraz suma skoticzonej rodziny zbioréw anali-
tycznych jest zbiorem analitycznym.

Cwiczenie 3.3 Jezeli X jest zbiorem analitycznym w spéjnym otwar-
tym zbiorze U C K, to X = U albo kazdy punkt p € X jest izolowany
w X, wiec w tym przypadku X nie ma punktow skupienia w U 1 jest co
najwyzej przeliczalny.



4 Kietki funkcji
xro € K" — ustalony punkt
F =AU, f) | U zbior otwarty w K" zawierajacy xqo, f:U — K"}

Dla (U, f), (V,g9) € F: (U, f) ~ (V,g) < istnieje zbior otwarty W
zawierajacy punkt zg taki, ze W C U NV oraz f|W = g|W.

"

Cwiczenie 4.1 Relacja "~ "jest relacjg rownowaznosci w F.

Klasy rownowaznosci (warstwy) nazywamy kietkami funkcji z K" do K™
w punkcie xg.

Oznaczamy je:

f (K" xg) — K™ lub

(K x) — (K™, 90) , gdzie yo = f(x0)

Wartos¢ yo = f(zg) nie zalezy od wyboru reprezentanta.
Uwaga. K" nie musi by¢ dziedzing funkcji f.

Kielek jest ciagly (rozniczkowalny, klasy C™°; analityczny, . . .) jezeli jego
reprezentant jest ciagly (rozniczkowalny, klasy C'™, analityczny, .. .).

Przyktad zo =0

U =(-1,1), fi=1—-2?+2" -2+ ...

Uy =R, fo=1/(1+ 2%

(Uy, f1), (Us, fo) reprezentuja ten sam kietek funkcji analitycznej (R, 0) —
R

Przyktad zo =0
Uh=R, =1
U; = R, fy ma wykres:

(U1, f1), (Us, fo) reprezentuja ten sam kietek C'*°-funkcji.
Przyklad o =0, fi =2, fo =sinx

reprezentuja rézne kietki, mimo ze wartos¢ w xg = 0 obu funkcji jest
taka sama.

Przyklad. f(z) ==z, g(z) = x;__lx reprezentuja ten sam kietek funkcji
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analitycznej w 0.

Definicja. O,(n) lub O, — zbior kietkow funkcji K-analitycznych w
punkcie p € K",

Jezeli p = 0 to bedziemy uzywac¢ symboli O(n) lub O.

Jezeli chcemy wyraznie zaznaczy¢, jakie jest ciato K, to mozemy uzy-
waé symboli: Ok ,(n) lub Ok,
adlap=0: Og(n) lub Ok.

Kielki ciagle ( wiec rowniez analityczne, rézniczkowalne, . ..) mozna
sktadac:
f (K™ x9) = (K™ y0) , g: (K™ y) = (KF, 2)
Kietek g o f : (K", 29) — (K*, 29)
jest reprezentowany przez ztozenie dowolnych reprezentantéow f oraz g.

Jezeli f: (K" xg) = (K", y0), to g : (K", y9) — (K", x) jest kietkiem
odwrotnym do f jezeli go f ~ idgs oraz f o g ~ idgn.

Przyklad. Jezeli f : (R,0) — (R,0) jest kietkiem funkcji sinzx,
g : (R,0) = (R,0) jest kietkiem funkcji arcsinz, to g jest kietkiem
odwrotnym do f.

Jezeli f: (K", xy) — K™ jest kietkiem rézniczkowalnym, to mozna okre-
§li¢ pochodna D f(xg) : K" — K™

Przedstawmy f = (f1,..., fm) z pomoca funkcji wspotrzednych.
Macierz D f(xg) (tzn. macierz Jacobiego) ma postac

9 9
xo) - ()
Ofom  of

A= (zo) - G (@)

Twierdzenie 4.2 (O funkcji odwrotnej) Kietek f: (K", xy) — (K", yo)
analityczny (odp. klasy C™) posiada kietek odwrotny analityczny (odp.
klasy C*)

(K™ o) — (K", )

wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz Jacobiego jest niezdegenerowana, tzn.

det Df(xo) 75 0.



Przyklad f(z,y) = (e"siny,e”cosy) : (R* (a,b)) — (R? f(a,b))
jest kietkiem odwracalnym w kazdym punkcie (a,b) € R? ale funkcja
(e“siny, e” cosy) : R — R? nie jest odwracalna.

Przyklad. Kielek f : (R,0) — (R,0) funkcji 2° posiada kielek od-
wrotny reprezentowany przez /z, ale ten kietek nie jest ani analityczny
w zerze, ani klasy C°.

5 Algebra kietkéw

Bedziemy bada¢ kielki analityczne (K"
najwygodniej jest przyjac, ze xy =
uktadu wspotrzednych.

v

— K,
= (0,...,0) jest poczatkiem

e O(n) lub O — zbior kietkow analitycznych (K" 0) — K

e A(n) — zbior funkcji analitycznych K" — K
Cwiczenie 5.1 O(n), A(n) sq¢ K-algebrami.

Fakt 5.2 Naturalne odwzorowanie m: A(n) — O(n) jest (réznowarto-
$ciowym) homomorfizmem K-algebr.

em(n)=m={f € O(n)| f(0) =0} jest ideatem wlasciwym algebry
O(n).

Cwiczenie 5.3 Dia kietka f € O istnieje doktadnie jeden element r €
m taki, ze f = f(0) +r

W szczegdlnosci, pierscien ilorazowy O/m jest izomorficzny z K.
Fakt 5.4 m jest ideatemn maksymalnym.
Fakt 5.5 O(n) jest pierscieniem lokalnym.
Przyktad. A(n) nie jest pierscieniem lokalnym.

Twierdzenie 5.6 (Wz6r Taylora) Jezeli f € A(n) (odp. O(n)) oraz
k > 1, to istniejg g, € A(n) (odp. O(n)) dla wszystkich wielowskazni-
kow o stopnia |a| = k takie, Ze

fy= 3 P ey S gy

la|<k la|=E

oraz go(0) = D*f(0)/al.




Wniosek 5.7 Jezeli f € A(n) (odp. O(n)), to istniejg g1, ...,gn €
A(n) (odp. O(n)) takie, ze

flz) = f(O) + z1g1(x) + -+ - + Zngn(2)
oraz g;(0) = 0f /0x;(0).

Z definicji funkcji analitycznych wynika natychmiast, ze jezeli f €
O(n), to istnieja jednoznacznie wyznaczone wspotezynniki a,, = D f(O) €
K dla wszystkich wielowskaznikow « takie, ze

flx) = Z aar® = Z D(Z!(O)xa

(0% «

w pewnym otwartym otoczeniu poczatku uktadu.

Fakt 5.8 Ideat m(n) jest generowany przez kietki xi, ..., x,.
I, J — idealy w pewnym pierécieniu. Wtedy
o [-J={abi+ ---+ashs | s>1,a, €1, bjeJ}
e /- JCINJ,wiecl-JCI, I-JCJ

o [V = LI---1= {> g c1--ci | ¢i €I} jest ideatem
—x

e [ DI*’>...DIF>

e Jezeli gq,...,g, € I generuja ideal I, to zbior elementéw postaci
gt gy (gdzie ag + -+ + a;, = k) generuje I*.

e m“(n) = m(n)---m(n) jest idealem w O(n), przyjmuje sie, ze

k

m' =0
em'Om!Oom?>.---OomfF >
Fakt 5.9 Jednomiany x® stopnia k generujg m", tzn:
fEmk(@f:Z:caga Zx ez g ()
|a|=k || =k

W szczegdlnosci, m” jest skoticzenie generowany.



Lemat 5.10 f € m* = 0f/0z; € m* L.
Fakt 511 m*={f € O |V |a|] <k Df(0)=0 }.

Przyklad.

e sinzy nalezy do m?(2), ale nie nalezy do m?(2)
e coszy & m(2)

e coszy — 1 € m*(2), ale nie nalezy do m®(2).

Cwiczenie 5.12 Dia f € O(n) :
f(x1,...,25,0,...,0) =0 & f e (xpt1,...,2,) O(n) .

Cwiczenie 5.13 Jezeli gi,...,9s € O(p), tzn. g; = gi(x1,...,7,), to
istnieje izomorfizm

Op)/(g1,---,9s) = OM)/{g1,--,gs, Tps1,. .-, Tn)

oraz

m(p)/(g1,---,9s) = m(n)/ (g1, ., gs, Tpr1s-- - Tn) -
Wskazowka. Pokaz, zZe jgdrem surjektywnego homomorfizmu
O(n) > f = f(xla"' 7'1:29707"‘70) = O(p)/ <gla' . 798>

Jest (g1, -y Gsy Tptiy -5 Tn).

6 Lokalne Twierdzenie o Zerach

Jezeli I C O(n) jest ideatem, to pierscieni ilorazowy O(n)/I jest prze-
strzenig wektorowa nad ciatem K.

dimg O(n)/I — wymiar przestrzeni wektorowej O(n)/I.

Cwiczenie 6.1 dimyg O(n) = oo, wiec jezeli I = {0}, to dimy O(n)/{0} =
0.

Cwiczenie 6.2 Jezeli I = (23, 23), to dimg O(2)/I < 4.

Cwiczenie 6.3 Jezeli [ = <x1, e, T, :1:7’2>, to przestrzen wektorowa
O(n)/I jest rozpicta przez 1, x,, x> k=l

S xy eyl

On)/I=K-14+K- -z, +K-22+... +K.-2"".
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Cwiczenie 6.4 dimyx O(n)/m* < oo .
Fakt 6.5 dimg O(n)/I <oo <« Ik : mFcCI.

Twierdzenia o Zerach (Nullstellensatz) pozwalaja poréwnywac wla-
snosci ideatow z wlasnosciami zbioru punktow, na ktorych elementy ide-
atu przyjmuja wartos$é zero. Ponizej przedstawiamy bardzo prosta wersje
Lokalnego Twierdzenia o Zerach.

Twierdzenie 6.6 Wezmy fi,...,f, € m(n), tzn. fi € O(n) oraz
fi(0) = 0. Niech I = (f1,...,f,) C O(n) bedzie ideatem generowa-
nym przez te elementy. Wtedy

(1) Jezeli dimyx O(n)/I < 0o, to poczgtek uktadu O jest punktem izo-
lowanym w zbiorze

{r e K" | fi(z) =0,..., f(x) =0} .
(it) Jezeli O jest punktem izolowanym w zbiorze
{r €eC"| filx) =0,..., fp(zx) =0},
to dimg O(n)/I < oo.
Cwiczenie 6.7 Udowodnij punkt (i) powyzszego Twierdzenia.

Przyklad. Niech fi(z1,22) = 2129, fo(x1,9) = 2] — 5xd, oraz niech
I ={(f1, f2) C O2). Wtedy dimg O(n)/I < oc.

7 Homomorfizmy algebr

Wezmy fi,..., f, € m(n), tzn. f; € O(n) oraz f;(0) =0
F = (fl,---7fp)
Fz) = (fi(x), ..., fp(z))

F: (K", 0) = (K?,0) jest kietkiem analitycznego odwzorowania.
Jezeli a € O(p) to ao F € O(n).
Definicja. F*(a) :=ao F.

F*:O(p) = O(n)
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Cwiczenie 7.1 F* jest homomorfizmem K-algebr.

x = (x1,...,2,) — wspolrzedne w K"
y=(y1,-..,Yyp) — wspolrzedne w K?

a=a(y) =a(y,. .., Y)
F*(a) =ao F =a(F(x)) =a(fi(x),..., fr(x))
Przykltad. F(xy, 29, 23) = (11209, 2% + 23) : (K3,0) — (K?,0)).
a=yi +cos(yiys) € O(2)
F*(a) = (z129)* 4 cos(zizo(2? +23)) € O(3)
Uwaga. F*(y;) = yio (f1,.... fp) = [i
ceK : F'(c)=c
Definicja. Mozna zdefiniowa¢ mnozenie elementow z O(n) przez ele-
menty pierscienia O(p):
aecOp), geOn) :

aeg := F*(a)g

Przyklad. F)a takie jak w poprzednim przyktadzie.
g =7+ sin(z) + rivems
aeg=((w122)* + cos(w1my(2? + 3))(7 + sin(xg) + 23w9m3) € O(3)

Cwiczenie 7.2 O(n) ze zwyktym dodawaniem i mnozeniem o przez ele-
menty pierscienia O(p) jest O(p)-modutem, tzn.:

(O(n),+) jest grupa abelowq

Jezeli a,ay, a0 € O(p), 9,91, 92 € O(n), to:

aO(g1—|—g2):aog1—|—a092
(a1 +az)eg=ajeg+tareg
(alag)og:alo(agog)
leg=g

12



Cwiczenie 7.3 Sprawdzié, ze dla ¢ € K: c o g = cg, wiec
Oeg=0, (~1)eg=—y,
ae(gi192) = (a®g1)g2 = gi(aeg).
Definicja. Jezeli J C O(p) jest ideatem, to symbol
F*(J)O(n)
bedzie oznaczal idealt w O(n) generowany przez F*(J).

Cwiczenie 7.4 Jezeli J C O(n) jest generowany przez g, . .., gs, tzn.
J = <gla R ngs>) to:

F*(J)O(n) = (F*(q1),. .., F*(g5)) -
Fakt 7.5 F*(m(p))O(n) = (fi,.... f,).

8 Twierdzenie Przygotowawcze
Wezmy k > 0.
Dla f =), aqz® € O(n) definiujemy wielomian 7(f) oraz kietek r(f):

T(f) - Z anr”

la| <k
r(f)=rf—7(f),
f=r(f)+r(f).
Niech agq,...,qy, ..., as beda wszystkimi wielowskaznikami o normie
| =...=a|=...=|as| =k .

W szeregu 7(f) wystepuja tylko jednomiany z” takie, ze || > k.
Kazdy taki jednomian jest podzielny przez co najmniej jeden z jedno-
mianow .

Przyktad. n =2, k = 2.

041:(2,0) , 042:(1,1) , 043:(0,2)

ar — 2 oy a3 .2
r=x1 , rTT=11T90 , X7 =123

3

Tiry = 2 - (T11) = 2% - 2]

'xl.
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Yo, — suma tych sktadnikow w r(f) ktore dziela sie przez x®, wiec

Yoy = xalaal(f)u Oal(f) S O(n) .

Yoo — suma tych sktadnikow w r(f) —7,, ktore dziela sie przez x2, wiec

Yoo = xQQO_ag(f)a Uag(f) € O(TL) .

Yoy — suma tych sktadnikow w r(f) — v,
T, wiec

— Yo, ktore dziely sie¢ przez

1

7013 - xago—a:s(f)? 0043(f) € O(n) :

r(f) = Yoy + -+ 7a,
r(f) =a%0a,(f) + -+ 2%0a,(f)
Przyktad. n =2 k=2
f:4—3:1+2:c2—x1x2+mi’+5x%x§—x;+---

T(f)=4—$1+2332

o .2 2

™ =ay, 2 =210, T = 15
Yoo = 0 5T+ - = B+ 5+ ) = 30 (f)
Yo, = —T1T2 + - = 1 @2(—1 4 -+ ) = 212200, ([)
Yoy = _$g+ L x%(_$g + - ) = x%o‘ag(f).

Dla f € O(n) otrzymujemy jednoznaczne przedstawienie:

= T(f) + Z xaaa(f):

|la|=k

gdzie o,(f) € O(n).

Wezmy fi,...,fem(n), F=(fi,...,fp),
F*:0O(p) — O(n)
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Definicja. O(n) jest skoriczenie generowanym O(p)-modutem, jezeli
istnieja g1, ..., gs € O(n) takie, ze

VgeOn) Jay,...,as € Op) :
g=areg+---+tasegs=F(a))gi+ -+ F*(as)gs

Twierdzenie 8.1 (Tw.Przygotowawcze - I) O(n) jest skoriczenie ge-
nerowanym O(p)-modutem wtedy i tylko wtedy, gdy

dimg O(n)/F*(m(p))O(n) = dimg O(n)/ (f1,..., fp) < oo .

Przyklad. Funkcja f : R? — R jest symetryczna, jezeli f(x1,22) =
f($27 xl)'

01 = x1 + x9, 0o = x129 — elementarne wielomiany symetryczne

Twierdzenie 8.2 Jezeliw = w(wy, x2) jest symetrycznym wielomianem,
to istnieje wielomian W = W (y1, yo) taki, ze w = W (6y,0-), czyli

w(zy, x2) = W(xy + 29, 2129) .

Cwiczenie 8.3 (Tw. Glaesera) Jezeli g = g(x1,13) € O(2) jest kiet-
kiem symetrycznym, to istnieje kietek G = G(y1,y2) € O(2) taki, ze

g(x1,29) = G(b1,02) = G(x1 + 29, x1279)

Twierdzenie 8.4 (Lemat Nakayamy) Jezeli (A, m) jest pierscieniem
lokalnym, P jest skoniczenie generowanym A-modutamai, () jest A-modutem,

oraz P C Q+m- P, to P C Q.

Cwiczenie 8.5 Jezeli I C O(n) jest takim ideatem, ze I + m* C
I +m*! tomF C I.

I C O(n) - ideal

O(n)/I jest O(n)-modutem, wiec mozemy zdefiniowa¢ mnozenie ele-
mentow z O(n) /1 przez elementy pierscienia O(p):

a€O(p), [geOMn)/I (g€ On))
aelg]:=[aeg]=[F(a)g]
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Cwiczenie 8.6 Mnozenie jest dobrze zdefiniowane.
O(n)/1, z tak zdefiniowanym mnozeniem, jest O(p)-modutem.

Twierdzenie 8.7 (Tw. Przygotowawcze - II) O(n)/I jest skoricze-
nie generowanym O(p) modutem wtedy i tylko wtedy, gdy

dimgO(n)/(F*(m(p))O(n) + 1) =
dimg On)/({f1, ... f,) +1) < oo .

Fakt 8.8 ¢g1,...,9; € O(n) generujg O(n)/I jako O(p)-modut wtedy
i tylko wtedy, gdy warstwy [g1],. .., [g5] w O(n)/(F*(m(p))O(n) + I)
rozpinajq tq przestrzen wektorowgq.

9 Twierdzenie Weierstrassa

Definicja. f € O(n) jest k-regularny na osi x,, jezeli

3k_1
f(0)=---= W’f{(o) =0 oraz
ok f dF

(O) 7é 0 ) tzn. dil?kf(o, - '7oaxn)|mn=0 7é 0

k
oxy K

Cwiczenie 9.1 Wtedy istnieje f € O(1), f(0) # 0, taki, ze f(0,...,0,z,) =
o f ().

Dla z = (z1, ..., x,) bedziemy oznacza¢
v = (z1,...,2,1), == (2 2,)

Twierdzenie 9.2 (Tw. Weierstrassa o dzieleniu - I) Zatdzmy, Ze
f € O(n) jest k-reqularny na osi x,. Wtedy

VgeOn) Fap(x),...,ap_1(z") € O(n—1) oraz Q € O(n) :
g=f - Q+ar1(xNz "+ 4+ ay(2)w, + ag(2) .

Cwiczenie 9.3 Kietki ag,...,ar_1,Q sq jednoznacznie wyznaczone.
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Twierdzenie 9.4 (Tw. Weierstrassa o dzieleniu - II) Zatozmy, ze
f € O(n) jest k-reqularny na osi x,. Wtedy

3 ap(z’),...,ap_1(z") € m(n — 1)

3Q € O0(n), Q0)#0 , tzn. Q jest odwracalny :
f=Q (" +ap1(a)cfF "+ +ay(2)=Q R,

wiee R € O(n — 1)[x,].
Cwiczenie 9.5 Q oraz R sq jednoznacznie wyznaczone.

Definicja. Jezeli R = 2F + ap (22t + -+ + a1(2") 7w, + ao(2)
oraz ap(0) = -+ = ar-1(0) = 0, tzn. ag,...,ap—1 € m(n — 1), to R
nazywamy wielomianem wyroznionym.

10 Wtlasnosci pierécienia O(n)

Cwiczenie 10.1 O(1) jest pierscieniem noetherowskim, tzn. kazdy jego
wdeat jest skonczenie generowany

Cwiczenie 10.2 Niech 0 # f € O(n). Istnicje k: f € m*, f & m**1,
Po dokonaniu liniowej zamiany ukladu wspétrzednych f jest k-reqularny

na 08t x,,.

Twierdzenie 10.3 (Lokalna wersja Tw. Hilberta o Bazie) O(n) jest
pierscieniem noetherowskim.

Cwiczenie 10.4 Pierscieri O(1) jest dziedzing catkowitosci, tzn. nie
posiada dzielnikow zera.

Twierdzenie 10.5 Pierscieni O(n) jest dziedzing catkowito$ci, tzn. nie
posiada dzielnikow zera.

Fakt 10.6 Niech P € O(n — 1)[x,] bedzie wielomianem wyrdznionym,
nierozktadalnym w O(n — 1)[x,].
Wtedy P jest elementem pierwszym w O(n).
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Cwiczenie 10.7 W O(n) kazdy element rozktadalny jest iloczynem ele-
mentow nierozktadalnych. Wskazowka:

— Jezeli f € m(n) oraz %(O) # 0, to f jest nierozktadalny.

~ Jezeli £(0,...,0,2,) = a(z,)2k, a(0) # 0, to f jest iloczynem co
najwyzej k elementow nierozktadalnych.

Cwiczenie 10.8 O(1) jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu.

Twierdzenie 10.9 Piersciern O(n) jest dziedzing z jednoznacznosciq
rozktadu.

Cwiczenie 10.10 Jezeli P € O(n — 1)[z,] jest wiclomianem wyrdz-
nionym, to istniejq nierozktadalne wielomiany wyrdznione Py, ..., Ps €
O(n — 1)[x,)] takie, ze

P=P- - -P.

Wnhiosek 10.11 Niech O(n — 1) oznacza ciato utamkéw pierscienia
O(n—1).

Jezeli element P € O(n — 1)[x,] jest nierozktadalny w O(n — 1)[x,],
to P jest nierozktadalny w O(n — 1)[x,], lub P € O(n — 1) i jest nie-
rozktadalny w O(n — 1) .

Wiec jezeli P jest rozktadalny w O(n — 1)[x,], to jest rozktadalny w
O(n — 1)[z,).

11 Wyré6znik

Dla wielomianu unormowanego tg + t1z + - - - + tp_12" 1 + 2% o wspol-
czynnikach tg, ..., t,_1 mozna zdefiniowa¢ wyrdznik Ag(to,...,tx) €
Zlto, . .., tx].

Jezeli A jest pierscieniem, P = ag+ayz+-- - +ap_ 1281+ 2% € Alz]
to A = Ag(ag,aq,...,a5_1) € A nazywamy wyroznikiem wielomianu

P(x).

Wtlasnosci wyréznika:
Zatozmy, ze A jest pierscieniem zawierajacym liczby wymierne oraz za-
wartym w pewnym ciele L. Wtedy:
e A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wielomiany P oraz P’ maja
wspoélny dzielnik w Lz].
Wiec jezeli P jest nierozkladalny, to A # 0.
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o Jezeli &, ..., & € Loraz P(x) = (x — &) -+ (v — &), wowczas

k
A=+[JEG-&==][P&).
i#] i=1
W tym przypadku A # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy pierwiastki P
sa parami rozne i jednokrotne.

o Jezeli A #0oraz P = P, --- P; jest rozkladem na czynniki nieroz-
ktadalne, unormowane, to P; # P; dla i # j.

Wezmy wielomian wyr6zniony P € O(n — 1)[x,]. Mozna go przed-
stawi¢ jako iloczyn parami nie stowarzyszonych elementéw nierozktadal-
nych

P=p"™. .- P" (m; >1)

S
z ktorych kazdy tez jest wielomianem wyr6znionym.
Z Whniosku 10.11, kazdy P, jest nierozktadalny w O(n — 1)[z,]. Po-
nadto P, oraz P;, dla i # j, nie sa stowarzyszone w O(n — 1)[z,,].
Jezeli wyrdznik A wielomianu P - - - Py jest rowny zero, to Py - - - P;
oraz jego pochodna

(P,---P) =PPy---P,+ PP Py+...+ P,Py--- P

maja wspolny dzielnik w O(n — 1)[x,], ktéry musi byé iloczynem pew-
nych P;.
Mozemy wiec zalozyé, ze wspolny dzielnik zawiera P; jako jeden ze
sktadnikow
P ‘ (Plps), = P | P{PQPS

= P | P wOn—1)[z,],

co nie jest mozliwe, bo deg P| < deg P;.

Wniosek 11.1 Zbidr zer wielomianu wyréznionego P = P"* ... Pl
jest taki sam jak zbior zer wielomianu Py --- Py oraz wyroznik wielo-
mianu Py - - - Py jest niezerowym elementem O(n — 1).

Niech P € O(n — 1)[z,] bedzie wielomianem wyréznionym stopnia
k, niech A € O(n — 1) bedzie jego wyr6znikiem.

Zalozmy, ze o' € K" ! lezy dostatecznie blisko poczatku ukladu
wsporzednych. Wtedy A(x') € K jest rowny wyroéznikowi wielomianu
jednej zmiennej P(2', x,) € K[z,
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Zalozmy, ze &1, ..., & € C sa plerwiastkami P(z/, &) = 0. Wiec
Pz zn) = (20 — &) - (20 — &) -

Ponadto A(a') = +£[[,.;(& — &) = =11, P'(&)--
Wiec A(x') # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy pierwiastki zespolone wie-
lomianu P(z', x,) = 0 sa parami rozne i jednokrotne.

Fakt 11.2 Jezeli P(2',z,) = 2% + ap_1(2)aF "t + - + ao(2’) oraz dla
pewnego v > 0 mamy

jap-1(2)] < 7, Jag-2(2)] <72, fag(a)| < 7

to |&| < 2r dla kazdego z pierwiastkow zespolonych &1, . .., & spetniajq-
cych réwnanie P(z', &) = 0.

Whniosek 11.3 Jezeli P(2',x,) € O(n — 1)[x,] jest wielomianem wy-
roznionym, to

Ve>0 36>0 : [2|<doraz P(2,6)=0 = [{<e.

Wniosek 11.4 Jezeli o' — 0 oraz &(2)), ..., &(2") sq zespolonymi
pierwiastkami P(z',x,) =0, to

&) =0, ..., &) —0.
Wniosek 11.5 Jezeli A(xj) # 0, to dla kazdego 1 < i <k

dP
P'(eh &(ah)) = -

Z Twierdzenia o Funkcji Uwiklanej mozna znalezé funkcje (anali-
tyczne) &;(z') o wartosciach zespolonych zdefiniowane w pewnym otwar-
tym otoczeniu punktu xf w CF~1 takie, ze P(a',&(2')) = 0.

Wykresy funkeji & (2), ..., &(2’), dla 2’ nalezacych do tego otocze-
nia, nie przecinajg sie.

Twierdzenie 11.6 Zaldzmy, ze P(x1,x2) € Ogr(1)[xs] jest rzeczywi-
stym wielomianem wyrdznionym stopnia k.

Wtedy istnieje 69 > 0, oraz istnieje skonczenie wiele rzeczywistych
funkcyi analitycznych

& (x1) < ... < &(x) , gdzie 1 € (—0p,0), 0 <p <k,
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Epr1(x1) < ... < &(x1) , gdzie 1 € (0,00), 0<s <k,

takich, ze dla kazdej z tych funkcji lim,, 0 &;(z1) =0, oraz
{(371,332) € (—(50,(50) x R | P(ml,xg) = O} =

{(0,00} U| Jgraph & .
Definicja. Wykresy graph & bedziemy nazywacé galeziami w P~1(0)
wychodzacymi z poczatku uktadu wspotrzednych 0 € R2.

Twierdzenie 11.7 Liczba gatezi jest zawsze parzysta. (Moze byé réwna
zero. )

12 Analityczne Luki

Cwiczenie 12.1 Zatoimy, ze funkcja f : (a,b) — R jest funkcjg ana-
litycznag

Wtedy albo f jest stata na (a,b), albo dla kazdego x € (a,b) istnieje
e > 0 taks, ze

o f:|x,z+¢€) — R jest rdznowartosciowa
o diate (z,x+¢€): f'(t)#0
o dlat € (xz,x+ €) wartosci f(t) majq staty znak.

Niech p(t) = (z1(t),...,z,(t)) : (—€0, +€0) = R" bedzie odwzorowa-
niem analitycznym takim, ze p(0) = 0 oraz p(t) nie jest odwzorowaniem
staltym.

Fakt 12.2 Istnieje 0 < € < ¢ takie, zZe p : [0,¢] — R" jest réznowarto-
Sciowe.

Fakt 12.3 Istnieje 0 < € < ¢y takie, ze
Vo<t<e: p@)=10),...,2,t)#0.

Whiosek 12.4 Istnieje 0 < € < ¢ takie, ze p((0,¢)) C R" jest gtadkq
krzywq bez samoprzeciec, czyli jest gtadkq 1-wymiarowq rozmaitosciq.

21



Definicja. Zbior A = p((0, €)) nazywamy fukiem analitycznym.

Oczywiscie: domkniecie tuku A jest homeomorficzne z odcinkiem [0, 1]
oraz 0 € A.

Cwiczenie 12.5 Jezeli A C R" jest tukiem analitycznym oraz f €
O(n), to istnieje r > 0 takie, ze f(x) ma staty znak dla x € ANB(0,r).

Definicja. Jezeli a = p(t) € A, to kazdy wektor wspolliniowy z p'(¢)
nazywamy wektorem stycznym do tuku w punkcie a, zas zadana para-
metrycznie prosta

s = a+p(t)s

nazywamy prostq styczng do tuku w punkcie a.

Niech a(a) bedzie katem pomiedzy prosta 0a oraz prosta styczna do
tuku w punkcie a.

Twierdzenie 12.6 Jezelia € A oraz a — 0, to a(a) — 0.

Cwiczenie 12.7 Czy prawdziwe jest zdanie: Istnieje § > 0 takie, e kqt
a(a) ma staty znak ("<7, "=",">7) dla takich a € A, 7e 0 < |a| < §.

Cwiczenie 12.8 Niech B = {(t,t°sin}) | ¢t # 0} C R?

Czy B spetnia teze poprzedniego Twierdzenia?
Czy istnieje taki tuk analityczny, ze B = A w pewnym otwartym oto-
czeniu poczgtku uktadu?

Cwiczenie 12.9 Niech Ay, Ay bedq analitycznymi tukami. Wtedy ist-
nieje takie r > 0, ze

AlﬁB(O,T) :AQQB(O,T> lub AlﬂAgmB(O,T) :Q) .

Definicja. Zbior S C R? nazywamy otwartym ostrzem, jezeli

S = B(0,r) \ {0}, lub jezeli

istnieja tuki analityczne Ay, Ay oraz otwarte koto B(0,r) takie, ze A3 N
Ay N B(0,r) =0, oraz S jest sktadowa zbioru B(0,7) \ (41 U Ay).
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13 Twierdzenie Puiseux

G — grupa skoriczona, s = |G|, to dla dowolnego g € G, g* =¢g---g = 1.
grup |G| go g 9 =gg

S

Grupa permutacji zbioru k elementowego ma k! elementéw, wiec dla
dowolnej permutacji

o:{l,.... k} = {1,....k},
o™ jest permutacja trywialna.

Whiosek z zespolonej wersji Twierdzenia o Funkcji Uwiklanej:
Jezeli U C C jest zbiorem jednosp6jnym,

h=h(t,z) : U x C — C jest zespolong funkcja analityczna,

dla dowolnego (£, 2) € h=1(0): 2L(¢, 2) # 0,

oraz dla kazdego zbioru zwartego K C U zbior h=1(0) N K x C jest
ograniczony,

to istnieje skoriczona rodzina funkcji analitycznych &, : U — C o roz-
tacznych wykresach takich, ze

{(t.2) €U x C | h(t,z) =0} = ] graph&, .

Cwiczenie 13.1 Jezeli H(t,2) = ao(t) +a1(t)z+---+ap_1(t) 21+ 2F
jest takim zespolonym wielomianem unormowanym, ze jego wspotczyn-
niki a; € Oc(U) dla pewnego jednospdjnego zbioru U C C, oraz jego
wyroznik A(t) € Oc(U) nie znika w Zadnym punkcie zbioru U, to ist-
niejqg zespolone funkcje analityczne &1, ...,& € Oc(U) o roztgcznych
wykresach takie, ze

H(t,z) = (2 = &(t) - (z = &(1)) -

Niech P(z1,22) € Oc¢(1)[z2] bedzie zespolonym wielomianem wyr6z-
nionym stopnia k > 2, niech A(z1) bedzie jego wyrdznikiem. Wtedy
P(0, 29) = 25 posiada pierwiastek wielokrotny, wiec A(0) = 0. Dlatego
nie mozna uzy¢ poprzedniego faktu, aby roztozy¢ P na iloczyn prost-
szych czynnikow.
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Twierdzenie 13.2 (Tw. Puiseux) Niech P(z1,29) € O¢(1)[z2] be-
dzie zespolonym wielomianem wyrdznionym, to istniejg by(21),...,bx(21) €
Oc(1) takie, ze

P(1", 20) = (22 = bi(z1)) - (22 = bi(21)) -
Ponadto, b1(0) =0,...,b(0) = 0.

Przyktad. P =z — 2}, k=3, k! =6.

1—iv3 1+iv/3
P(zf, Z9) = 23—2%2 = (zz—zil) <22 + Tzf) <Z2 + Tzf) .

W zbiorze {(x1,22) € R? | 23 — 23 = 0} jest jedna galaz w lewej
poiplaszezyznie, i jedna gataz w prawej potplaszczyznie.

Kolejne twierdzenie jest prosta wersja Lematu o Wyborze Krzywe]
17.7.

Twierdzenie 13.3 Niech P € Og(1)[xs] bedzie rzeczywistym wielomia-
nem wyroznionym.

Jezeli istnieje cigg punktow taki, ze (p,) C P~1(0)\{0} orazlimp, =
0, to istnieje krzywa y(t) = (x1(t), xo(t)) taka, ze

(1) funkcje x1(t), x2(t) sq rzeczywiste, analityczne na pewnym odcinku

(—6,496),
(i) y(t) € P71(0)\ {0} dla 0 <t <4,
(iii) v(0) = 0.

Wniosek 13.4 Jezeli P € Opg(1)[za] jest niezerowym wielomianem
wyrdznionym, to w pewnym otoczeniu poczqthu uktadu zbior P~1(0)
jest sumq skoriczonej rodziny tukow analitycznych, oraz poczgtku uktadu

{0}.
Przyklad. Jezeli P = 23 + 3, to P~1(0) = {0}.

Wnhiosek 13.5 Jezeli P € Op(1)[xq] jest niezerowym wielomianem wy-
réznionym, to w pewnym otoczeniu poczatku uktadu zbior {P > 0} oraz
{P < 0} jest skoriczong sumq otwartych ostrzy.
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14 Lemat Thoma

Symbol 7%” bedzie oznaczal jedng z relacji ”"<”, 7>7, "=".
Twierdzenie 14.1 (Lemat Thoma) Niech P(x) € Rlz] bedzie wie-
lomianem jednej zmiennej stopnia k. Zbior

T={zeR|Px)*0, P(x)*0,...,P"(x)%,0}

jest zbiorem pustym, lub punktem, lub otwartym odcinkiem, lub otwartq
potprostq, lub catq prostg R.

Whiosek 14.2 Niech
P = ag(z') + ay (2, + - + ap(2)2h € Or(n — 1)[z,)] .
Niech
dP d*P
T={x=(2,2,) € R" | P(x) %0, d—xn(x) %10, ..., d—%]g(x) x 0}
TY=Tn{z'} xR.
Jezeli x' lezy dostatecznie blisko 0 wR™™1, to T'(x') jest zbiorem pustym,
lub punktem, lub otwartym odcinkiem, lub otwartg potprostq, lub catg
prostg R.

Fakt 14.3 Niech P € Op(1)[xs] bedzie niezerowym wielomianem wy-
roznionym stopnia k.

Jezeli A C P71(0) jest tukiem analitycznym, to istniejg relacje *, 1, . . .

takie, ze
dP d"P

A= {ZC = (xth) S R2 | $1*07P(£12‘) - 07 _(x)*l()) ) —k(l')*k()}
dzo dxs

w pewnym otwartym otoczeniu poczqtku uktadu.

Cwiczenie 14.4 Niech P € Op(1)[ws] bedzie niezerowym wielomianem
wyroznionym stopnia k. Niech T bedzie rodzing wszystkich zbioréw po-
staci

dP d"P
T; = {x = (v1,12) € R" | 21%0, P(2) %00, ——(2)%,0,..., ——(2)*0}
dxo dxs
Zbiory T; sq parami roztgczne, UJT] = R?, oraz w pewnym otwartym
otoczeniu poczgtku uktadu kazdy niepusty T; jest: poczgtkiem uktadu,
lub tukiem analitycznym, lub otwartym ostrzem; wiec w szczegolnoSci

jest spojny.
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Fakt 14.5 Niech P € Opr(1)[xs] bedzie niezerowym wielomianem wy-
rOZNIONYmM.
Kazda sktadowa jednego ze zbiorow:

P (0)\ {0}, {P(x) >0}, {P(z) <0}

przecietego z kotem B(0,r) o matym promieniu jest sumq skoriczonej
ilosci zbiorow nalezqcych do rodziny Tj.

15 Nier6éwnos¢ Lojasiewicza

Fakt 15.1 Niech P = ag + a1w + - -+ + agp_12" 1 + 2% € Ra], niech
A bedzie jego wyrdznikiem, oraz niech Z = {x € R | P(z) = 0} bedzie
zbrorem rzeczywistych pierwiastkow wielomianu P.

Zatozmy, ze wszystkie rzeczywiste 1 zespolone pierwiaski majg norme
ograniczonq przez .

Dla © € R niech d(z,Z) bedzie odlegtoscig punktu x od zbioru Z.
Zatozmy, ze d(x, Z) < 1. (Jezeli Z =0, to przyjmujemy d(z, Z) =1.)

Wtedy

|[P(2)] > 27 d(z, 2)*|A,

Fakt 15.2 Niech f € O(n) bedzie niezerowym kietkiem. Jezeli f jest k-
reqularny na 0si x,,, to istnieje wielomian wyrézniony P € O(n—1)[x,],
o niezerowym wyrozniku, oraz state dodatnie aq, Cy takie, ze

(i) f710) = P1(0) w poblizu poczatku uktadu,
(ir) |f(x)] > C1|P(z)|* dla x € R"™ lezgcych dostatecznie blisko po-
czqtku uktadu.
Lemat 15.3 Niech P € O(1)[xs] bedzie wielomianem wyrdznionym o

wyrdzniku A(xy) bedgcym niezerowym kietkiem w O(1).
Wtedy istniejqg state dodatnie as, 8, Cy takie, zZe
|P(x)] > Cod(z, P7H(0))2|21]”
dla x = (1, x9) lezgeych dostatecznie blisko poczatku uktadu.
Twierdzenie 15.4 (Nieréwno$é Yojasiewicza) Niech f € O(n) be-
dzie niezerowym kietkiem.
Wtedy istniejq state dodatnie o, C' takie, ze

()] > Cd(z, f71(0)
dla punktow x € R™ lezgcych dostatecznie blisko poczqtku uktadu.
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16 Zbiory semi-algebraiczne

Definicja. Zbior X C R”" jest semi-algebraiczny, gdy istnieja wie-
lomiany f;;j(z) oraz g;;(x), i = 1,...,p, j = 1,...,q, nalezace do
Rlzy, ..., z,] takie, ze

p
i=1

Cwiczenie 16.1 Niech f(z), g(x) bedg wielomianami. Czy zbiory
o {z ]| f(z) =0}
o {z]g(x)>0}
o {z]g(z) >0}
o {z | g(z) <0}
o {z ]| f(z) # 0}
o {z | f(z) =0, g(z) = 0}

sq zbiorami semi-algebraicznymi?

Twierdzenie 16.2 (Tarski, Seidenberg) Niech m : R” x R™ — R"
bedzie rzutem na pierwszq wspotrzedng: w(x,y) = .

Jezeli Z C R™ x R™ jest semi-algebraiczny, to w(Z) C R™ jest tez
semi-algebraiczny.

Cwiczenie 16.3 Jezeli hy, ..., h, € R[y1, ..., Ym] so wiclomianami,
H = (hy,...,hy) :R" - R" |

oraz Y C R™ jest zbiorem semi-algebraicznym, to H(Y) C R™ jest tez

semi-algebraiczny.

17 Zbiory semi-analityczne

Definicja. Zbior X C R" jest semi-analityczny, jezeli dla kazdego
punktu zy € R" istnieje otwarte otoczenie U punktu xy oraz istnieja
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funkcje analityczne fij(x),gi;(z) € Ogr(U) oraz i = 1,...,p, j =
1,...,q, takie, ze

p
XﬂU:U{x€U|fij(x)zoagz'j(@>0,j:1,...,q}

1=1

Oczywiscie kazdy zbior semi-algebraiczny jest tez semi-analityczny,
oraz kazdy zbior analityczny jest tez semi-analityczny.

Cwiczenie 17.1 Jezeli X, X1, ..., X, sq semi-algebraiczne (odp. semi-
analityczne), to zbiory
XjU...UX;,
XiNn...NnXs,
R™"\ X

sq semi-algebraiczne (odp. semi-analityczne).

Przyktad.(Osgood) Niech odwzorowanie analityczne ¢ : R? — R3 be-
dzie dane wzorem

¢(z,y) = (z,2y, 2y expy) .
Kolo domkniete Y = {(z,y) € R?* | 2° + y? < 1} jest zbiorem semi-
analitycznym, ale zbior ¢(Y) C R? nie jest semi-analityczny. (Twier-
dzenie Tarskiego-Seidenberga nie jest spetnione w klasie zbiorow semi-
analitycznych.)

Twierdzenie 17.2 Niech X C R" bedzie zbiorem semi-analitycznym.
Wtedy

(1) kazda sktadowa X jest zbiorem semi-analitycznym,

(ii) jezeli X jest ograniczony, to X posiada skoriczenie wiele sktado-
wych.

Twierdzenie 17.3 Niech X C R" bedzie ograniczonym (odp. dowol-
nym) zbiorem semi-analitycznym.

Wtedy istnieje skoticzona (odp. lokalnie skoriczona) rodzina parami
roztgceznych zbiorow semi-analitycznych M; takich, ze

X=Jum:
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oraz kazdy zbior M; jest spajng rozmaitosciq klasy C™.

Definicja. Wymiarem dim(X) zbioru X nazywamy:

dim(X) = max dim(M;) .
7
Mozna sprawdzi¢, ze definicja wymiaru nie zalezy od wyboru podziatu
X na rozmaitosci M.

Twierdzenie 17.4 Niech X bedzie zbiorem semi-algebraicznym (odp.
semi-analitycznym).

Wtedy domkniecie X jest zbiorem semi-algebraicznym (odp. semi-
analitycznym).

Jezeli dim(X) < k, to dim(X \ X) < k.
Cwiczenie 17.5 Czy zbior A = {(t,sin1) | t > 0} jest semi-analityczny?

Twierdzenie 17.6 (O uniformizacji) Niech X bedzie zbiorem anali-
tycznym.

Wtedy istnieje analityczna rozmaitosé M, dim(X) = dim(M), oraz
wtasciwa analityczna surjekcja ¢ - M — X.

Twierdzenie 17.7 (Lemat o wyborze krzywej) Zalozimy, ze X jest
semi-analityczny oraz py € X .
Wtedy istniejqg funkcje analityczne

zi(t) : (—e, ) > R

p(t) = (x1(t), ..., x,(t)) : (—e,€) > R”
takie, ze p(0) = po, oraz p((0,¢€]) C X.

Twierdzenie 17.8 (Nieré6wno$é Lojasiewicza) Niech f € Ogr(U),
oraz niech K C U bedzie zwarty.
Istniejq state o« > 0,C' > 0 takie, ze

VeeK : |f(z) > Cdlx, f70)" .
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Niech M C R" bedzie rozmaitoscia klasy C™.
Dla punktow p € R™ oraz © € M, p # x, niech a(p,x) oznacza kat
pomiedzy prosta laczaca p,x oraz przestrzenia styczna do rozmaitosci
M w punkcie x.

Definicja. Niech p € M \ M. Powiemy, ze w punkcie p spetniony jest
warunek (a) Whitney’a, jezeli dla kazdego ciagu (x,) C M takiego, ze
p=Ilimz, :

alp,x,) =0 .

Twierdzenie 17.9 (Warunek (a) Whitney’a) Zatdzmy, ze X jest
ograniczonym (odp. dowolnym) zbiorem semi-analitycznym.

Wtedy istnieje skoticzona (odp. lokalnie skoriczona) rodzina parami
roztgcznych zbiorow semi-analitycznych M; takich, ze

(i) X = U, M.
(11) kazdy ze zbiordw M; jest rozmaitosciq klasy C*°,

(iii) w kazdym punkcie p € M; \ M; spetniony jest warunek (a) Whit-
ney’a.

Twierdzenie 17.10 Jezeli X jest takim zbiorem semi-analitycznym, Ze
zbior X \{p} jest rozmaitosciq klasy C*, to dla dowolnego ciggu (z,) C

X\ {p}:

limz,=p = lima(p,z,) =0.
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