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Wstęp

Jeżeli Tg jest zamkniętą powierzchnią orientowalną rodzaju g, to grupą klas
odwzorowań Mg tej powierzchni nazywamy grupę klas izotopii jej homeomorfi-
zmów zachowujących orientację. Rozszerzoną grupę klas odwzorowań M±g defi-
niujemy podobnie, przy czym dopuszczamy również homeomorfizmy zmieniające
orientację. Ważnymi podgrupami grupy M±g są tzw. hipereliptyczne grupy klas
odwzorowań Mh±

g iMh
g . Są one zdefiniowane jako centralizatory inwolucji hiper-

liptycznej w grupie M±g i Mg odpowiednio.
Ze względu na liczne zastosowania w różnych działach matematyki, badania

algebraicznych własności grup klas odwzorowań pełnią ważną rolę w topologii
niskowymiarowej.

Jednym z podstawowych przykładów zastosowań grup klas odwzorowań jest
topologia 3-rozmaitości. Ze względu na istnienie rozkładów Heegarda 3-rozmaito-
ści, wiele pytań dotyczących 3-rozmaitości może być równoważnie sformułowa-
nych jako pytania o własności grup klas odwzorowań. Przykładem użyteczności
takiego podejścia jest dobrze znany fakt, że każdą spójną, zwartą, orientowalną
3-rozmaitość można otrzymać w wyniku chirurgii Dehna na pewnym splocie w
S3. Twierdzenie to jest natychmiastowym wnioskiem z podanego przez Licko-
risha [28] skończonego zbioru generatorów grupy Mg. Innymi przykładami są
klasyfikacja Thurstona elementów grupyMg i jej liczne zastosowania w topologii
3-wymiarowej [9, 16, 49, 50] oraz zastosowania grupy Torreli w badaniach sfer
homologicznych [36, 37].

Kolejnym ważnym powodem dużego znaczenia grup klas odwzorowań jest ich
rola w konstrukcji przestrzeni moduli powierzchni Riemanna i Kleina. Mówiąc
dokładniej grupaMg działa jako grupa izometrii na przestrzeni Teichmüllera Tg
oraz przestrzeń orbit tego działania jest przestrzenią moduli zwartych powierzchni
Riemanna rodzaju g. Podobnie przestrzeń orbit Tg/M±g jest przestrzenią moduli
zwartych powierzchni Kleina rodzaju g. Spektakularnym przykładem zastosowa-
nia algebraicznych własności grupy Mg w teorii przestrzeni moduli, jest fakt,
że przestrzeń moduli zwartych powierzchni Riemanna jest jednospójna [32]. Fakt
ten jest natychmiastowym wnioskiem z faktu, że grupaMg jest generowana przez
elementy skończonego rzędu.

Warto również wspomnieć, że poprzez rozwłóknienia Lefschetza, istnieje wiele
przykładów zastosowań własności grup klas odwzorowań w topologii 4-rozmaitości
[13, 19, 27].

W poniższej pracy koncentrujemy się na, dziś już klasycznym, pytaniu doty-
czącym grup klas odwzorowań, mianowicie na problemie znalezienia generatorów
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Wstęp 2

tych grup, przy czym zwykle żądamy aby generatory te miały pewne dodatko-
we własności. Zasadniczym celem poniższej pracy jest pokazanie, że grupy M±g
orazMh±

g są generowane przez trzy symetrie, tj. zmieniające orientację inwolucje
(Twierdzenia 2.1 i 4.8). Ponieważ żadna z tych grup nie jest grupą dihedralną,
otrzymane zbiory generatorów są minimalne. Pokazujemy również, że podgrupa
Ig grupy Mh

g generowana przez inwolucje jest podgrupą właściwą oraz wylicza-
my jej indeks (Twierdzenie 4.7). Znajdujemy ponadto dla każdej z grupMh

g oraz
Mh±

g zbiór generatorów składający się z dwóch elementów skończonego rzędu
(Twierdzenia 3.1 i 3.7). Wyniki powyższe zostały opublikowane w pracach [18],
[44] oraz [45]. W dowodzie Stwierdzenia 4.4 będziemy również korzystać z wyni-
ków zawartych w pracy [43].

Wyniki uzyskane w poniższej pracy stanowią część promotorskiego projektu
badawczego „Geometryczne i algebraiczne własności grupy klas odwzorowań”,
KBN 1 P03A 026 26.

Chciałbym bardzo serdecznie podziękować panu profesorowi Grzegorzowi Gro-
madzkiemu za zainteresowanie mnie tak ciekawą tematyką oraz za ogromne zaan-
gażowanie na wszystkich etapach powstawania pracy. Dziękuję za opiekę, cenne
wskazówki, rady i sugestie, a także za życzliwość, wsparcie i zachętę.

Dziękuję również moim Koleżankom i Kolegom za wiele cennych dyskusji oraz
mojej Rodzinie za cierpliwość i wyrozumiałość.

Gdańsk, Październik 2005



Historia problemu i opis wyników

Generatory grup Mg i M±g
Badania własności grup klas odwzorowań sięgają prac M. Dehna [11] oraz J.

Nielsena [38, 39, 40]. M. Dehn jako pierwszy znalazł skończony zbiór genera-
torów grupy Mg dzisiaj znanych jako tzw. skręcenia Dehna [12]. Prace Dehna
zostały jednak zapomniane i 40 lat później Lickorish [28, 29] na nowo znalazł
skończony zbiór generatorów grupyMg. Lickorish zauważył również, że jeżeli nie
zakładać, że generatory mają być skręceniami Dehna, to grupaMg jest generowa-
na przez cztery elementy. Później N. Lu [30] pokazał, że grupa ta jest generowana
przez trzy elementy. Ten sam wynik został uzyskany w pracy [42].

Zbiór generatorów grupyMg, dla g ­ 2 został podany również przez S. Hum-
phriesa [22]. Zbiór ten powstaje w wyniku redukcji zbioru generatorów Lickorisha
i liczy 2g+ 1 elementów. Ma on ponadto własność minimalności w klasie zbiorów
generatorów składających się ze skręceń Dehna.

W międzyczasie C. Maclachlan [32] zauważył, że grupa Mg jest skończenie
generowana przez elementy skończonego rzędu. Jak wspomnieliśmy we wstępie,
wnioskiem z tej obserwacji jest jednospójność przestrzeni moduli zwartych po-
wierzchni Riemanna. Elementy skończonego rzędu w grupie Mg są niezwykle
interesujące, gdyż na mocy znanego twierdzenia Kerckhoffa [24], każdy taki ele-
ment może być zrealizowany jako automorfizm powierzchni Riemanna. Podobnie
elementy skończonego rzędu w grupieM±g odpowiadają automorfizmom dianali-
tycznym powierzchni Riemanna.

Powyższe wyniki zrodziły naturalne pytania o minimalny zbiór generatorów
dla grupyMg oraz o minimalny zbiór generatorów skończonego rzędu. Na pierw-
sze z tych pytań odpowiedział B. Wajnryb [52], pokazując, że grupa Mg jest
generowana przez dwa elementy. Niedawno M. Korkmaz [26] uprościł zbiór gene-
ratorów Wajnryba pokazując, że grupa Mg jest generowana przez dwa elementy
z których jeden jest skończonego rzędu a drugi jest skręceniem Dehna. W tej
samej pracy Korkmaz pokazał również, że grupaM±g jest generowana przez dwa
elementy.

Jeżeli chodzi o drugie z powyższych pytań, to prawdopodobnie należy zacząć
od tego, że D. Patterson [41] rozszerzył wynik Maclachlana na powierzchnie z
nakłuciami, odpowiadając w pełni na pytanie, kiedy grupa klas odwzorowań (po-
wierzchni z nakłuciami) jest generowana przez elementy skończonego rzędu. Ten
sam wynik został potem uzyskany przez F. Luo [31]. Następnie T. Brendle i B.
Farb [8] pokazali, że grupa Mg jest generowana przez 3 elementy skończonego
rzędu. Minimalny zbiór generatorów skończonego rzędu znalazł Korkmaz [26]
pokazując, że grupa Mg jest generowana przez dwa takie elementy.
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Historia problemu i opis wyników 4

Jeżeli chodzi o analogiczne pytanie dla grupy M±g , to wiadomo, że grupa
M±2 jest generowana przez dwa elementy skończonego rzędu [45]. Jeżeli natomiast
g ­ 3 to pytanie o minimalny zbiór generatorów skończonego rzędu jest jak dotąd
otwarte; najlepszy znany wynik uzyskany w tym kierunku to fakt, że grupaM±g
jest generowana przez trzy inwolucje [44].

Kolejnym naturalnym pytaniem jest problem generowania grup Mg i M±g
przez inwolucje. Pierwszy wynik w tym kierunku został uzyskany przez J. McCar-
thy’ego i A. Papadopoulusa [35], którzy pokazali, że grupa Mg jest generowana
przez nieskończenie wiele inwolucji dla g ­ 3, oraz wyliczyli indeks podgrupy ge-
nerowanej przez inwolucje w przypadku g = 2. Następnie F. Luo [31] rozszerzył
te wyniki na przypadek powierzchni z nakłuciami, pokazując również skończony
zbiór inwolucji generujących grupę Mg dla g ­ 3; zbiór ten składa się z 12g + 2
inwolucji. Niedawno T. Brendle i B. Farb [8] pokazali, że grupa Mg jest genero-
wana przez sześć inwolucji dla g ­ 3. Wynik ten został rozszerzony na przypadek
powierzchni z nakłuciami przez M. Kassabova [23].

W przypadku grupy M±g pierwszy skończony zbiór generatorów składający
się z symetrii (tj. zmieniających orientację inwolucji) został wskazany w pracy
[18]. Następnie zbiór ten został zredukowany do czterech symetrii [42]. Niedawno
udało się znaleźć minimalny, trójelementowy zbiór symetrii generujących grupę
M±g [44]. Zauważmy, że ponieważ M±1 ∼= GL(2,Z) oraz M1 ∼= SL(2,Z) (patrz
Przykład 1.3), więc twierdzenie powyższe może być traktowane jako uogólnienie
dobrze znanego faktu, że grupa GL(2,Z) jest generowana przez trzy inwolucje
σ1, σ2, σ3 ∈ GL(2,Z) \ SL(2,Z).

Na zakończenie tego podrozdziału warto wspomnieć, że podobne wyniki są
znane również w przypadku grupy klas odwzorowań powierzchni nieorientowalnej.
W szczególności znane są w tym przypadku skończone zbiory generatorów [6,
10]. Znane są również małe zbiory generatorów oraz małe zbiory generatorów
składające się z inwolucji [46, 47, 48].

Generatory dla hipereliptycznych grup odwzorowań

Jednymi z najważniejszych podgrup grupyM±g są tzw. hipereliptyczne grupy
klas odwzorowań Mh±

g i Mh
g (patrz Podrozdział 1.4). Historycznie badanie tych

podgrup zostało zainspirowane ich bliskim związkiem z grupami warkoczy [7]. Po-
nieważ znanych jest wiele algebraicznych własności grup warkoczy, więc badanie
grupMh±

g iMh
g jest nieporównywalnie prostsze niż badanie grupM±g iMg. Dla

przykładu od bardzo dawna znane było przedstawienie grupy Mh
g [7], podczas

gdy znalezienie przedstawienia grupy Mg okazało się bardzo trudne [21, 51].
Innym przykładem jest pytanie o liniowość grup klas odwzorowań. W przy-

padku grupyMh
g liniowość jest dość prostą konsekwencją liniowości grupy warko-

czy [3, 25]. Tymczasem pytanie o liniowość grupy Mg jest otwartym i trudnym
problemem.

Jak już wspomnieliśmy powyżej, od dawna znane są skończone zbiory gene-
ratorów dla grupMh

g iMh±
g . Niedawno udało się natomiast pokazać, że każda z

tych grup jest generowana przez dwa elementy skończonego rzędu, oraz że grupa
Mh±

g jest generowana przez trzy symetrie [45]. Wiadomo również, że podgrupa
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Ig grupyMh
g generowana przez inwolucje jest podgrupą właściwą oraz znany jest

jej indeks [45].
Na zakończenie tego rozdziału przedstawiamy schematyczną tabelkę obrazu-

jącą stan dzisiejszej wiedzy o minimalnych zbiorach generatorów grupMg,M±g ,
Mh

g orazMh±
g składających się z elementów skończonego rzędu oraz z inwolucji.

Znak zapytania oznacza, że pełna odpowiedź nie jest znana – podajemy wtedy
najlepszy znany wynik w tym kierunku.

Mg M±g Mh
g Mh±

g

elementy
sk. rzędu

2 dla g ­ 1,
[26]

?
2 dla g = 1, 2

[45]
3 dla g ­ 3

[44]

2 dla g ­ 2
[45]

2 dla g ­ 2
[45]

inwolucje
?

6 dla g ­ 3,
[8]

3 dla g ­ 1
[44]

–
3 dla g ­ 2

[45]



ROZDZIAŁ 1

Wprowadzenie

1.1. Grupy klas odwzorowań

Definicja. Mówimy, że homeomorfizmy f, g : X → Y są izotopijne o ile
istnieje ciągłe odwzorowanie H : X × [0, 1]→ Y takie, że

H(x, 0) = f(x) dla x ∈ X,

H(x, 1) = g(x) dla x ∈ X,

H(·, t) : X → Y jest homeomorfizmem, dla t ∈ [0, 1].

Przez Tg będziemy oznaczać orientowalną, zamkniętą powierzchnię topolo-
giczną rodzaju g.

Definicja. Grupą klas odwzorowań (ang. mapping class group) powierzch-
ni Tg nazywamy iloraz grupy homeomorfizmów tej powierzchni zachowujących
orientację przez podgrupę homeomorfizmów izotopijnych z identycznością. Gru-
pę tę oznaczamy symbolem Mg.

Jeżeli w powyższej definicji dopuścimy również odwzorowania zmieniające
orientację, otrzymamy tzw. rozszerzoną grupę klas odwzorowań, którą będziemy
oznaczać M±g .

Oczywiście grupyMg iM±g zależą tylko od rodzaju g powierzchni Tg a nie od
jej modelu. Warto również odnotować, że gdybyśmy w powyższej definicji używali
homotopii zamiast izotopii, to na mocy Twierdzenia 6.4a z [14] otrzymalibyśmy
dokładnie te same grupy Mg i M±g .

Na ogół będziemy używać tych samych symboli dla klas izotopii jak i dla
reprezentantów tych klas.

Przykład 1.1. Na mocy Twierdzenia 4.4 z [4], każdy zachowujący orientację
homeomorfizm sfery T0 = S2 jest izotopijny z identycznością. Tym samym M0
jest grupą trywialną oraz M±0 ∼= Z2.

Ze względu na powyższy przykład, w dalszej części pracy będziemy zawsze
zakładać, że g ­ 1.

Wiadomo, że grupa podstawowa π1(Tg, x0) jest izomorficzna z grupą o przed-
stawieniu:

〈t1, . . . , tg, s1, . . . , sg | [t1, s1][t2, s2] · · · [tg, sg]〉.
Oznaczmy relację występującą w tym przedstawieniu przez R. Każdy homeomor-
fizm h : Tg → Tg jest izotopijny z homeomorfizmem h̃ : Tg → Tg zachowującym
punkt bazowy x0. Ponieważ jednak izotopia ta nie jest wyznaczona jednoznacz-
nie (zależy ona od klasy homotopii drogi łączącej x0 z f(x0)), więc indukowany
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1. Wprowadzenie 7

automorfizm (h̃)∗ : π1(Tg, x0) → π1(Tg, x0) jest wyznaczony przez h tylko z do-
kładnością do automorfizmu wewnętrznego grupy π1(Tg, x0). Innymi słowy mamy
odwzorowanie

Ψ: M±g → Out(π1(Tg, x0)),

gdzie Out(G) = Aut(G)/ Inn(G) oznacza grupę automorfizmów zewnętrznych
grupy G, tj. iloraz grupy wszystkich automorfizmów przez podgrupę składającą
się z automorfizmów wewnętrznych.

Jeżeli ponadto h zachowuje orientację, to Ψ(h) przeprowadza R w sprzężenie
R; jeżeli natomiast h zmienia orientację, to Ψ(h)(R) jest sprzężone z R−1. Tym
samym Ψ obcina się do

Ψ+ : Mg → Out+(π1(Tg, x0)),

gdzie Out+(π1(Tg, x0)) jest podgrupą Out(π1(Tg, x0)) składającą się z elementów
przeprowadzających R na sprzężenie R.

Nietrywialnym faktem jest to, że zarówno Ψ jak i Ψ+ są izomorfizmami.

Twierdzenie 1.2 ([34], str. 176 oraz [54], Twierdzenie 5.15.3). Niech g ­ 1.
Każde z odwzorowań

Ψ: M±g → Out(π1(Tg))

oraz
Ψ+ : Mg → Out+(π1(Tg))

zdefiniowanych powyżej jest izomorfizmem. ¤

Przykład 1.3. Powyższa charakteryzacja grupM±g orazMg pozwala łatwo
zidentyfikować grupy M±1 oraz M1. Rzeczywiście, ponieważ π1(T1) ∼= Z2, więc
na mocy Twierdzenia 1.2,

M±1 ∼= Out(Z2) = Aut(Z2) = GL(2,Z)

oraz
M1 ∼= Out+(Z2) = Aut+(Z2) = SL(2,Z).

1.2. Skręcenia Dehna

Przez okrąg będziemy w dalszym ciągu rozumieć zamkniętą krzywą zwyczaj-
ną. Niech S będzie powierzchnią walca w R3 o równaniu

{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1, z ∈ [0, 1]

}
.

We współrzędnych walcowych

S =
{
(r, θ, z) | r = 1, z ∈ [0, 1]

}
.

Homeomorfizm t : S → S zdefiniowany wzorem

t(r, θ, z) = (r, θ + 2πz, z)

nazywamy standardowym (prawym) skręceniem Dehna (ang. Dehn twist) walca
S (Rysunek 1.1).
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Rysunek 1.1. Walec S oraz jego obraz przy skręceniu t.

Jeżeli mamy teraz zachowujące orientację zanurzenie e : S → Tg, to możemy
określić homeomorfizm te : Tg → Tg wzorem:

te(x) =

{
x dla x 6∈ e(S),
ete−1(x) dla x ∈ e(S).

Jeżeli przez a oznaczymy okrąg na S o równaniu
{
(r, θ, z) | r = 1, z = 1

2

}
, to

klasa izotopii homeomorfizmu te zależy tylko od klasy izotopii okręgu c = e(a)
(Rysunek 1.2).

Rysunek 1.2. Zanurzenie walca S w powierzchnię Tg.

Definicja. Przy powyższych oznaczeniach, klasę izotopii homeomorfizmu te
nazywamy skręceniem Dehna względem okręgu c.

Dla prostoty przyjmijmy konwencję, że okręgi będziemy zawsze oznaczać ma-
łymi literami alfabetu łacińskiego, a skręcenie względem okręgu wielką literą od-
powiadającą literze okręgu – np. skręcenie względem okręgu c będziemy oznaczać
przez C.

Uwaga. Ponieważ każda krzywa zamknięta c na powierzchni Tg jest izoto-
pijna z krzywą posiadającą otoczenie walcowe, więc wyznacza ona jednoznacznie
klasę izotopii skręcenia C (Rysunek 1.3).

Bezpośrednio z definicji skręcenia wynika następujące
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Rysunek 1.3. Schemat działania skręcenia C względem krzywej c.

Stwierdzenie 1.4. Jeżeli c jest okręgiem na Tg oraz d = f(c), gdzie f : Tg →
Tg jest homeomorfizmem, to

fCf−1 =

{
D jeśli f zachowuje orientację,
D−1 jeśli f zmienia orientację.

¤

1.3. Generatory grup klas odwzorowań

Niech a1, . . . , a2g+2 oraz b1, . . . , bg będą okręgami jak na Rysunku 1.4.

Rysunek 1.4. Generatory Lickorisha grupy Mg.

Twierdzenie 1.5 (Lickorish [28, 29]). Niech g ­ 1. Grupa Mg jest genero-
wana przez 3g − 1 skręceń: A1, A2, . . . , A2g+1, B2, B3, . . . , Bg−1. ¤

Prawdziwe jest również następujące wzmocnienie powyższego twierdzenia.

Twierdzenie 1.6 (Humphries [22]). Niech g ­ 2. Grupa Mg jest generowa-
na przez 2g+1 skręceń: A1, A2, . . . , A2g, B2. Ponadto powyższy zbiór generatorów
jest minimalny w następującym sensie: każdy zbiór generatorów grupy Mg skła-
dający się ze skręceń Dehna zawiera co najmniej 2g + 1 elementów. ¤
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Przypomnijmy, że przez symetrię powierzchni Tg rozumiemy zmieniający orien-
tację homeomorfizm, którego klasa w M±g jest elementem rzędu 2.

Twierdzenie 1.7 (Gromadzki, Stukow [18], Twierdzenie 1). Niech g ­ 1.
Wtedy grupa M±g jest skończenie generowana przez symetrie.

Dowód. Niech σ będzie symetrią powierzchni Tg względem płaszczyzny za-
wierającej okręgi a2, a4, . . . , a2g (równoważnie, używając Rysunku 1.5, σ jest sy-
metrią Tg względem płaszczyzny xy).

Zauważmy, że

M±g = 〈A1, A2, . . . , A2g, B2, σ〉 = 〈σA1, σA2, . . . , σA2g, σB2, σ〉.
Pierwsza równość wnika z Twierdzenia 1.6 oraz z faktu, że Mg jest podgrupą
indeksu 2 w M±g , a druga jest oczywista. Ponadto, na mocy Stwierdzenia 1.4,
mamy

σAiσ = A−1
i dla i = 1, . . . , 2g + 2,

σBjσ = B−1
j dla j = 1, . . . , g,

(1.7.1)

co oznacza, że σA1, . . . , σA2g, σB2 są symetriami. ¤
W dalszej części pracy będziemy również korzystać z następującego zbioru

generatorów

Twierdzenie 1.8 (Korkmaz [26], Twierdzenie 5). Niech g ­ 2. Wtedy

Mg = 〈M,Bg−1〉,
gdzie M = A2A3 · · ·A2g+1. ¤

1.4. Hipereliptyczne grupy klas odwzorowań

Definicja. Jeżeli zrealizujemy powierzchnię Tg w przestrzeni R3 w sposób
pokazany na Rysunku 1.5, tzn. tak aby płaszczyzny układu były jej płaszczyzna-
mi symetrii, to klasę izotopii homeomorfizmu % : Tg → Tg indukowanego przez
półobrót względem osi x nazywamy inwolucją hipereliptyczną.

Rysunek 1.5. Inwolucja hipereliptyczna % : Tg → Tg.
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Definicja. Rozszerzoną hipereliptyczną grupą klas odwzorowań nazywamy
centralizator w M±g elementu % i oznaczamy Mh±

g . Definiujemy ponadto hiper-
eliptyczną grupę klas odwzorowań Mh

g jako centralizator % w Mg.

Przykład 1.9. Przyjmując oznaczenia jak w Twierdzeniu 1.5, każde ze skrę-
ceń Ai jest elementem grupy Mh

g . Rzeczywiście, ponieważ %(ai) = ai, więc na
mocy Stwierdzenia 1.4, %Ai% = Ai. W szczególności, na mocy Twierdzenia 1.5,
Mh±

g =M±g oraz Mh
g =Mg dla g = 1, 2.

Ze względu na powyższy przykład oraz z pewnych powodów technicznych,
zwykle będziemy rozważać grupy Mh

g i Mh±
g tylko dla g ­ 2.

Niech T0,2g+2 będzie sferą z wyróżnionym zbiorem

Σ = {z1, . . . , z2g+2}
2g+ 2 punktów. Zwykle elementy zbioru Σ będziemy nazywać nakłuciami. Przez
homeomorfizmy przestrzeni T0,2g+2, będziemy rozumieć takie homeomorfizmy
f : T0,2g+2 → T0,2g+2, które zachowują zbiór Σ, tzn. f(Σ) = Σ. Podobnie dwa
takie homeomorfizmy f, g : T0,2g+2 → T0,2g+2 będziemy nazywać izotopijnymi je-
żeli istnieje izotopia

H : T0,2g+2 × [0, 1]→ T0,2g+2

taka, że

H(x, 0) = f(x) dla x ∈ T0,2g+2,

H(x, 1) = g(x) dla x ∈ T0,2g+2,

H(Σ, t) = Σ dla każdego t ∈ [0, 1].

PrzezM±0,2g+2 będziemy oznaczać grupę klas izotopii homeomorfizmów prze-
strzeni T0,2g+2, a przez M0,2g+2 jej podgrupę składającą się z elementów zacho-
wujących orientację.

Przestrzeń orbit Tg/〈%〉 jest homeomorficzna ze sferą, ponadto każdy home-
omorfizm f : Tg → Tg przemienny z %, zachowuje zbiór Σ = {z1, . . . , z2g+2} punk-
tów stałych inwolucji % – Rysunek 1.6. Widzimy więc, że odwzorowanie f indu-
kuje element grupy M±0,2g+2. Mniej trywialnym jest fakt, że dla g ­ 2 opisane
przyporządkowanie jest surjekcją oraz, że „faktoryzuje” się ono do klas izotopii.

Rysunek 1.6. Sfera z wyróżnionymi punktami jako przestrzeń
orbit Tg/〈%〉.
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Twierdzenie 1.10 (Birman, Hilden [7], Twierdzenia 1 i 7). Niech g ­ 2.
Istnieje kanoniczny epimorfizm Φ: Mh

g → M0,2g+2, który indukuje izomorfizm
Mh

g/〈%〉 ∼=M0,2g+2. ¤

Dowód tego twierdzenia przebiega w dwóch krokach. Najpierw udowadnia
się, że zarówno homeomorfizmy przestrzeni T0,2g+2 jak i ich izotopie podnoszą się
do homeomorfizmów (izotopii) przestrzeni Tg. Druga, trudniejsza część dowodu
polega na wykazaniu, że jeżeli dwa homeomorfizmy f, f ′ : Tg → Tg, przemienne z
%, reprezentują ten sam element grupy Mg, to łącząca je izotopia może być tak
wybrana, aby była przemienna z %.

Wniosek 1.11. Istnieje kanoniczny epimorfizm Φ: Mh±
g → M±0,2g+2, który

indukuje izomorfizm Mh±
g /〈%〉 ∼=M±0,2g+2.

Dowód. Ponieważ Mh±
g powstaje z grupy wszystkich homeomorfizmów hi-

pereliptycznych przez podzielenie przez podgrupę I składającą się z odwzorowań
izotopijnych z identycznością, więc aby wykazać, że Φ jest dobrze zdefiniowane,
należy pokazać, że Φ(I) = 1 w M±0,2g+2. To jednak wynika z Twierdzenia 1.10,
gdyż I ¬Mh

g .
Podobnie, ponieważ element zmieniający orientację nie może być izotopijny

z identycznością, więc ker Φ ¬ Mh
g . Na mocy Twierdzenia 1.10 oznacza to, że

ker Φ = 〈%〉. ¤

1.5. Warkocze

Elementy grupyM0,2g+2 indukowane przez skręcenia A1, . . . , A2g+2 będziemy
oznaczać odpowiednio przez σ1, . . . , σ2g+2. Innymi słowy, jeżeli π : Tg → Tg/〈%〉
jest rzutowaniem na przestrzeń orbit to

σi(x) = πAiπ
−1(x).

Elementy σi : T0,2g+2 → T0,2g+2 są przykładami tzw. warkoczy (ang. braids) –
patrz np. [4, 5]. Nośnikiem działania warkocza σi jest otwarty dysk Ui ⊆ T0,2g+2
taki, że Ui ∩ Σ = {zi, zi+1}. Ponadto σi(zi) = zi+1, σi(zi+1) = zi (przyjmujemy
umowę, że z2g+3 = z1). Schematyczny sposób działania warkocza σi jest pokazany
na Rysunku 1.7.

Rysunek 1.7. Schemat działania warkocza σi.

Okazuje się, że warkocze σ1, . . . , σ2g+1 generują grupęM0,2g+2 oraz grupa ta
posiada bardzo proste przedstawienie w tych generatorach.
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Twierdzenie 1.12 (Magnus [33]). GrupaM0,2g+2 posiada następujące przed-
stawienie
generatory: σ1, . . . , σ2g+1,
relacje:

σiσj = σjσi dla |i− j| ­ 2,(1.12.1)

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 dla 1 ¬ i ¬ 2g,(1.12.2)

(σ1σ2 · · ·σ2g+1)2g+2 = 1,(1.12.3)

σ1σ2 · · ·σ2gσ2g+1σ2g+1σ2g · · ·σ2σ1 = 1.(1.12.4)

¤

Klasycznie grupa warkoczy jest zdefiniowana dla dysku D2 a nie dla sfery S2

jak powyżej [1, 2]. Różnica między tymi dwoma grupami odbita jest w relacjach
(1.12.3) oraz (1.12.4) – przedstawienie grupy warkoczy dla dysku różni się od
powyższego brakiem tych dwóch relacji ([4], Twierdzenie 1.8).

Korzystając z Twierdzenia 1.12, możliwe jest otrzymanie przedstawienia dla
grupy Mh

g .

Twierdzenie 1.13 (Birman, Hilden [7], Twierdzenie 8). Grupa Mh
g posiada

następujące przedstawienie
generatory: A1, . . . , A2g+1,
relacje:

AiAj = AjAi dla |i− j| ­ 2,(1.13.1)

AiAi+1Ai = Ai+1AiAi+1 dla 1 ¬ i ¬ 2g,(1.13.2)

(A1A2 · · ·A2g+1)2g+2 = 1,(1.13.3)

(A1 · · ·A2g+1A2g+1 · · ·A1)2 = 1,(1.13.4)

(A1 · · ·A2g+1A2g+1 · · ·A1)A1 = A1(A1 · · ·A2g+1A2g+1 · · ·A1).(1.13.5)

¤

Dalszy ciąg rozważań poprzedzimy kilkoma komentarzami dotyczącymi po-
wyższego przedstawienia. Otóż okazuje się, że

A1 · · ·A2g+1A2g+1 · · ·A1 = %

jest wcześniej zdefiniowaną inwolucją hipereliptyczną ([7], Równanie (8)). Tym
samym relacje (1.13.4) oraz (1.13.5) są wyrazem faktu, że % jest inwolucją oraz, że
% jest przemienne zA1. Aby wyjaśnić relacje (1.13.3), oznaczymyB = A1A2 · · ·A2g+1.
Wtedy B jest podniesieniem obrotu σ1σ2 · · ·σ2g+1 sfery T0,2g+2 rzędu 2g + 2 –
jest to obrót przeprowadzający zi na zi+1 dla i = 1, . . . , 2g + 1 oraz z2g+2 na z1.

W dalszej części pracy wygodnie będzie korzystać z następującego rozszerze-
nia powyższego przedstawienia.

Twierdzenie 1.14. Grupa Mh
g posiada następujące przedstawienie

generatory: A1, . . . , A2g+2, B,B, %,
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relacje:

B = A1A2 · · ·A2g+1,(1.14.1)

B = A2g+1A2g · · ·A1,(1.14.2)

% = BB,(1.14.3)

Aj = BAiB
−1 dla j ≡ i+ 1 mod 2g + 2,(1.14.4)

AiAj = AjAi, dla 2 ¬ |i− j| ¬ 2g,(1.14.5)

Aαi A
β
jA

β
i = AβjA

β
i A

α
j dla j ≡ i+ 1 mod 2g + 2, α, β ∈ {−1, 1},(1.14.6)

B2g+2 = 1,(1.14.7)

%2 = 1,(1.14.8)

%Ai = Ai% dla i = 1, . . . , 2g + 2.(1.14.9)

¤
Powyższe przedstawienie powstaje z przedstawienia zawartego w Twierdze-

niu 1.13 przez dodanie generatorów A2g+2, B,B, % oraz pewnej ilości zbędnych
relacji. Relacja (1.14.4) wynika ze Stwierdzenia 1.4 oraz z prostej do sprawdzenia
równości

B(ai) = aj dla j ≡ i+ 1 mod 2g + 2.

Uwaga 1.15. Zauważmy, że na mocy relacji (1.14.4) i Twierdzenia 1.13,

〈B,Ai〉 =Mh
g dla każdego 1 ¬ i ¬ 2g + 2.

Uwaga 1.16. Na mocy relacji (1.14.4), dla każdego k ∈ Z mamy

(1.16.1) B = BkBB−k = BkA1A2 · · ·A2g+1B
−k = A1+kA2+k · · ·A2g+1+k,

gdzie indeksy należy zredukować modulo 2g + 2.
Podobnie uzasadniamy, że

B = A2g+1+kA2g+k · · ·A1+k.

1.6. Podgrupy skończone grup klas odwzorowań

Szczególne znaczenie elementów skończonego rzędu w grupach klas odwzoro-
wań wynika z następującego

Twierdzenie 1.17 (Kerckhoff [24]). Każda skończona podgrupa grupy Mg

[M±g ] zamkniętej powierzchni orientowalnej Tg może być zrealizowana jako grupa
homeomorfizmów. Co więcej może być ona zrealizowana jako grupa automorfi-
zmów powierzchni Riemanna [Kleina] ze względu na pewną strukturę analityczną
[dianalityczną] na Tg. ¤

Co więcej dobrze znana jest odpowiedniość między zwartymi powierzchniami
Riemanna a nierozkładalnymi zespolonymi krzywymi algebraicznymi, co pozwala
utożsamiać skończone podgrupy grupyM±g z grupami automorfizmów krzywych
algebraicznych.

Przy tej odpowiedniości, skończone podgrupy grup Mh
g i Mh±

g odpowiadają
grupom automorfizmów hipereliptycznych powierzchni Riemanna, tj. krzywych
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algebraicznych, których część afiniczna może być zdefiniowana równaniem y2 =
f(x), gdzie f ∈ C[x] jest wielomianem bez pierwiastków wielokrotnych. Powyższy
opis wyjaśnia użycie słowa „hipereliptyczne” w definicji grup Mh

g i Mh±
g .

Jako przykład zastosowania powyższej odpowiedniości, zauważmy, że ponie-
waż maksymalny rząd automorfizmu powierzchni Riemanna rodzaju g wynosi
4g + 2 ([53]), więc 4g + 2 jest maksymalnym rzędem elementu torsyjnego w
grupie Mg. Okazuje się, że przykładem takiego elementu jest homeomorfizm M
zdefiniowany w treści Twierdzenia 1.8 – patrz uwagi przed dowodem Twierdzenia
2.1.

1.7. Reprezentacje symplektyczne grup klas odwzorowań

Niech I będzie macierzą identyczności wymiaru g × g oraz niech J będzie
macierzą wymiaru 2g × 2g daną w postaci blokowej

J =
[

0 I
−I 0

]
.

Definicja. Niech R będzie ciałem lub pierścieniem liczb całkowitych, oraz
niech M(2g,R) będzie zbiorem macierzy wymiaru 2g × 2g nad R. Podgrupę ma-
cierzy M ∈ M(2g,R) spełniających warunek

MJM t = ±J

nazywamy rozszerzoną grupą symplektyczną (o współczynnikach w R) i oznacza-
my Sp±(2g,R). Podgrupę grupy Sp±(2g,R) składającą się z macierzy M speł-
niających

MJM t = J

nazywamy grupą symplektyczną i oznaczamy Sp(2g,R).

Ponieważ odwzorowania izotopijne z identycznością indukują trywialny auto-
morfizm na H1(Tg,Z), mamy kanoniczne odwzorowanie

Ψ: M±g → Aut(H1(Tg,Z)).

Oczywiście H1(Tg,Z) ∼= Z2g oraz za bazę tej grupy możemy wziąć klasy homologii
okręgów (zorientowanych zgodnie z Rysunkiem 1.4)

B = (a2, a4, . . . , a2g, b1, b2, . . . , bg).

Po ustaleniu tej bazy, możemy Ψ traktować jako odwzorowanie

Ψ: M±g → M(2g,Z).

Powyższe odwzorowanie nie jest „na”. Aby to zobaczyć, zauważmy, że geome-
tryczna natura bazy B definiuje naturalną symplektyczna formę dwuliniową J(·, ·)
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w H1(Tg,Z), zadaną na bazie wzorem

J(ai, aj) = 0,

J(bi, bj) = 0,

J(ai, bj) =

{
1 dla j = 2i,
0 dla j 6= 2i,

J(bj , ai) =

{
−1 dla j = 2i,
0 dla j 6= 2i.

Innymi słowy J jest algebraicznym indeksem przecięcia się klas homologii. Za-
uważmy, że oznaczenie powyższej formy dwuliniowej przez J jest nieprzypad-
kowe – macierz tej formy jest dokładnie macierzą J zdefiniowaną na początku
tego podrozdziału. Oczywiście każdy homeomorfizm f ∈ M±g spełnia warunek
J(f(q), f(r)) = ±J(q, r), gdzie q, r są klasami homologii dwóch okręgów na Tg.
Ponadto jeżeli f ∈ Mg, to J(f(q), f(r)) = J(q, r). Widzimy zatem, że mamy
homomorfizmy:

Ψ: M±g → Sp±(2g,Z),

Ψ+ : Mg → Sp(2g,Z).

Nietrywialnym faktem jest, że powyższe odwzorowania są „na”.

Twierdzenie 1.18 ([34], str. 178). Zdefiniowane powyżej odwzorowania Ψ
oraz Ψ+ są epimorfizmami. ¤
Dowód powyższego twierdzenia polega na znalezieniu generatorów grupy Sp(2g,Z)
i pokazaniu, że macierze te pochodzą od pewnych homeomorfizmów powierzch-
ni Tg.

Bardzo ciekawym obiektem jest jądro Ψ+ – jest to tzw. grupa Torelli. Grupa
ta, ze względu na liczne zastosowania w innych dziedzinach, jest od wielu lat
przedmiotem intensywnych badań – patrz np. [15].



ROZDZIAŁ 2

Minimalna liczba symetrii generujących rozszerzoną
grupę klas odwzorowań

Głównym celem tego rozdziału jest wykazanie, że rozszerzona grupa klas od-
wzorowań M±g jest generowana przez trzy symetrie, tj. zmieniające orientację
inwolucje.

Twierdzenie 2.1 (Stukow [44], Twierdzenie 1). Dla każdego g ­ 1, rozsze-
rzona grupa klas odwzorowań M±g jest generowana przez trzy symetrie.

Na mocy Twierdzenia 1.18, jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy

Twierdzenie 2.2. Rozszerzona grupa symplektyczna Sp±(2g,Z) jest genero-
wana przez trzy inwolucje σ1, σ2, σ3 ∈ Sp±(2g,Z) \ Sp(2g,Z). ¤

Załóżmy na chwilę, że g ­ 2. Idea dowodu Twierdzenia 2.1 jest dość prosta.
Na mocy Twierdzenia 1.8, wystarczy znaleźć symetrię ε ∈M±g taką, że zarówno
εM jak i εBg−1 są symetriami – wtedy M±g = 〈ε, εM, εBg−1〉. Przykład takiej
symetrii jest podany poniżej w równości (2.2.1). Wprawdzie z punktu widzenia
dowodu nie jest istotne w jaki sposób symetrię tę udało się uzyskać – wystarczy
tylko sprawdzić, że posiada ona żądane własności, jednak dla pełności krótko
opiszemy teraz procedurę prowadzącą do definicji ε.

Otóż okazuje się, że jeżeli Φ: Mh±
g →M±0,2g+2 jest homomorfizmem z Wnio-

sku 1.11, to M̃ = Φ(M) jest obrotem sfery S0,2g+2 takim, że M̃(zi) = zi+1 dla
i = 2, . . . , 2g+1, M̃(z2g+2) = z2 oraz M̃(z1) = z1 (Rysunek 2.1(i)). Innymi słowy

Rysunek 2.1. Obrót M̃ oraz symetrie ε̃ oraz σ̃.

M może być traktowane jako jedno z „podniesień” elementu M̃ . Ta interpreta-
cja elementu M pozwala zauważyć, że może on być napisany (na różne sposoby)

17
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jako M = εε1, gdzie ε i ε1 są podniesieniami dwóch symetrii ε̃ i ε̃1. Zauważmy
teraz, że wystarczy wybrać ε̃ i ε̃1 oraz ich podniesienia w taki sposób, aby ε i ε1
były symetriami (a priori może się zdarzyć, że będą to elementy rzędu 4) oraz
aby ε(bg−1) = b±1

g−1. Aby był spełniony drugi warunek sprawdzamy jak wygląda
Φ(bg−1) – okazuje się, że jest to brzeg dysku na S0,2g+2 ograniczającego nakłucia
z2g−1, z2g, z2g+1 oraz z2g+2 (Rysunek 2.1(i)). To sugeruje aby za ε̃ wziąć symetrię
względem płaszczyzny przechodzącej przez z1, zg oraz środek sfery S0,2g+2 (Rysu-
nek 2.1(i)). Chcąc sprawdzić czy ten element spełnia żądane własności, wygodnie
jest go zapisać w generatorach grupyM±0,2g+2. Aby to zrobić zauważmy, że jeżeli
σ̃ jest symetrią sfery S0,2g+2 względem płaszczyzny przechodzącej przez wszystkie
nakłucia z1, . . . , z2g+2 (tzn. jest to symetria względem płaszczyzny zawierającej
równik na Rysunku 2.1(ii) – jedno z podniesień tego elementu jest symetrią σ z
Twierdzenia 1.7), to na mocy Twierdzenia 1.13, σ̃ε̃ może być napisany jako pro-
dukt warkoczy σ1, . . . , σ2g+1. Ponadto istnieje dość prosty algorytm pozwalający
znaleźć to przedstawienie. Okazuje się, że

σ̃ε̃ = (σ2g−3,2g−3σ2g−4,2g−3 · · ·σ2,2g−3)σ2g−1σ2gσ2g−1σ2g+1σ2gσ2g−1,

gdzie σi,j = σ−1
i σ−1

i+1 · · ·σ−1
j dla 2 ¬ i ¬ j oraz przyjmujemy umowę, że dla g = 2

iloczyn w nawiasie jest „pusty”, tj.

σ2g−3,2g−3σ2g−4,2g−3 · · ·σ2,2g−3 = 1.

Ponieważ Φ(Ai) = σi, więc jedno z podniesień elementu ε̃ jest równe:

(2.2.1) ε = σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1,

gdzie Ai,j = A−1
i A−1

i+1 · · ·A−1
j dla 2 ¬ i ¬ j oraz tak jak poprzednio,

(2.2.2) A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3 = 1 dla g = 2.

Dowód Twierdzenia 2.1. Przypuśćmy najpierw, że g = 1. Na mocy Twier-
dzenia 1.5,Mg = 〈A1, A2〉. Ponadto na mocy relacji (1.7.1), σA1 i σA2 są syme-
triami. Mamy zatem M±g = 〈σ, σA1, σA2〉.

Załóżmy teraz, że g ­ 2 i niech ε ∈M±g będzie jak w (2.2.1). Jak zauważyli-
śmy powyżej, na mocy Twierdzenia 1.8, wystarczy wykazać, że ε spełnia nastę-
pujące warunki:

(1) ε2 = 1,
(2) MεM = ε,
(3) (εBg−1)2 = 1.

Zanim uzasadnimy punkty (1)–(3), potrzebujemy dwóch lematów. W przepro-
wadzanych rachunkach będziemy wielokrotnie korzystać z relacji (1.7.1), (1.14.5)
oraz (1.14.6). Ponadto przyjmijmy umowę, że w przeprowadzanych rachunkach:

• nawiasy kwadratowe wskazują elementy przemienne, np.

A1[A2][A5]A3 = A1A5A2A3,

• podkreślone elementy wskazują możliwe redukcje, np.

A1A2A5A
−1
2 = A1A5,
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• nawiasy {} wskazują miejsca, w których stosujemy relacje, np.

A3{A2A1A
−1
2 A−1

1 }A3 = A3A
−1
1 A2A3.

Lemat 2.3. Dla każdych 1 ¬ i ¬ k < j ¬ 2g + 1 oraz α ∈ {0, 1},
Ai,jA

α
k = Aαk+1Ai,j .

W szczególności
Ai,jAk,l = Ak+1,l+1Ai,j

dla 1 ¬ i ¬ k < l < j ¬ 2g + 1.

Dowód.

Ai,jA
α
k =A−1

i · · ·A−1
k−1A

−1
k A−1

k+1[A−1
k+2 . . . A

−1
j ][Aαk ]

= A−1
i · · ·A−1

k−1{A−1
k A−1

k+1A
α
k}A−1

k+2 . . . A
−1
j

= [A−1
i · · ·A−1

k−1][Aαk+1]A−1
k A−1

k+1A
−1
k+2 . . . A

−1
j

= Aαk+1Ai,j .

¤
Lemat 2.4. Dla każdego 1 ¬ k ¬ 2g + 1,

Ak,kAk−1,k · · ·A2,k = (Ak−1,k−1Ak−2,k−1 · · ·A2,k−1)(A−1
k · · ·A−1

3 A−1
2 ).

Dowód. Dla k = 1, 2 równość powyższa jest spełniona na mocy umowy
(2.2.2), załóżmy zatem, że k ­ 3. W poniższych rachunkach będziemy wielokrot-
nie korzystać z Lematu 2.3.

Ak,kAk−1,k · · ·A2,k = {A−1
k Ak−1,k · · ·A2,k} = (Ak−1,k · · ·A2,k)A

−1
2

= (Ak−1,k−1{A−1
k Ak−2,k · · ·A2,k})A−1

2

= (Ak−1,k−1Ak−2,k · · ·A2,k)A
−1
3 A−1

2

· · ·
= (Ak−1,k−1Ak−2,k−1 · · ·A2,k−1)A−1

k · · ·A−1
3 A−1

2 .

¤
Pokażemy teraz (1).

ε2 =σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

=σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3){A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

σ}[A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3][A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1]

=σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)σA−1
2g−1A

−1
2g A

−1
2g−1A

−1
2g+1A

−1
2g A

−1
2g−1

A2g−1A2g[A2g−1][A2g+1]A2gA2g−1(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)

=σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)σA−1
2g−1A

−1
2g A

−1
2g−1A

−1
2g+1

A2g+1A2g−1A2gA2g−1(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)

=σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3)σ(A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3).
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Wystarczy zatem wykazać, że dla dowolnego 1 ¬ k ¬ 2g + 1

(2.4.1) σ(Ak,kAk−1,k · · ·A2,k)σ(Ak,kAk−1,k · · ·A2,k) = 1.

Dowód przeprowadzimy indukcyjnie. Dla k = 1 równość (2.4.1) jest spełniona na
mocy umowy (2.2.2).

Przypuśćmy teraz, że (2.4.1) zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od k.
W poniższych rachunkach będziemy korzystać z Lematów 2.3 i 2.4.

σ(Ak,kAk−1,k · · ·A2,k)σ(Ak,kAk−1,k · · ·A2,k)

=σ{Ak,k · · ·A2,k}σ(Ak,k · · ·A4,k{A3,kA2,k})
=σ(Ak−1,k−1 · · ·A2,k−1){(A−1

k · · ·A−1
3 A−1

2 )σ}(Ak,k · · ·A4,kA2,kA2,k−1)

=σ(Ak−1,k−1 · · ·A2,k−1)σ(Ak · · ·A3A2)(Ak,k · · · {A4,kA2,k}A2,k−1)

=σ(Ak−1,k−1 · · ·A2,k−1)σ(A−1
2,k)(Ak,k · · ·A2,kA3,k−1A2,k−1)

. . .

=σ(Ak−1,k−1 · · ·A2,k−1)σ(A−1
2,k)(A2,kAk−1,k−1 · · ·A3,k−1A2,k−1)

=σ(Ak−1,k−1 · · ·A2,k−1)σ(Ak−1,k−1 · · ·A2,k−1).

Zatem (2.4.1) zachodzi na mocy założenia indukcyjnego.
Pokażemy teraz (2).

MεM =(A2 · · ·A2g+1)(σA2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1)(A2 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g+1)

={A2 · · ·A2g+1σ}A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2g−1A2g[A2g−1][A2g+1]A2gA2g−1A2 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g+1

=σ(A−1
2 · · ·A−1

2g+1)A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2g−1A2gA2g+1{A2g−1A2gA2g−1}A2 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g+1

=σA2,2g−2(A−1
2g−1A

−1
2g A

−1
2g+1)A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2g−1{A2gA2g+1A2g}A2g−1[A2g][A2 · · ·A2g−2]A2g−1A2gA2g+1

=σA2,2g−2(A−1
2g−1A

−1
2g A

−1
2g+1)A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

[A2g−1][A2g+1]A2gA2g+1A2g−1A2 · · ·A2g−2{A2gA2g−1A2g}A2g+1

=σA2,2g−2(A−1
2g−1A

−1
2g A

−1
2g+1)A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2g+1A2g−1A2g[A2g+1][A2g−1A2 · · ·A2g−2A2g−1]A2g[A2g−1][A2g+1]

=σA2,2g−2(A−1
2g−1A

−1
2g A

−1
2g+1)A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2g+1{A2g−1A2gA2g−1}A2 · · ·A2g−2A2g−1{A2g+1A2gA2g+1}A2g−1

=σA2,2g−2(A−1
2g−1A

−1
2g A

−1
2g+1)A2g−3,2g−3A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2g+1A2gA2g−1[A2g][A2 · · ·A2g−2]A2g−1A2gA2g+1A2gA2g−1

=σ{A2,2g−2A2g−3,2g−3}A2g−4,2g−3 · · ·A2,2g−3

A2A3 · · ·A2g−2{A2gA2g−1A2g}A2g+1A2gA2g−1

=σA2g−2,2g−2{A2,2g−2A2g−4,2g−3} · · ·A2,2g−3
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A2A3 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

=σA2g−2,2g−2A2g−3,2g−2A2,2g−2 · · ·A2,2g−3

A2A3 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

· · ·
=σ(A2g−2,2g−2A2g−3,2g−2 · · ·A3,2g−2A2,2g−2)

A2A3 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

=σ{A2g−2,2g−2 · · ·A3,2g−2A2,2g−2}
A2A3 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

=σ(A2g−3,2g−3 · · ·A3,2g−3A2,2g−3)(A−1
2g−2 · · ·A−1

3 A−1
2 )

A2A3 · · ·A2g−2A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1

=σ(A2g−3,2g−3 · · ·A3,2g−3A2,2g−3)(A2g−1A2gA2g−1A2g+1A2gA2g−1) = ε.

Dla dowodu (3) zauważmy, że ponieważ nośnik każdego ze skręceń występujących
w definicji ε (patrz (2.2.1)) jest rozłączny z bg−1 (innymi słowy w definicji ε nie
występuje A2g−2), więc na mocy relacji (1.7.1), mamy

εBg−1ε = σBg−1σ = B−1
g−1.

¤
Przedstawiony powyżej dowód Twierdzenia 2.1 jest uproszczeniem oryginal-

nego dowodu zawartego w pracy [44]. Zasadnicza różnica polega na reprezento-
waniu elementów M i ε w generatorach grupy M±g a nie jako automorfizmów
zewnętrznych grupy podstawowej π1(Sg) jak w [44].



ROZDZIAŁ 3

Minimalne zbiory generatorów skończonego rzędu dla
hipereliptycznych grup klas odwzorowań

Celem poniższego rozdziału jest wykazanie, że zarówno hipereliptyczna jak i
rozszerzona hipereliptyczna grupa klas odwzorowań jest generowana przez dwa
elementy skończonego rzędu. O ile w przypadku grupyMh

g powyższe stwierdzenie
jest dość proste w dowodzie, to w przypadku grupy Mh±

g dowód jest o wiele
bardziej skomplikowany.

3.1. Generowanie hipereliptycznej grupy klas odwzorowań przez dwa
elementy skończonego rzędu

Twierdzenie 3.1 (Stukow [45], Twierdzenie 1). Niech g ­ 2. Hipereliptyczna
grupa klas odwzorowań Mh

g jest generowana przez dwa elementy rzędów 2g + 2
oraz 4g + 2 odpowiednio.

Dowód. Jak zauważyliśmy w uwagach poprzedzających dowód Twierdzenia
2.1, element M = A2A3 · · ·A2g+1 z Twierdzenia 1.8 jest podniesieniem obrotu
rzędu 2g + 1. Zatem rząd tego elementu jest równy 2g + 1 lub 4g + 2. Okazuje
się, że w istocie jest to 4g + 2 ([20], Lemat 2). Wystarczy zatem wykazać, że

Mh
g = 〈B,M〉,

gdzie B = A1A2 · · ·A2g+1 jest elementem z Twierdzenia 1.14. To jest jednak
natychmiastową konsekwencją Uwagi 1.15 oraz relacji A1 = BM−1. ¤

3.2. Generowanie rozszerzonej hipereliptycznej grupy klas
odwzorowań przez dwa elementy skończonego rzędu

Do końca do rozdziału załóżmy, że g ­ 2.

Stwierdzenie 3.2. Rząd elementu β = σB jest skończony i wynosi 2g + 2
jeżeli g jest nieparzyste oraz 4g + 4 jeżeli g jest parzyste.

Dowód. Po pierwsze zauważmy, że na mocy relacji (1.7.1), σAiσ = A−1
i dla

i = 1, 2 . . . , 2g + 1. Zatem na mocy relacji (1.14.1)–(1.14.3),

(3.2.1) σBσ = B
−1 = %B.

Dzięki powyższej równości otrzymujemy

β2 = σBσB = %B2,

skąd na mocy relacji (1.14.7) i (1.14.9),

β2g+2 = %g+1B2g+2 = %g+1.

Zatem teza wynika z faktu, iż % jest elementem rzędu 2. ¤
22
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Stwierdzenie 3.3. Rząd elementu N = σA−1
2g+1A1A2A

−1
1 BA−1

2g+1 jest skoń-
czony i wynosi 2g jeżeli g jest nieparzyste oraz 4g jeżeli g jest parzyste.

Dowód. Pokażemy indukcyjnie, że dla 1 ¬ k ¬ g,

(3.3.1) N2k = A2g+1(A2 · · ·A2kA2k+1)(A−1
1 · · ·A−1

2k−1A
−1
2k )B2kA−1

2g+1%
k.

Dla k = 1, na mocy relacji (1.7.1), (1.14.1)–(1.14.9) oraz (3.2.1) otrzymujemy
(będziemy w dalszym ciągu stosować ustaloną w dowodzie Twierdzenia 2.1 kon-
wencję zapisu rachunków)

N2 = (σA−1
2g+1A1A2A

−1
1 BA−1

2g+1)(σA−1
2g+1A1A2A

−1
1 BA−1

2g+1)

= {σA−1
2g+1A1A2A

−1
1 BA−1

2g+1}σA−1
2g+1A1A2A

−1
1 BA−1

2g+1

= A2g+1{A−1
1 A−1

2 A1}[%][{BσσA1A2A
−1
1 }BA−1

2g+1]

= A2g+1A2[A−1
1 ]A−1

2 A2[A3]A−1
2 B2A−1

2g+1%

= A2g+1(A2A3)(A−1
1 A−1

2 )B2A−1
2g+1%.

(3.3.2)

Załóżmy teraz, że

N2k−2 = A2g+1(A2 · · ·A2k−2A2k−1)(A−1
1 · · ·A−1

2k−3A
−1
2k−2)B2k−2A−1

2g+1%
k−1.

Mamy zatem

N2k =A2g+1(A2 · · ·A2k−2A2k−1)(A−1
1 · · ·A−1

2k−3A
−1
2k−2)

{B2k−2A−1
2g+1[%k−1][A2g+1(A2A3)(A−1

1 A−1
2 )}B2A−1

2g+1]%

=A2g+1(A2 · · ·A2k−2A2k−1)[A−1
1 · · ·A−1

2k−3A
−1
2k−2]

[A2kA2k+1](A−1
2k−1A

−1
2k )B2kA−1

2g+1%
k

=A2g+1(A2 · · ·A2kA2k+1)(A−1
1 · · ·A−1

2k−1A
−1
2k )B2kA−1

2g+1%
k

co kończy dowód indukcyjny.
Podstawiając k = g w równości (3.3.1), na mocy relacji (1.16.1) otrzymujemy

N2g =A2g+1(A2 · · ·A2gA2g+1)(A−1
1 · · ·A−1

2g−1A
−1
2g )B2gA−1

2g+1%
g

=A2g+1(A2 · · ·A2gA2g+1A2g+2)(A−1
2g+2A

−1
1 · · ·A−1

2g−1A
−1
2g )B2gA−1

2g+1%
g

=A2g+1B{B−1}B2gA−1
2g+1%

g = A2g+1B%BB
2gA−1

2g+1%
g = %g+1

Teza wynika zatem z faktu, że % jest elementem rzędu 2. ¤

Niech G = 〈β,N〉. Naszym celem jest pokazanie, że G =Mh±
g (Twierdzenie

3.7). Zanim jednak to zrobimy potrzebujemy kilku, rachunkowo dość skompliko-
wanych lematów.

Lemat 3.4. Niech g = 2. Wtedy

N−1βN2βNβN−1β−1N−1βN2βNβ = A−1
3 .
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Dowód. Korzystając z relacji (1.7.1), (1.14.1)–(1.14.9), (1.16.1), (3.2.1), (3.3.2)
otrzymujemy

N−1βN2βNβN−1β−1N−1βN2βNβ

=(A5B
−1A1A

−1
2 A−1

1 A5σ)σB(A5A2A3A
−1
1 A−1

2 B2A−1
5 %)σB

(σA−1
5 A1A2A

−1
1 BA−1

5 )σB(A5B
−1A1A

−1
2 A−1

1 A5σ)B−1σ

(A5B
−1A1A

−1
2 A−1

1 A5σ)σB(A5A2A3A
−1
1 A−1

2 B2A−1
5 %)σB

(σA−1
5 A1A2A

−1
1 BA−1

5 )σB

=A5{B−1A1A
−1
2 A−1

1 A5B}A5A2A3A
−1
1 A−1

2 {B2A−1
5 %%B}

A−1
5 A1A2A

−1
1 BA−1

5 %{BA−1
5 %B−1}A−1

1 A2A1A
−1
5 B−1

A−1
5 %{B−1A−1

1 A2A1A
−1
5 %B}A−1

5 A−1
2 A−1

3 A1A2B
2A5%B

A5A
−1
1 A−1

2 A1%{BA5B}
=A5{A6A

−1
1 A−1

6 }A4A5A2A3A
−1
1 A−1

2 A−1
1 {B3

A−1
5 A1A2A

−1
1 B}A−1

5 A−1
6 A−1

1 A2A1A
−1
5 B−1

A−1
5 A−1

6 A1A6A
−1
4 A−1

5 A−1
2 A−1

3 A1A2{B2A5B}A5A
−1
1 A−1

2 A1A6B
2

=A5A
−1
1 A−1

6 [A1][A4]A5A2A3A
−1
1 A−1

2 A−1
1

A−1
2 {A4A5A

−1
4 }{B−2A−1

5 A−1
6 A−1

1 A2A1A
−1
5 B−1}

A−1
5 A−1

6 A1A6A
−1
4 A−1

5 A−1
2 A−1

3 A1A2B
3A4A5A

−1
1 A−1

2 A1A6B
2

=A5A
−1
1 A−1

6 A4A1A5A2A3[A−1
1 A−1

2 A−1
1

A−1
2 ]A−1

5 [A4A5]A−1
3 A−1

4 A−1
5 A6A5A

−1
3 {B−3

A−1
5 A−1

6 A1A6A
−1
4 A−1

5 A−1
2 A−1

3 A1A2B
3}A4A5{A−1

1 A−1
2 A1}A6B

2

=A5A
−1
1 A−1

6 A4{A1A2A3A4A5}A−1
1 A−1

2 {A−1
1 A−1

2 A−1
3 A−1

4 A−1
5 }A6A5A

−1
3

A−1
2 A−1

3 A4A3A
−1
1 A−1

2 A−1
5 A−1

6 [A4A5A4A5]A2[A−1
1 A−1

2 ]A6B
2

=A5A
−1
1 A−1

6 A4{BA−1
1 A−1

2 %B}A6A5A
−1
3

A−1
2 A−1

3 A4A3A
−1
1 A4{A−1

4 A−1
5 A−1

6 A−1
1 A−1

2 }A4A5A4A5A6B
2

=A5A
−1
1 A−1

6 A4A
−1
2 A−1

3 %{B2A6A5A
−1
3

A−1
2 A−1

3 A4A3A
−1
1 A4%B}A4A5A

−1
3 A−1

2 {A2A3A4A5A6}B2

=A5A
−1
1 A−1

6 A4{A−1
2 A−1

3 A2}[A1][A−1
5 A−1

4 ]

{A−1
5 A6A5}A−1

3 A6{B3A4A5A
−1
3 A−1

2 B3}
=A5A

−1
1 [A−1

6 ][A4A3A
−1
2 A−1

3 ]A−1
5 A−1

4 A1A6[A5]A−1
6 [A−1

3 A6A1A2]A−1
6 A−1

5

=A5[A−1
1 ][A4A3]A−1

2 A−1
3 A−1

6 A−1
5 A−1

4 [A1A6][A−1
3 ]A1A2{A5A

−1
6 A−1

5 }
=A5A4A3A

−1
1 A−1

2 A−1
3 {A−1

6 A−1
5 A−1

4 A−1
3 A−1

2 }A2{A1A6A1}[A2][A−1
6 ]A−1

5 A6

=A5A4A3A
−1
1 A−1

2 A−1
3 {B−1A2}{A6A1A6A

−1
6 A2A3A4}A−1

4 [A−1
3 ][A−1

5 ]A6

=A5A4A3A
−1
1 A−1

2 A−1
3 [A1]B−1B[A−1

4 A−1
5 ]A−1

3 A6
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=A5A4A3{A−1
1 A−1

2 A−1
3 A−1

4 A−1
5 }A1[A−1

3 ][A6]

=A5A4A3{%BA1A6}A−1
3 = {A5A4A3A2A1}%BA−1

3 = %B−1%BA−1
3 = A−1

3 .

¤
Lemat 3.5. Niech g = 3. Wtedy

β−4N−2βN−2β−1N−1β2N2β−4NβN−3β4N−1β = A7A
−1
1 .

Dowód. Korzystając z relacji (3.3.2) otrzymujemy:

N3 = (A7A2A3A
−1
1 A−1

2 B2A−1
7 %)(σA−1

7 A1A2A
−1
1 BA−1

7 )

= A7A2A3A
−1
1 A−1

2 B2A−1
7 %{σA−1

7 A1A2A
−1
1 BA−1

7 }
= A7A2A3A

−1
1 A−1

2 {B2%A−1
1 A−1

2 A1%B}A7σ

= A7A2A3A
−1
1 A−1

2 A−1
3 A−1

4 A3B
3A7σ.

Mamy zatem

β−4N−2βN−2β−1N−1β2N2β−4NβN−3β4N−1β

=B−4(%A7B
−2A2A1A

−1
3 A−1

2 A−1
7 )σB(%A7B

−2A2A1A
−1
3 A−1

2 A−1
7 )B−1σ

(A7B
−1A1A

−1
2 A−1

1 A7σ)%B2(A7A2A3A
−1
1 A−1

2 B2A−1
7 %)B−4

(σA−1
7 A1A2A

−1
1 BA−1

7 )σB(σA−1
7 B−3A−1

3 A4A3A2A1A
−1
3 A−1

2 A−1
7 )

B4(A7B
−1A1A

−1
2 A−1

1 A7σ)σB

={B−4%A7B
−2}A2A1A

−1
3 A−1

2 A−1
7 {σB%A7B

−2A2A1A
−1
3 A−1

2 A−1
7 B−1σ}

A7{B−1A1A
−1
2 A−1

1 A7}{σ%B2A7A2A3A
−1
1 A−1

2 B2A−1
7 %B−4

σ}{A−1
7 A1A2A

−1
1 B}A−1

7 {σBσ}{A−1
7 B−3}{A−1

3 A4A3A2A1A
−1
3 A−1

2 A−1
7

B2}{B2A7B
−1}[A1A

−1
2 A−1

1 ][A7]B

=%A3{B2A2A1A
−1
3 A−1

2 A−1
7 %B}%A−1

7 {B−2A−1
2 A−1

1 A3A2A7%B
−1}

A7A8A
−1
1 A−1

8 A6{B−1%B2A−1
7 A−1

2 A−1
3 A1A2B

2}{A7%B
−4

B}A−1
6 A8A1A

−1
8 A−1

7 %{BB−3A−1
2 B2}A−1

1 A2A1A8A7A
−1
1 A−1

8 A−1
5

A1{BA7A1A
−1
2 A−1

1 B}
=%{A3A4A3}A−1

5 A−1
4 A−1

1 {B3A−1
7 B−3}A−1

3 A−1
2 A4A3A8

A7A8A
−1
1 A−1

8 A6A
−1
8 A−1

3 A−1
4 {A2A3B

3B−3A2}
A−1

6 A8A1A
−1
8 A−1

7 A−1
8 A−1

1 A−1
3 A−1

4 A−1
5 {A5A4A3A2A1A8A7}[A−1

1 A−1
8 ][A−1

5 ]

A1A8A2A
−1
3 A−1

2 B2

=%A4A3{A4A
−1
5 A−1

4 }A−1
1 {A−1

2 A−1
3 A−1

2 }A8A7A8A
−1
1 A−1

8 A3A2A3

A1A
−1
8 A−1

7 A−1
8 A−1

1 A−1
3 A−1

4 A−1
5 %{B−1A−1

5 A−1
1 A−1

8 A1A8A2A
−1
3 A−1

2 B2}
=A4[A3][A−1

5 ]A−1
4 [A5A

−1
1 ][A−1

3 ]A−1
2 A−1

3 A8A7A8A
−1
1 A−1

8 A3A2

A1{A−1
8 A−1

7 A−1
8 }A−1

1 {A−1
4 A−1

5 A−1
4 }{A−1

8 A−1
7 A8A7}A1A

−1
2 A−1

1 B

=A4A
−1
5 {A3A

−1
4 A−1

3 }A5A
−1
1 A−1

2 {A8A7A8}A−1
1 A−1

8 A2
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[A1][A−1
7 ]A−1

8 A−1
7 A−1

1 A−1
5 A−1

4 A−1
5 A7A

−1
8 A1A

−1
2 A−1

1 B

={A4A
−1
5 A−1

4 }A−1
3 A4A

−1
1 A−1

2 A7A8A7A
−1
1 [A−1

8 ][A2]

A−1
7 {A1A

−1
8 A−1

1 }A−1
4 A−1

5 A−1
8 A1A

−1
2 A−1

1 B

=A−1
5 A−1

4 A5A
−1
3 A−1

1 A−1
2 A7A8A7A

−1
1 A2{A−1

8

A−1
7 A−1

8 }A−1
1 A8A

−1
5 A−1

8 A1A
−1
2 A−1

1 B

=A−1
5 A−1

4 A−1
3 A−1

1 A−1
2 A7A8A7A

−1
1 A−1

7 A−1
8 [A−1

7 ][A−1
1 ]B

=A−1
5 A−1

4 A−1
3 A−1

1 A−1
2 A7{A8A

−1
1 A−1

8 }A−1
1 A−1

7 B

=A−1
5 A−1

4 A−1
3 A−1

1 A−1
2 [A7][A−1

1 ]A−1
8 A1A

−1
1 A−1

7 B

=A−1
5 A−1

4 A−1
3 {A−1

1 A−1
2 A−1

1 }{A7A
−1
8 A−1

7 }B
=A−1

5 A−1
4 A−1

3 A−1
2 A−1

1 [A−1
2 ][A−1

8 A−1
7 ]A8B

={A−1
5 A−1

4 A−1
3 A−1

2 A−1
1 A−1

8 A−1
7 }A−1

2 A8B = B−1A−1
2 A8B = A−1

1 A7.

¤

Lemat 3.6. Niech g ­ 3. Wtedy A2g+1A
−1
1 ∈ G.

Dowód. Jeżeli g = 3 to teza wynika z Lematu 3.5. Załóżmy zatem, że g ­ 4.
Zauważmy najpierw, że

(3.6.1) βAiβ
−1 = σBAiB

−1σ = A−1
j j ≡ i+ 1 mod 2g + 2.

Korzystając z powyższej relacji oraz z relacji (3.2.1) i (3.3.2), otrzymujemy

N−2(β4N2β−4)(β−2N2β2)(β2N−2β−2)

=(%A2g+1B
−2A2A1A

−1
3 A−1

2 A−1
2g+1){β4A2g+1A2A3A

−1
1 A−1

2 B2A−1
2g+1%β

−4}
{β−2A2g+1A2A3A

−1
1 A−1

2 B2A−1
2g+1%β

2}{β2%A2g+1B
−2A2A1A

−1
3 A−1

2 A−1
2g+1β

−2}
=A2g+1{B−2A2A1A

−1
3 A−1

2 A−1
2g+1A3A6A7A

−1
5 A−1

6 B2}A−1
3

A2g−1A2g+2A1A
−1
2g+1A

−1
2g+2{B2A−1

2g−1A1B
−2}A4A3A

−1
5 A−1

4 A−1
1

=A2g+1A2g+2A2g+1A
−1
1 A−1

2g+2A
−1
2g−1A1[A4A5A

−1
3 A−1

4 A−1
3 ]

[A2g−1A2g+2A1A
−1
2g+1A

−1
2g+2A

−1
2g+1]A3A4A3A

−1
5 A−1

4 A−1
1

=A2g+1A2g+2A2g+1A
−1
1 A−1

2g+2A
−1
2g−1A1A2g−1A2g+2A1{A−1

2g+1A
−1
2g+2A

−1
2g+1}

A4A5A
−1
3 A−1

4 A−1
3 A3A4A3A

−1
5 A−1

4 A−1
1

=A2g+1A2g+2A2g+1A
−1
1 A−1

2g+2{A1A2g+2A1}A−1
2g+2A

−1
2g+1A

−1
2g+2A

−1
1

=A2g+1A2g+2A2g+1A
−1
1 A−1

2g+2A2g+2A1A2g+2A
−1
2g+2A

−1
2g+1A

−1
2g+2A

−1
1

=A2g+1A
−1
1 .

¤

Twierdzenie 3.7 (Stukow [45], Twierdzenie 5). Niech g ­ 2. Rozszerzo-
na hipereliptyczna grupa klas odwzorowań jest generowana przez dwa elementy
skończonego rzędu.
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Dowód. Na mocy Stwierdzeń 3.2 i 3.3, wystarczy pokazać, że G = 〈β,N〉.
Na mocy relacji (3.6.1) i Twierdzenia 1.13 wystarczy pokazać, że Ai ∈ G dla
pewnego 1 ¬ i ¬ 2g + 2 (patrz Uwaga 1.15).

Dla g = 2, na mocy Lematu 3.4, A3 ∈ G. Załóżmy zatem, że g ­ 3.
Korzystając z Lematu 3.6 oraz relacji (3.6.1), otrzymujemy

A2g+1A
−1
1 , A2gA

−1
2g+2, A2g−1A

−1
2g+1 ∈ G.

Mamy zatem

G 3(A2g−1A
−1
2g+1)(A2g+1A

−1
1 )(A−1

2g+2A2g)β−1N(A2g+1A
−1
2g−1)

= A2g−1A
−1
1 A−1

2g+2A2g(B−1σ)(σA−1
2g+1A1A2A

−1
1 BA−1

2g+1)A2g+1A
−1
2g−1

= A2g−1A
−1
1 A−1

2g+2A2g{B−1A−1
2g+1A1A2A

−1
1 B}A−1

2g−1

= A2g−1A
−1
1 A−1

2g+2A2gA
−1
2g A2g+2A1A

−1
2g+2A

−1
2g−1

= A2g−1A
−1
2g+2A

−1
2g−1 = A−1

2g+2.

¤

3.3. Dodatkowe komentarze

Na zakończenie tego rozdziału wyjaśnimy krótko w jaki sposób udało się
znaleźć generatory z Twierdzenia 3.7 oraz relacje z Lematów 3.4, 3.5 i 3.6.

Zacznijmy od tego, że jeżeli chcemy mieć dwa elementy q i r skończonego rzędu
generujące grupę Mh±

g , to dla każdego epimorfizmu ϕ : Mh±
g → G, ϕ(q) i ϕ(r)

muszą generować G. Ta prosta obserwacja pozwala wyznaczyć kilka warunków
koniecznych jakie muszą spełniać q i r.

(1) Ponieważ każdy element f ∈Mh±
g permutuje zbiór {z1, . . . , z2g+2} punk-

tów stałych inwolucji %, więc mamy epimorfizm ϕ : Mh±
g → S2g+2, gdzie

S2g+2 oznacza grupę permutacji zbioru 2g+2 elementowego. Oczywiście
ϕ(q) i ϕ(r) muszą generować tę grupę.

(2) Korzystając z przedstawienia grupyMh
g zawartego w Twierdzeniu 1.13,

łatwo sprawdzić, że H1(Mh
g ,Z) = Zm, gdzie m = 4g + 2 dla g parzy-

stego, oraz m = 8g + 4 dla g nieparzystego. Niech π : Mh
g → Zm będzie

rzutowaniem kanonicznym oraz niech G = Z2 n Zm, tzn. w G mamy
działanie (będziemy używać notacji addytywnej)

(a, b) + (c, d) = (a+ c, (−1)cb+ d).

Każdy f ∈ Mh±
g możemy zapisać w postaci f = σεf+, gdzie ε ∈ {0, 1}

oraz f+ ∈ Mh
g . Łatwo teraz sprawdzić, że odwzorowanie ϕ : Mh±

g → G
dane wzorem

ϕ(f) = (ε, π(f+))

jest epimorfizmem. Jak poprzednio, ϕ(q) i ϕ(r) muszą generować G.
(3) Na mocy Twierdzenia 1.18, mamy homomorfizm ϕ : Mh±

g → Sp±(2g,Z).
Oczywiście sprawdzenie czy dla jakiś konkretnych q, r ∈ Mh±

g , ϕ(q) i
ϕ(r) generują ϕ(Mh±

g ) jest rzeczą niezwykle trudną, dlatego wygodniej
jest brać indukowany homomorfizm ϕp : Mh±

g → Sp±(2g,Zp), gdzie p
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jest liczbą pierwszą. Ponieważ grupy Sp±(2g,Zp) są skończone (choć
bardzo duże) oraz na ogół ϕp(Mh±

g ) = Sp±(2g,Zp), więc używając pro-
gramów do obliczeń symbolicznych (w naszym przypadku był to GAP
[17]), możliwe jest wykonanie odpowiedniego sprawdzenia (oczywiście
tylko dla małych wartości g i p).

Oczywiście aby powyższa procedura szukania dobrych kandydatów na q i r mo-
gła być skuteczna potrzebna jest duża ilość przykładów elementów skończonego
rzędu w grupieMh±

g . Dobrym źródłem takich przykładów (na mocy Twierdzenia
1.10, w pewnym sensie jest to źródło wszystkich przykładów) jest podnoszenie
elementów skończonego rzędu w grupie M±0,2g+2 – patrz uwagi przed dowodem
Twierdzenia 2.1.

Po znalezieniu kandydatów na q i r pozostaje problem wykazania, że rze-
czywiście generują one grupę Mh±

g , co w powyższym dowodzie sprowadza się do
znalezienia i uzasadnienia odpowiednich relacji (Lematy 3.4, 3.5 i 3.6). Relacje te
zostały znalezione w oparciu o punkt (3) powyżej. Mówiąc bardziej precyzyjnie,
używając komputera, można (dla małych wartości g i p) znaleźć relacje wyrażają-
ce np. ϕp(Ai) w generatorach ϕp(q) i ϕp(r). Wyszukując wśród tych relacji takie,
które nie zmieniają się przy zmianie p możemy mieć nadzieję, że znaleźliśmy rela-
cje pochodzące z grupy Mh±

g . Oczywiście trzeba mieć przy tym trochę szczęścia
– w naszym przypadku, kilkumiesięczne poszukiwania zakończyły się sukcesem.



ROZDZIAŁ 4

Inwolucje jako generatory hipereliptycznych grup klas
odwzorowań

Jak pokażemy w Stwierdzeniu 4.1 poniżej, grupa Mh
g nie jest generowana

przez inwolucje. Głównym celem tego rozdziału jest wyliczenie indeksu podgrupy
Ig grupyMh

g generowanej przez inwolucje (Twierdzenie 4.7). Pokażemy także, że
grupaMh±

g jest generowana przez trzy symetrie (Twierdzenie 4.8). Podobnie jak
w poprzednim rozdziale, przyjmijmy założenie, że g ­ 2.

4.1. Inwolucje w hipereliptycznej grupie klas odwzorowań

Na mocy Twierdzenia 1.13, mamy

H1(Mh
g ,Z) =

{
Z4g+2 jeżeli g parzyste,
Z8g+4 jeżeli g nieparzyste.

Ponieważ żadna z grup Z4g+2 ani Z8g+4 nie jest generowana przez inwolucje oraz
H1(Mh

g ,Z) jest obrazem homomorficznym grupy Mh
g więc otrzymujemy nastę-

pujące

Stwierdzenie 4.1. Grupa Mh
g nie jest generowana przez inwolucje. ¤

Lemat 4.2.

(A1A
−1
2g+2B)2g = %.

Dowód. Pokażemy indukcyjnie, że dla każdego 1 ¬ k ¬ 2g

(4.2.1) (A1A
−1
2g+2B)k = (A1A2 . . . Ak)(A

−1
2g+2A

−1
1 · · ·A−1

k−1)Bk.

Dla k = 1 powyższa równość jest oczywiście spełniona. Załóżmy zatem, że

(A1A
−1
2g+2B)k−1 = (A1A2 . . . Ak−1)(A−1

2g+2A
−1
1 · · ·A−1

k−2)Bk−1.

Korzystając z relacji (1.14.4) i (1.14.5) otrzymujemy

(A1A
−1
2g+2B)k = (A1A2 . . . Ak−1)(A−1

2g+2A
−1
1 · · ·A−1

k−2)Bk−1(A1A
−1
2g+2B)

= (A1A2 . . . Ak−1)(A−1
2g+2A

−1
1 · · ·A−1

k−2){Bk−1A1A
−1
2g+2}B

= (A1A2 . . . Ak−1)[A−1
2g+2A

−1
1 · · ·A−1

k−2][Ak]A
−1
k−1B

k

= (A1A2 . . . Ak−1Ak)(A
−1
2g+2A

−1
1 · · ·A−1

k−2A
−1
k−1)Bk,

co kończy dowód indukcyjny.

29
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Podstawiając w równości (4.2.1) k = 2g oraz korzystając z relacji (1.14.1)–
(1.14.3), (1.14.7), (1.16.1) otrzymujemy

(A1A
−1
2g+2B)2g = (A1A2 . . . A2g)(A−1

2g+2A
−1
1 · · ·A−1

2g−1)B2g

= (A1A2 . . . A2gA2g+1)(A−1
2g+1A

−1
2g+2A

−1
1 · · ·A−1

2g−1)B2g

= BB
−1
B2g = %B2B2g = %.

¤
Lemat 4.3. Niech

Q =




0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
. . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0




będzie macierzą wymiaru g × g, gdzie g = 2n+ 1. Wtedy

χ(Q) = (1− λ2)n(1− λ),

χ(−Q) = (λ2 − 1)n(−1− λ),

gdzie χ(·) oznacza wielomian charakterystyczny.

Dowód. Dodając do i-tej kolumny macierzy Q − λI kolumnę o numerze
(g − i+ 1) pomnożoną przez λ, dla i = 1, . . . , n, otrzymujemy

det(Q− λI) = (1− λ2)n(1− λ).

Drugą równość dowodzi się analogicznie. ¤
Oznaczmy przez S półobrót powierzchni Tg względem osi y jak na Rysun-

ku 1.5.

Stwierdzenie 4.4. Liczba klas sprzężoności inwolucji w grupie Mh
g wynosi

2 dla g parzystego, oraz 3 dla g nieparzystego. Przykładami reprezentantów tych
klas są %, S oraz %, S, %S odpowiednio.

Dowód. Ponieważ inwolucja % jest centralna, więc jej klasa sprzężoności jest
jednoelementowa. Wystarczy zatem zbadać ilość klas sprzężoności inwolucji róż-
nych od %.

Niech R ∈ Mh
g będzie inwolucją i niech H = 〈R, %〉. Oczywiście H ma rząd

4 i zawiera %. Na mocy Twierdzenia 4 z pracy [43], istnieją dokładnie dwie kla-
sy sprzężoności podgrup Mh

g o tych własnościach. Aby zidentyfikować te klasy,
wystarczy znaleźć dwa niesprzężone przykłady takich podgrup. Pierwszym przy-
kładem jest grupa 〈S, %〉. Drugim przykładem, na mocy Lematu 4.2, jest grupa
cykliczna 〈(A1A

−1
2g+2B)g〉.

Grupa H, będąc grupą dihedralną, jest zatem sprzężona z 〈S, %〉. Otrzymuje-
my więc, że R jest sprzężone z S lub z %S. Aby zakończyć dowód Stwierdzenia,
wystarczy pokazać, że S i %S są sprzężone wtedy i tylko wtedy, gdy g jest parzy-
ste.

Przypuśćmy najpierw, że g jest parzyste i niech t będzie okręgiem stałym
inwolucji S (w języku Rysunku 1.5, t jest częścią wspólną Tg oraz płaszczyzny
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yz). Niech T+
g oraz T−g będą domknięciami składowych spójności zbioru Tg \ t,

przy czym T+
g zawiera a2g+1 a T−g zawiera a1 (innymi słowy T+

g jest prawą
połówką a T−g lewą – patrz Rysunek 1.5). Jeżeli teraz wykonamy półobrót T+

g

wokół osi x w ten sposób aby na t mieć identyczność, to otrzymamy pewien
homeomorfizm θ, który po przedłużeniu identycznością na T−g możemy traktować
jako homeomorfizm Tg (Rysunek 4.1). Wprawdzie dla naszych potrzeb wystarczy

Rysunek 4.1. Działanie homeomorfizmu θ dla g = 2n− 2.

powyższa geometryczna definicja θ, warto jednak odnotować, że nietrudno jest
znaleźć przedstawienie θ w generatorach z Twierdzenia 1.13 i jest ono następujące

θ = (Ag+2Ag+3 · · ·A2gA2g+1)g+1.

Homeomorfizm θ jest zwykle nazywany pół–skręceniem, ze względu na oczywistą
własność θ2 = T , gdzie T skręcenie względem t. Zauważmy, że z geometrycznej
definicji θ i S wynika, że Sθ−1S−1 jest też pół–skręceniem, ale działającym na
T−g . Mamy zatem

θ(Sθ−1S−1) = %,

czyli θSθ−1 = %S.
Załóżmy teraz, że g jest nieparzyste. Jeżeli za bazę H1(Tg,R) przyjmiemy kla-

sy homologii okręgów a2, a4, . . . , a2g, b1, b2, . . . , bg, to odwzorowania % i S indukują
na H1(Tg,R) odpowiednio

%∗ : (a2, a4, . . . , a2g, b1, b2, . . . , bg) 7−→ (−a2,−a4, . . . ,−a2g,−b1,−b2, . . . ,−bg),
S∗ : (a2, a4, . . . , a2g, b1, b2, . . . , bg) 7−→ (−a2g,−a2g−2, . . . ,−a2,−bg,−bg−1, . . . ,−b1),

co oznacza, że

S∗ =
[−Q 0

0 −Q
]
, (%S)∗ =

[
Q 0
0 Q

]
,

gdzie Q jest macierzą rozmiaru g × g jak w Lemacie 4.3. Na mocy tego właśnie
lematu

χ(S∗) = (χ(Q))2 = (1− λ2)g−1(−1− λ)2,

χ((%S)∗) = (χ(−Q))2 = (1− λ2)g−1(1− λ)2,

co dowodzi, że S i %S nie mogą być sprzężone w grupieMh
g (ani nawet wM±g ). ¤

Lemat 4.5. Dla każdego 3 ¬ i ¬ 2g, istnieje Fi ∈ Mh
g taki, że F (a1) = a1

oraz F (ai) = a2g+1.
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Dowód. Niech Dj = AjAj+1 dla 3 ¬ j ¬ 2g. Łatwo sprawdzić, że mamy
wtedy Dj(a1) = a1 oraz Dj(aj) = aj+1. Możemy zatem zdefiniować Fi wzorem

Fi = D2gD2g−1 · · ·Di.

¤

Oznaczmy przez Ig podgrupę grupy Mh
g generowaną przez inwolucje. Oczy-

wiście Ig jest podgrupą normalną.

Lemat 4.6. Iloraz Mh
g/Ig jest grupą cykliczną.

Dowód. Ponieważ S(a1) = a−1
2g+1, więc na mocy Stwierdzenia 1.4,

(4.6.1) A1A
−1
2g+1 = A1(SA−1

1 S−1) = (A1SA
−1
1 )S−1 ∈ Ig.

Korzystając z Lematu 4.5, otrzymujemy

(4.6.2) A1A
−1
i = F−1

i (A1A
−1
2g+1)Fi ∈ Ig dla 3 ¬ i ¬ 2g.

Mamy ponadto

(4.6.3) A2g+1A
−1
2 = S(A1A

−1
2g )S−1 ∈ Ig.

Relacje (4.6.1)–(4.6.3) oznaczają, że wszystkie skręcenia A1, . . . , A2g+1 są równe
modulo Ig. Ponieważ na mocy Twierdzenia 1.13, generują one Mh

g , oznacza to,
że grupa Mh

g/Ig jest cykliczna. ¤

Twierdzenie 4.7 (Stukow [45], Twierdzenie 8). Iloraz Mh
g/Ig jest grupą

cykliczną rzędu 2g + 1 dla g parzystego, oraz 4g + 2 dla g nieparzystego.

Dowód. Niech π : Mh
g → H1(Mh

g ,Z) będzie rzutowaniem kanonicznym. Na
mocy Lematu 4.6, [Mh

g ,Mh
g ] ¬ Ig, a zatem

(4.7.1) [Mh
g : Ig] = [Mh

g/[Mh
g ,Mh

g ] : Ig/[Mh
g ,Mh

g ]] = [H1(Mh
g ,Z) : π(Ig)].

Na mocy przedstawienia grupy Mh
g zawartego w Twierdzeniu 1.13, wiemy, że

grupa H1(Mh
g ,Z) jest generowana przez π(Ai) oraz

H1(Mh
g ,Z) =

{
Z4g+2 jeżeli g parzyste,
Z8g+4 jeżeli g nieparzyste.

Zauważmy, że ponieważ B = A1 · · ·A2g+1 jest elementem rzędu 2g + 2 (Twier-
dzenie 1.14), to Bg+1 jest inwolucją. Inwolucja ta nie jest centralna, jest zatem,
na mocy Stwierdzenia 4.4, sprzężona z S lub z %S. Korzystając raz jeszcze ze
Stwierdzenia 4.4 oraz z relacji (1.14.1)–(1.14.3) otrzymujemy

π(Ig) =〈π(%), π(S), π(%S)〉 = 〈π(%), π(Bg+1)〉 = 〈2(2g + 1), (g + 1)(2g + 1)〉

=

{
〈2g + 1〉 ∼= Z2 jeżeli g parzyste,
〈2(2g + 1)〉 ∼= Z2 jeżeli g nieparzyste.

W połączeniu z relacją (4.7.1) kończy to dowód Twierdzenia. ¤
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4.2. Generowanie rozszerzonej hipereliptycznej grupy klas
odwzorowań przez trzy symetrie

Twierdzenie 4.8 (Stukow [45], Twierdzenie 9). Grupa Mh±
g jest generowa-

na przez trzy symetrie.

Dowód. Niech τ ∈ Mh±
g będzie symetrią względem płaszczyzny xy jak na

Rysunku 1.5. Na mocy Stwierdzenia 1.4, mamy

τBτ = τ(A1A2 · · ·A2g+1)τ = A−1
2g+1A

−1
2g · · ·A−1

1 = B−1

oraz τAg+1τ = A−1
g+1. Zatem ε1 = τB oraz ε2 = τAg+1 są symetriami. Ponadto

Ag+1, B ∈ 〈τ, ε1, ε2〉, co na mocy Uwagi 1.15 oznacza, że 〈τ, ε1, ε2〉 =Mh±
g . ¤
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