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Wstep

Jezeli T jest zamknietyg powierzchnig orientowalng rodzaju g, to grupq klas
odwzorowar, Mg tej powierzchni nazywamy grupe klas izotopii jej homeomorfi-
zméw zachowujacych orientacje. Rozszerzong grupe klas odwzorowar /\/l;|E defi-
niujemy podobnie, przy czym dopuszczamy réwniez homeomorfizmy zmieniajace
orientacje. Waznymi podgrupami grupy M;t sg tzw. hipereliptyczne grupy klas
odwzorowan, Mgi i MZ . Sg one zdefiniowane jako centralizatory inwolucji hiper-
liptycznej w grupie M;t i M, odpowiednio.

Ze wzgledu na liczne zastosowania w réznych dziatach matematyki, badania
algebraicznych wtasnoéci grup klas odwzorowan pelnig wazng role w topologii
niskowymiarowej.

Jednym z podstawowych przyktadéw zastosowan grup klas odwzorowan jest
topologia 3-rozmaitosci. Ze wzgledu na istnienie rozktadéw Heegarda 3-rozmaito-
Sci, wiele pytan dotyczacych 3-rozmaito$ci moze by¢ rownowaznie sformutowa-
nych jako pytania o wlasnosci grup klas odwzorowan. Przykladem uzytecznodci
takiego podejscia jest dobrze znany fakt, ze kazda spdjna, zwarta, orientowalna
3-rozmaitosé mozna otrzymaé¢ w wyniku chirurgii Dehna na pewnym splocie w
S3. Twierdzenie to jest natychmiastowym wnioskiem z podanego przez Licko-
risha [28] skonczonego zbioru generatoréw grupy M,. Innymi przykladami sa
klasyfikacja Thurstona elementéw grupy M, i jej liczne zastosowania w topologii
3-wymiarowej [9, 16, 49, 50| oraz zastosowania grupy Torreli w badaniach sfer
homologicznych [36, 37].

Kolejnym waznym powodem duzego znaczenia grup klas odwzorowan jest ich
rola w konstrukcji przestrzeni moduli powierzchni Riemanna i Kleina. Méwiac
doktadniej grupa M, dziala jako grupa izometrii na przestrzeni Teichmiillera Tg
oraz przestrzen orbit tego dzialania jest przestrzenig moduli zwartych powierzchni
Riemanna rodzaju g. Podobnie przestrzen orbit Tg/ M;E jest przestrzenia moduli
zwartych powierzchni Kleina rodzaju g. Spektakularnym przyktadem zastosowa-
nia algebraicznych wilasnosci grupy M, w teorii przestrzeni moduli, jest fakt,
ze przestrzen moduli zwartych powierzchni Riemanna jest jednospdjna [32]. Fakt
ten jest natychmiastowym wnioskiem z faktu, ze grupa M, jest generowana przez
elementy skonczonego rzedu.

Warto réwniez wspomniec, ze poprzez rozwtoknienia Lefschetza, istnieje wiele
przyktadéw zastosowan wlasnoéci grup klas odwzorowan w topologii 4-rozmaitosci
(13, 19, 27].

W ponizszej pracy koncentrujemy sie na, dzi§ juz klasycznym, pytaniu doty-
czacym grup klas odwzorowan, mianowicie na problemie znalezienia generatorow



WSTEP 2

tych grup, przy czym zwykle zadamy aby generatory te mialty pewne dodatko-
we wlasnosci. Zasadniczym celem ponizszej pracy jest pokazanie, ze grupy /\/lgi
oraz M}gli sg generowane przez trzy symetrie, tj. zmieniajace orientacje inwolucje
(Twierdzenia 2.1 i 4.8). Poniewaz zadna z tych grup nie jest grupa dihedralna,
otrzymane zbiory generatoréw sa minimalne. Pokazujemy réwniez, ze podgrupa
1, grupy ./\/lg generowana przez inwolucje jest podgrupa wlasciwg oraz wylicza-
my jej indeks (Twierdzenie 4.7). Znajdujemy ponadto dla kazdej z grup MZ oraz
Mgi zbiér generatoréw skladajacy sie z dwdch elementéw skonczonego rzedu
(Twierdzenia 3.1 1 3.7). Wyniki powyzsze zostaly opublikowane w pracach [18],
[44] oraz [45]. W dowodzie Stwierdzenia 4.4 bedziemy réwniez korzysta¢ z wyni-
kéw zawartych w pracy [43].

Wyniki uzyskane w ponizszej pracy stanowig cze$¢ promotorskiego projektu
badawczego ,,Geometryczne i algebraiczne wlasnosci grupy klas odwzorowan”,
KBN 1 PO3A 026 26.

Chcialbym bardzo serdecznie podzickowaé panu profesorowi Grzegorzowi Gro-
madzkiemu za zainteresowanie mnie tak ciekawa tematyka oraz za ogromne zaan-
gazowanie na wszystkich etapach powstawania pracy. Dziekuje za opieke, cenne
wskazdwki, rady i sugestie, a takze za zyczliwos¢, wsparcie i zachete.

Dziekuje rowniez moim Kolezankom i Kolegom za wiele cennych dyskusji oraz
mojej Rodzinie za cierpliwos¢ i wyrozumiatosé.

Gdansk, Pazdziernik 2005



Historia problemu i opis wynikéw

Generatory grup M, i M;t

Badania wlasnosci grup klas odwzorowan siegaja prac M. Dehna [11] oraz J.
Nielsena [38, 39, 40]. M. Dehn jako pierwszy znalazl skonczony zbiér genera-
torow grupy M, dzisiaj znanych jako tzw. skrecenia Dehna [12]. Prace Dehna
zostaly jednak zapomniane i 40 lat pézniej Lickorish [28, 29] na nowo znalazl
skoficzony zbidr generatoréw grupy M,. Lickorish zauwazyt réwniez, ze jezeli nie
zaklada¢, ze generatory maja by¢ skreceniami Dehna, to grupa M, jest generowa-
na przez cztery elementy. Pézniej N. Lu [30] pokazal, Ze grupa ta jest generowana
przez trzy elementy. Ten sam wynik zostal uzyskany w pracy [42].

Zbiér generatoréw grupy Mg, dla g > 2 zostal podany réwniez przez S. Hum-
phriesa [22]. Zbiér ten powstaje w wyniku redukcji zbioru generatoréw Lickorisha
iliczy 2g+ 1 elementéow. Ma on ponadto wtasno$¢ minimalnosci w klasie zbioréw
generatoréw skladajacych sie ze skrecen Dehna.

W miedzyczasie C. Maclachlan [32] zauwazyl, ze grupa M, jest skofczenie
generowana przez elementy skonczonego rzedu. Jak wspomnieliSmy we wstepie,
wnioskiem z tej obserwacji jest jednospdjno$é przestrzeni moduli zwartych po-
wierzchni Riemanna. Elementy skoficzonego rzedu w grupie M, sa niezwykle
interesujace, gdyz na mocy znanego twierdzenia Kerckhoffa [24], kazdy taki ele-
ment moze by¢ zrealizowany jako automorfizm powierzchni Riemanna. Podobnie
elementy skonczonego rzedu w grupie Mgi odpowiadajg automorfizmom dianali-
tycznym powierzchni Riemanna.

Powyzsze wyniki zrodzily naturalne pytania o minimalny zbiér generatoréw
dla grupy M, oraz o minimalny zbiér generatoréw skonczonego rzedu. Na pierw-
sze z tych pytan odpowiedzial B. Wajnryb [52], pokazujac, ze grupa M, jest
generowana przez dwa elementy. Niedawno M. Korkmaz [26] uproscil zbioér gene-
ratoréow Wajnryba pokazujac, ze grupa M, jest generowana przez dwa elementy
z ktérych jeden jest skonczonego rzedu a drugi jest skreceniem Dehna. W tej
samej pracy Korkmaz pokazal rowniez, ze grupa M;t jest generowana przez dwa
elementy.

Jezeli chodzi o drugie z powyzszych pytan, to prawdopodobnie nalezy zaczaé
od tego, ze D. Patterson [41] rozszerzyl wynik Maclachlana na powierzchnie z
nakluciami, odpowiadajac w pelni na pytanie, kiedy grupa klas odwzorowan (po-
wierzchni z nakluciami) jest generowana przez elementy skonczonego rzedu. Ten
sam wynik zostal potem uzyskany przez F. Luo [31]. Nastepnie T. Brendle i B.
Farb [8] pokazali, ze grupa M, jest generowana przez 3 elementy skonczonego
rzedu. Minimalny zbiér generatoréw skonczonego rzedu znalazt Korkmaz [26]
pokazujac, ze grupa M, jest generowana przez dwa takie elementy.

3
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Jezeli chodzi o analogiczne pytanie dla grupy M;t, to wiadomo, ze grupa
Méﬁ jest generowana przez dwa elementy skonczonego rzedu [45]. Jezeli natomiast
g = 3 to pytanie o minimalny zbiér generatoréw skonczonego rzedu jest jak dotad
otwarte; najlepszy znany wynik uzyskany w tym kierunku to fakt, ze grupa M;t
jest generowana przez trzy inwolucje [44].

Kolejnym naturalnym pytaniem jest problem generowania grup M, i M;ﬁ
przez inwolucje. Pierwszy wynik w tym kierunku zostal uzyskany przez J. McCar-
thy’ego i A. Papadopoulusa [35], ktérzy pokazali, ze grupa M, jest generowana
przez nieskonczenie wiele inwolucji dla g > 3, oraz wyliczyli indeks podgrupy ge-
nerowanej przez inwolucje w przypadku g = 2. Nastepnie F. Luo [31] rozszerzy!
te wyniki na przypadek powierzchni z nakluciami, pokazujac réwniez skonczony
zbiér inwolucji generujacych grupe M, dla g > 3; zbidr ten sklada si¢ z 129 + 2
inwolucji. Niedawno T. Brendle i B. Farb [8] pokazali, ze grupa M, jest genero-
wana przez szes¢ inwolucji dla g > 3. Wynik ten zostat rozszerzony na przypadek
powierzchni z nakluciami przez M. Kassabova [23].

W przypadku grupy /\/l;t pierwszy skonczony zbidr generatorow sktadajacy
sie z symetrii (tj. zmieniajacych orientacje inwolucji) zostal wskazany w pracy
[18]. Nastepnie zbiér ten zostal zredukowany do czterech symetrii [42]. Niedawno
udalo sie znalez¢é minimalny, tréjelementowy zbidr symetrii generujacych grupe
M;t [44]. Zauwazmy, 7e poniewaz MT = GL(2,Z) oraz M; = SL(2,7Z) (patrz
Przyklad 1.3), wiec twierdzenie powyzsze moze by¢ traktowane jako uogdlnienie
dobrze znanego faktu, ze grupa GL(2,7Z) jest generowana przez trzy inwolucje
01,092,033 € GL(2, Z) \ SL(Q, Z)

Na zakonczenie tego podrozdzialu warto wspomnieé, ze podobne wyniki sa
znane réwniez w przypadku grupy klas odwzorowan powierzchni nieorientowalnej.
W szczegdlnoscei znane sa w tym przypadku skonczone zbiory generatoréw [6,
10]. Znane sa réowniez male zbiory generatoréw oraz male zbiory generatoréw
sktadajace si¢ z inwolucji [46, 47, 48|.

Generatory dla hipereliptycznych grup odwzorowan

Jednymi z najwazniejszych podgrup grupy /\/l;t sg tzw. hipereliptyczne grupy
klas odwzorowan /\/lgi i MZ (patrz Podrozdzial 1.4). Historycznie badanie tych
podgrup zostalo zainspirowane ich bliskim zwiazkiem z grupami warkoczy [7]. Po-
niewaz znanych jest wiele algebraicznych wtasnosci grup warkoczy, wigc badanie
grup /\/l}gli i ./\/l’; jest nieporéwnywalnie prostsze niz badanie grup /\/lgi i My. Dla
przyktadu od bardzo dawna znane bylo przedstawienie grupy MZ [7], podczas
gdy znalezienie przedstawienia grupy M, okazalo si¢ bardzo trudne [21, 51].

Innym przyktadem jest pytanie o liniowosé grup klas odwzorowan. W przy-
padku grupy M ’; liniowos¢ jest dosé prostg konsekwencja liniowosci grupy warko-
czy [3, 25]. Tymczasem pytanie o liniowos¢ grupy M, jest otwartym i trudnym
problemem.

Jak juz wspomnieliSmy powyzej, od dawna znane sa skoniczone zbiory gene-
ratoréw dla grup /\/l}gZ i ./\/lgi. Niedawno udato sie natomiast pokazac, ze kazda z
tych grup jest generowana przez dwa elementy skonczonego rzedu, oraz ze grupa
M}g’i jest generowana przez trzy symetrie [45]. Wiadomo réwniez, ze podgrupa
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1, grupy M;‘ generowana przez inwolucje jest podgrupa witasciwa oraz znany jest
jej indeks [45].

Na zakoniczenie tego rozdziatu przedstawiamy schematyczna tabelke obrazu-
jaca stan dzisiejszej wiedzy o minimalnych zbiorach generatoréw grup My, /\/l;t,
M;‘ oraz /\/l}gli sktadajacych sie z elementéw skonczonego rzedu oraz z inwolucji.
Znak zapytania oznacza, ze pelna odpowiedZ nie jest znana — podajemy wtedy
najlepszy znany wynik w tym kierunku.

M, /\/l;E /\/lg ./\/lzLi
?
elementy || 2 dla g > 1, 2 dla[js]: 1,2 2dlag>2|2dlag>2
sk. rzedu [26] BdlagS3 [45] [45]
[44]
__r 3dlag>1 3dlag>2
inwolucje || 6 dla g > 3, [ZZ]/ - [Zg}/

8]




ROZDZIAL 1

Wprowadzenie

1.1. Grupy klas odwzorowan

DEFINICIA. Méwimy, ze homeomorfizmy f,g: X — Y sa izotopijne o ile
istnieje ciagle odwzorowanie H: X x [0,1] — Y takie, ze

H(z,0) = f(z) dlaz € X,
H(z,1)=g(x) dlaz € X,
H(-,t): X — Y jest homeomorfizmem, dla ¢t € [0, 1].

Przez T, bedziemy oznaczac orientowalng, zamknieta powierzchnie topolo-
giczng rodzaju g.

DEFINICJA. Grupg klas odwzorowan (ang. mapping class group) powierzch-
ni T, nazywamy iloraz grupy homeomorfizméw tej powierzchni zachowujacych
orientacje przez podgrupe homeomorfizméw izotopijnych z identycznoscia. Gru-
pe te oznaczamy symbolem M,.

Jezeli w powyzszej definicji dopudcimy réwniez odwzorowania zmieniajace
orientacje, otrzymamy tzw. rozszerzong grupe klas odwzorowan, ktéra bedziemy
oznaczal M;t.

Oczywiscie grupy M, i ./\/lgi zalezg tylko od rodzaju g powierzchni Ty a nie od
jej modelu. Warto réwniez odnotowad, ze gdybysSmy w powyzszej definicji uzywali
homotopii zamiast izotopii, to na mocy Twierdzenia 6.4a z [14] otrzymaliby$my
doktadnie te same grupy M, i M;t.

Na ogdét bedziemy uzywaé tych samych symboli dla klas izotopii jak i dla
reprezentantéw tych klas.

PRrzYKEAD 1.1. Na mocy Twierdzenia 4.4 z [4], kazdy zachowujacy orientacje
homeomorfizm sfery Ty = S? jest izotopijny z identycznoécia. Tym samym M,
jest grupa trywialna oraz /\/l(j)E & Zs.

Ze wzgledu na powyzszy przyktad, w dalszej czesci pracy bedziemy zawsze
zaklada¢, ze g > 1.

Wiadomo, ze grupa podstawowa 71 (T, o) jest izomorficzna z grupa o przed-
stawieniu:

(t1,...,tg,81,...,8g | [t1,51][t2, s2] - - - [tg, 84])-
Oznaczmy relacje wystepujaca w tym przedstawieniu przez R. Kazdy homeomor-
fizm h: T, — Ty jest izotopijny z homeomorfizmem h: T, — T, zachowujacym
punkt bazowy zp. Poniewaz jednak izotopia ta nie jest wyznaczona jednoznacz-
nie (zalezy ona od klasy homotopii drogi taczacej xo z f(x0)), wiec indukowany

6



1. WPROWADZENIE 7

automorfizm (h)y: T (Ty,zo) — m1(Ty,x0) jest wyznaczony przez h tylko z do-
ktadnoscia do automorfizmu wewnetrznego grupy m (7, o). Innymi stowy mamy
odwzorowanie

U M3 — Out(m (Ty, 20)),

gdzie Out(G) = Aut(G)/Inn(G) oznacza grupe automorfizmow zewnetrznych
grupy G, tj. iloraz grupy wszystkich automorfizméw przez podgrupe sktadajaca
sie z automorfizméw wewnetrznych.

Jezeli ponadto h zachowuje orientacje, to W(h) przeprowadza R w sprzezenie
R; jezeli natomiast h zmienia orientacje, to W(h)(R) jest sprzezone z R~1. Tym
samym V¥ obcina sie do

Ut Mg — Out+(7T1(Tg, CU[))),

gdzie Out™ (m1(Ty, z0)) jest podgrupa Out(m (T, zo)) skladajaca si¢ z elementéw
przeprowadzajacych R na sprzezenie R.
Nietrywialnym faktem jest to, ze zaréwno V¥ jak i U" sg izomorfizmami.

TWIERDZENIE 1.2 ([34], str. 176 oraz [54], Twierdzenie 5.15.3). Niech g > 1.
Kazde z odwzorowan

U ME — Out(m(Ty))
oraz
Ut M, — Out™(m (Ty))

zdefiniowanych powyzej jest izomorfizmem. O

PrzYKEAD 1.3. Powyzsza charakteryzacja grup M;t oraz M, pozwala tatwo
zidentyfikowaé grupy Mfﬁ oraz M. Rzeczywidcie, poniewaz m (Ty) = Z2, wiec
na mocy Twierdzenia 1.2,

MT = Out(Z?) = Aut(Z?) = GL(2,7Z)

oraz

My =2 Outt(Z?) = Aut™(2?) = SL(2,7Z).

1.2. Skrecenia Dehna

Przez okrqgg bedziemy w dalszym ciagu rozumieé¢ zamknieta krzywa zwyczaj-
na. Niech S bedzie powierzchnig walca w R3 o réwnaniu

{(z,y,2) eR® | 22 +y* = 1,2 €[0,1]}.
We wspélrzednych walcowych
S={(r0,2)|r=1,2€10,1]}.
Homeomorfizm t: S — S zdefiniowany wzorem
t(r,0,z) = (r,0 + 27z, z)

nazywamy standardowym (prawym) skreceniem Dehna (ang. Dehn twist) walca
S (Rysunek 1.1).
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CZ% Y
_r
z t <
—_— T = S
[
T T TN -~ T N
.

RYSUNEK 1.1. Walec S oraz jego obraz przy skreceniu t.

Jezeli mamy teraz zachowujace orientacje¢ zanurzenie e: S — T, to mozemy
okresli¢ homeomorfizm t.: T, — T, wzorem:

e dla z ¢ e(S),
te(x) = {ete_l(x) dla z € e(S).

Jezeli przez a oznaczymy okrag na S o réwnaniu {(r,0,z) | r = 1,z = %}, to
klasa izotopii homeomorfizmu ¢, zalezy tylko od klasy izotopii okregu ¢ = e(a)
(Rysunek 1.2).

RYSUNEK 1.2. Zanurzenie walca S w powierzchnie 7.

DEFINICJA. Przy powyzszych oznaczeniach, klase izotopii homeomorfizmu ¢,
nazywamy skreceniem Dehna wzgledem okregu c.

Dla prostoty przyjmijmy konwencje, ze okregi bedziemy zawsze oznacza¢ ma-
tymi literami alfabetu tacinskiego, a skrecenie wzgledem okregu wielka literg od-
powiadajaca literze okregu — np. skrecenie wzgledem okregu ¢ bedziemy oznaczaé
przez C.

UWAGA. Poniewaz kazda krzywa zamknigta ¢ na powierzchni T} jest izoto-
pijna z krzywsa posiadajaca otoczenie walcowe, wigc wyznacza ona jednoznacznie
klase izotopii skrecenia C' (Rysunek 1.3).

Bezposrednio z definicji skrecenia wynika nastepujace
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RYSUNEK 1.3. Schemat dziatania skrecenia C' wzgledem krzywej c.
STWIERDZENIE 1.4. Jezeli c jest okregiem na T, oraz d = f(c), gdzie f: Ty —
T, jest homeomorfizmem, to

D jesli f zachowuje orientacje,

et = {

D~ jesli f zmienia orientacje.

1.3. Generatory grup klas odwzorowan

Niech aq,...,a2442 oraz by,...,b, beda okregami jak na Rysunku 1.4.

RYSUNEK 1.4. Generatory Lickorisha grupy M,.

TWIERDZENIE 1.5 (Lickorish [28, 29]). Niech g > 1. Grupa M, jest genero-
wana przez 3g — 1 skrecen: Ay, Ag, ..., Asgi1,B2,B3,...,By_1. O

Prawdziwe jest réwniez nastepujace wzmocnienie powyzszego twierdzenia.

TWIERDZENIE 1.6 (Humphries [22]). Niech g > 2. Grupa M, jest generowa-
na przez 2g+1 skrecen: Ay, Ao, ..., Asg, Bo. Ponadto powyziszy zbiér generatoréw

jest minimalny w nastepujgcym sensie: kazdy zbior generatoréw grupy M, skia-
dajgcy sie ze skrecen. Dehna zawiera co najmniej 2g + 1 elementow. ([l
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Przypomnijmy, Ze przez symetri¢ powierzchni T, rozumiemy zmieniajgcy orien-
tacje homeomorfizm, ktoérego klasa w M;t jest elementem rzedu 2.

TWIERDZENIE 1.7 (Gromadzki, Stukow [18], T'wierdzenie 1). Niech g > 1.
Wtedy grupa /\/lgi jest skonczenie generowana przez symetrie.

DowOD. Niech o bedzie symetrig powierzchni T, wzgledem plaszczyzny za-
wierajacej okregi as, au, ..., as, (réwnowaznie, uzywajac Rysunku 1.5, o jest sy-
metrig T, wzgledem plaszczyzny zy).

Zauwazmy, ze

M;t = (A1,As,...,Ayg, By, 0) = (0A1,0A,...,0425,0DB,0).

Pierwsza réwnos¢ wnika z Twierdzenia 1.6 oraz z faktu, ze M, jest podgrupa
indeksu 2 w MF, a druga jest oczywista. Ponadto, na mocy Stwierdzenia 1.4,

g )
mamy
O’AiO':A;1 dlai=1,...,29 4+ 2,
(1.7.1) L _
oBjo = B; dlaj=1,...,9,
co oznacza, ze 0 A1, ...,0A24, 0By sa symetriami. O

W dalszej czesci pracy bedziemy réwniez korzystaé z nastepujacego zbioru
generatoréw

TwIERDZENIE 1.8 (Korkmaz [26], Twierdzenie 5). Niech g > 2. Wtedy
MQ = <M7 Bg—1>7
gdzie M = A2A3 N 'A2g+1. ]

1.4. Hipereliptyczne grupy klas odwzorowan

DEFINICJA. Jezeli zrealizujemy powierzchni¢ T, w przestrzeni R3 w sposéb
pokazany na Rysunku 1.5, tzn. tak aby ptaszczyzny uktadu byly jej pltaszczyzna-
mi symetrii, to klas¢ izotopii homeomorfizmu ¢: T, — 7, indukowanego przez
potobrot wzgledem osi @ nazywamy inwolucjg hipereliptycznag.

RYSUNEK 1.5. Inwolucja hipereliptyczna o: Ty — T,.
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DEFINICIA. Rozszerzong hipereliptyczng grupg klas odwzorowar nazywamy
centralizator w M;t elementu ¢ i oznaczamy Mgi. Definiujemy ponadto hiper-

eliptyczng grupe klas odwzorowan, ./\/l;‘ jako centralizator o w M,.

PrzykeAD 1.9. Przyjmujac oznaczenia jak w Twierdzeniu 1.5, kazde ze skre-
cen A; jest elementem grupy MZ. Rzeczywiscie, poniewaz o(a;) = a;, wiec na
mocy Stwierdzenia 1.4, 0A;0 = A;. W szczegdlnoéci, na mocy Twierdzenia 1.5,
./\/lgi = ./\/lgi oraz MZ =M,dlag=1,2.

Ze wzgledu na powyzszy przyktad oraz z pewnych powoddéw technicznych,
zwykle bedziemy rozwazaé grupy Mg i M'g’i tylko dla g > 2.
Niech Ty 2442 bedzie sferg z wyréznionym zbiorem

= {Z17 s 7229+2}

2g + 2 punktow. Zwykle elementy zbioru X bedziemy nazywaé naktuciami. Przez
homeomorfizmy przestrzeni Tp 2442, bedziemy rozumieé¢ takie homeomorfizmy
[ To2g+2 — To2g+2, ktore zachowuja zbiér ¥, tzn. f(X) = X. Podobnie dwa
takie homeomorfizmy f, g: Ty 2442 — T0,29+2 bedziemy nazywac izotopijnymi je-
zeli istnieje izotopia

H: Tyagy2 x [0,1] — To2g12
taka, ze

H(z,0) = f(z) dla z € Tp 2942,
H(z,1) = g(z) dla z € Tp 2442,
H(X,t) = ¥ dla kazdego t € [0, 1].

Przez /\/l(j)fQ g+2 bedziemy oznaczaé grupe klas izotopii homeomorfizméw prze-
strzeni Tp 2442, a przez Mo 2442 jej podgrupe sktadajaca sie z elementéw zacho-
wujacych orientacje.

Przestrzen orbit Ty /(o) jest homeomorficzna ze sfera, ponadto kazdy home-
omorfizm f: Ty — Ty przemienny z g, zachowuje zbiér ¥ = {21, ..., 22442} punk-
tow statych inwolucji o — Rysunek 1.6. Widzimy wiec, ze odwzorowanie f indu-
kuje element grupy Mafzg 49- Mniej trywialnym jest fakt, ze dla g > 2 opisane
przyporzadkowanie jest surjekcja oraz, ze ,faktoryzuje” sie ono do klas izotopii.

Zogta 21 2y Z3 Zg+2
) U g

RYSUNEK 1.6. Sfera z wyrdéznionymi punktami jako przestrzen
orbit T, /(o).
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TwIERDZENIE 1.10 (Birman, Hilden [7]|, Twierdzenia 1 i 7). Niech g > 2.
Istnieje kanoniczny epimorfizm ®: M;‘ — Mo,2g42, ktory indukuje izomorfizm

M} /(o) = Moagya. O

Dowdd tego twierdzenia przebiega w dwdch krokach. Najpierw udowadnia
sig, ze zar6wno homeomorfizmy przestrzeni Tp 2442 jak i ich izotopie podnoszg sie
do homeomorfizméw (izotopii) przestrzeni Ty. Druga, trudniejsza czes¢ dowodu
polega na wykazaniu, ze jezeli dwa homeomorfizmy f, f’: T, — T, przemienne z
0, reprezentujg ten sam element grupy My, to laczaca je izotopia moze by¢ tak
wybrana, aby byla przemienna z o.

WNIOSEK 1.11. Istnieje kanoniczny epimorfizm @ : M];i — M(j):’2g+2, ktory
indukuge izomorfizm MJ= /() = /\/léngH.

DowOD. Poniewaz M}gli powstaje z grupy wszystkich homeomorfizméw hi-
pereliptycznych przez podzielenie przez podgrupe Z sktadajaca sie z odwzorowan
izotopijnych z identycznoscia, wiec aby wykazaé, ze ® jest dobrze zdefiniowane,
nalezy pokazaé, ze ®(Z) = 1w /\/l(jizg 4o To jednak wynika z Twierdzenia 1.10,
gdyz T < M}gl.

Podobnie, poniewaz element zmieniajacy orientacje nie moze by¢ izotopijny
z identycznoscia, wigc ker & < /\/lg. Na mocy Twierdzenia 1.10 oznacza to, ze
ker & = (p). O

1.5. Warkocze

Elementy grupy Mo 2442 indukowane przez skrecenia Ay, . .., Asgyo bedziemy
oznacza¢ odpowiednio przez o1, ...,0942. Innymi stowy, jezeli 7: Ty, — Ty/(0)
jest rzutowaniem na przestrzen orbit to

oi(x) = TAm ().

Elementy o;: Tp 2g+2 — T0,29+2 sa przykltadami tzw. warkoczy (ang. braids) —
patrz np. [4, 5]. Noénikiem dziatania warkocza o; jest otwarty dysk U; C Tp 2442
taki, ze U; N X = {z;, zi+1}. Ponadto 0;(2;) = 211, 0i(zi+1) = 2 (przyjmujemy
umowe, ze 22443 = 21). Schematyczny sposéb dzialania warkocza o; jest pokazany
na Rysunku 1.7.

O;
T

Ui U

RYSUNEK 1.7. Schemat dzialania warkocza o;.

Okazuje sie, ze warkocze 01, ... ,02441 generujg grupe Moy ag42 oraz grupa ta
posiada bardzo proste przedstawienie w tych generatorach.
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TWIERDZENIE 1.12 (Magnus [33]). Grupa Mg 2442 posiada nastepujgce przed-
stawienie
generatory: oi,...,02g+1,
relacje:

Uin = UjUi dla |Z —j| } 2,
0i0i+10; = 0410041 dla 1 <@ < 2g,

(0109 -+ 09g11)%1% = 1,

0102+ 02¢02g4102g4102g -+ 0201 = 1.
O

Klasycznie grupa warkoczy jest zdefiniowana dla dysku D? a nie dla sfery S?
jak powyzej [1, 2]. Réznica miedzy tymi dwoma grupami odbita jest w relacjach
(1.12.3) oraz (1.12.4) — przedstawienie grupy warkoczy dla dysku rézni sie od
powyzszego brakiem tych dwéch relacji ([4], Twierdzenie 1.8).

Korzystajac z Twierdzenia 1.12, mozliwe jest otrzymanie przedstawienia dla
grupy M}gl.

TWIERDZENIE 1.13 (Birman, Hilden [7], Twierdzenie 8). Grupa MZ posiada
nastepujgce przedstawienie
generatory: Ai, ..., Aygi1,
relacje:

(1.13.1) AjA; = AjA; dlali— 3] > 2,

(1.13.2) AjAi1 Ay = A AiAi dla 1 <i<2g,

(1.13.3) (A1Ag -+ Agg1)?9t2 =1,

(1.13.4) (Ay -+ Aggy1Aggrr-- A1) =1,

(1.13.5) (Ay -+ Aggy1Aggir - A1)Ar = A1(Ay -+ Aggy1 Ay - Ay).

0

Dalszy ciag rozwazan poprzedzimy kilkoma komentarzami dotyczacymi po-
wyzszego przedstawienia. Ot6z okazuje sie, ze

Ay Aggr1Aogir-- A1 =0

jest wezedniej zdefiniowana inwolucja hipereliptyczna ([7], Réwnanie (8)). Tym
samym relacje (1.13.4) oraz (1.13.5) sa wyrazem faktu, ze g jest inwolucja oraz, ze
o jest przemienne z A;. Aby wyjasnic relacje (1.13.3), oznaczymy B = A1 Ay -+ Aggq.
Wtedy B jest podniesieniem obrotu o109 --- 02441 sfery Tpo442 rzedu 2g + 2 —
jest to obrét przeprowadzajacy z; na z41 dlai =1,...,29 + 1 oraz 22442 ha z1.

W dalszej czesci pracy wygodnie bedzie korzystaé z nastepujacego rozszerze-
nia powyzszego przedstawienia.

TWIERDZENIE 1.14. Grupa M’; posiada nastepujgce przedstawienie
generatory: Ay, ..., Asg40,B, B, 0,
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relacje:
1.14.1
1.14.2

( ) B=A1Ay---Aggia,

( ) B =Aggi14g,--- Ay,

(1.14.3) o= BB,

(1.14.4)  A;=BA,B™" dlaj=i+1 mod 2g+2,

(1.145)  AjA; = A; Ay, dla2 < i — j| < 2g,

(1.14.6)  ATAJA] = ATATAS dlaj=i+1 mod2g+2, a,8€{-1,1},
(1.14.7)  B¥*t2 =1,

(1.14.8)
(1.14.9)

0’ =1,
0A;=A;j0 dlai=1,...,29+2.
O

Powyzsze przedstawienie powstaje z przedstawienia zawartego w Twierdze-
niu 1.13 przez dodanie generatoréw Agyio, B, B, ¢ oraz pewnej ilosci zbednych
relacji. Relacja (1.14.4) wynika ze Stwierdzenia 1.4 oraz z prostej do sprawdzenia
rownosci

B(ai) =a; dlaj=i+1 mod 2g+2.

UwAcGA 1.15. Zauwazmy, ze na mocy relacji (1.14.4) i Twierdzenia 1.13,
(B, A;) = M} dla kazdego 1 < i < 2g+2.
UwAGA 1.16. Na mocy relacji (1.14.4), dla kazdego k € Z mamy
(1.16.1) B =B*BB™*=BYA14y - Ayg 1B = A 5 Agyi -+ Asgiirr,

gdzie indeksy nalezy zredukowaé¢ modulo 2g + 2.
Podobnie uzasadniamy, ze

B = Agygr11kAogir - Argg

1.6. Podgrupy skonczone grup klas odwzorowan

Szczegblne znaczenie elementéw skonczonego rzedu w grupach klas odwzoro-
wan wynika z nastepujacego

TwiIERDZENIE 1.17 (Kerckhoff [24]). KaZda skoriczona podgrupa grupy M,
[Mgi] zamknigtej powierzchni orientowalnej Ty moze byc zrealizowana jako grupa
homeomorfizmow. Co wiecej moze byé ona zrealizowana jako grupa automorfi-
zmow powierzchni Riemanna [Kleina] ze wzgledu na pewng strukture analityczng
[dianalityczng] na T,. O

Co wiecej dobrze znana jest odpowiednio$¢ miedzy zwartymi powierzchniami
Riemanna a nierozktadalnymi zespolonymi krzywymi algebraicznymi, co pozwala
utozsamiaé¢ skonczone podgrupy grupy ./\/lgi z grupami automorfizméw krzywych
algebraicznych.

Przy tej odpowiedniosci, skonczone podgrupy grup ./\/lZ i /\/llgli odpowiadaja
grupom automorfizméw hipereliptycznych powierzchni Riemanna, tj. krzywych
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algebraicznych, ktérych czesé afiniczna moze byé zdefiniowana réwnaniem y? =
f(z), gdzie f € C[z] jest wielomianem bez pierwiastkéw wielokrotnych. Powyzszy
opis wyjasnia uzycie stowa ,hipereliptyczne” w definicji grup M}gl i Mgi.

Jako przyktad zastosowania powyzszej odpowiedniosci, zauwazmy, ze ponie-
waz maksymalny rzad automorfizmu powierzchni Riemanna rodzaju g wynosi
4g + 2 ([53]), wiec 4g + 2 jest maksymalnym rzedem elementu torsyjnego w
grupie M. Okazuje si¢, ze przykladem takiego elementu jest homeomorfizm M
zdefiniowany w tresci Twierdzenia 1.8 — patrz uwagi przed dowodem Twierdzenia
2.1.

1.7. Reprezentacje symplektyczne grup klas odwzorowan

Niech I bedzie macierza identycznosci wymiaru g X g oraz niech J bedzie
macierzg wymiaru 2g x 2g dang w postaci blokowej

J= [_OI ﬂ

DEFINICIA. Niech R bedzie cialem lub pierscieniem liczb catkowitych, oraz
niech M(2g, R) bedzie zbiorem macierzy wymiaru 2g x 2g nad R. Podgrupe ma-
cierzy M € M(2g, R) speliajacych warunek

MJIM" =4J
nazywamy rozszerzong grupqg symplektyczng (o wspélezynnikach w R) i oznacza-

my Sp*(2g, R). Podgrupe grupy Sp™(2g, R) skladajaca sie z macierzy M spel-
niajacych

MJM'=J
nazywamy grupg symplektyczng i oznaczamy Sp(2g, R).

Poniewaz odwzorowania izotopijne z identycznoscig indukuja trywialny auto-
morfizm na H;(7,,Z), mamy kanoniczne odwzorowanie

U ME — Aut(Hy(T,, Z)).

Oczywiscie Hi(T,,7Z) = 729 oraz za baze tej grupy mozemy wziaé klasy homologii
okregéw (zorientowanych zgodnie z Rysunkiem 1.4)

B = (CLQ,CL4, e ,(Igg,bl,bg, .. .,bg).
Po ustaleniu tej bazy, mozemy ¥ traktowaé jako odwzorowanie
+
W My — M(2¢,Z).

Powyzsze odwzorowanie nie jest ,na”. Aby to zobaczyé, zauwazmy, ze geome-
tryczna natura bazy B definiuje naturalna symplektyczna forme dwuliniowa J (-, -)
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w Hi(Ty,Z), zadang na bazie wzorem
J(ai, CLJ‘) = O,
J (b, bj) =0,

1 dlaj=2:
J(ai,bﬂ:{ AT

0 dlaj# 2,

(b0 —1 dlaj = 2i,
i, i) = . .
/ 0 dlaj # 2i.

Innymi stowy J jest algebraicznym indeksem przeciecia sie klas homologii. Za-
uwazmy, ze oznaczenie powyzszej formy dwuliniowej przez J jest nieprzypad-
kowe — macierz tej formy jest dokladnie macierza J zdefiniowana na poczatku
tego podrozdzialu. Oczywiscie kazdy homeomorfizm f € ./\/{;t spelnia warunek
J(f(q), f(r)) = £J(q,r), gdzie g, sa klasami homologii dwéch okregéw na Tj.
Ponadto jezeli f € My, to J(f(q), f(r)) = J(g,r). Widzimy zatem, ze mamy
homomorfizmy:

Vg /\/lgi — Sp*(29,72),
Ut My — Sp(2g,7Z).
Nietrywialnym faktem jest, ze powyzsze odwzorowania sg ,na’.

TWIERDZENIE 1.18 ([34], str. 178). Zdefiniowane powyzej odwzorowania ¥
oraz U1 sq epimorfizmami. O

Dowdéd powyzszego twierdzenia polega na znalezieniu generatoréw grupy Sp(2g, Z)
i pokazaniu, ze macierze te pochodza od pewnych homeomorfizméw powierzch-
ni 7.

Bardzo ciekawym obiektem jest jadro T — jest to tzw. grupa Torelli. Grupa
ta, ze wzgledu na liczne zastosowania w innych dziedzinach, jest od wielu lat
przedmiotem intensywnych badan — patrz np. [15].



ROZDZIAYL. 2

Minimalna liczba symetrii generujacych rozszerzong
grupe klas odwzorowan

Gléwnym celem tego rozdziatu jest wykazanie, ze rozszerzona grupa klas od-
wzorowan M;‘E jest generowana przez trzy symetrie, tj. zmieniajace orientacje
inwolucje.

TWIERDZENIE 2.1 (Stukow [44], Twierdzenie 1). Dla kaZdego g > 1, rozsze-
rzona grupa klas odwzorowari M jest generowana przez trzy symetrie.

Na mocy Twierdzenia 1.18, jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy

TWIERDZENIE 2.2. Rozszerzona grupa symplektyczna Spi(Qg, 7) jest genero-
wana przez trzy inwolucje o1, 02,03 € Sp™(29,7Z) \ Sp(2g, Z). O

Zaltézmy na chwile, ze g > 2. Idea dowodu Twierdzenia 2.1 jest dosé¢ prosta.
Na mocy Twierdzenia 1.8, wystarczy znalezé symetri¢ € € M;t taka, ze zaréwno
eM jak i eBy_1 sg symetriami — wtedy M;t = (¢,eM,eBy_1). Przyklad takiej
symetrii jest podany ponizej w rownoéci (2.2.1). Wprawdzie z punktu widzenia
dowodu nie jest istotne w jaki sposéb symetrie te udalo sie uzyskaé — wystarczy
tylko sprawdzié¢, ze posiada ona zadane wlasnosci, jednak dla pelnosci krétko
opiszemy teraz procedure prowadzaca do definicji .

Otéz okazuje sie, ze jezeli ®: Mgi — ./\/l(j)f 9g-+2 Jest homomorfizmem z Wnio-
sku 1.11, to M = ®(M) jest obrotem sfery Spog42 takim, ze M/(zl) = z;11 dla
i=2,...,29+1, M(229+2) — 2y oraz M(z1) = 21 (Rysunek 2.1(i)). Innymi slowy

Z)

z
Zhgr” 7972

(i1)
RYSUNEK 2.1. Obrét M oraz symetrie € oraz o.

M moze byé¢ traktowane jako jedno z ,,podniesien” elementu M. Ta interpreta-
cja elementu M pozwala zauwazy¢, ze moze on byé napisany (na rézne sposoby)

17
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jako M = eeq, gdzie € i €1 sa podniesieniami dwoch symetrii € i 1. Zauwazmy
teraz, ze wystarczy wybraé € i £ oraz ich podniesienia w taki sposéb, aby € i g1
byly symetriami (a priori moze si¢ zdarzy¢, ze beda to elementy rzedu 4) oraz
aby (bg—1) = b;t_ll. Aby byl spetniony drugi warunek sprawdzamy jak wyglada
®(by—1) — okazuje sie, ze jest to brzeg dysku na Sp 442 ograniczajacego nakltucia
2991, 22g, 22g+1 Oraz zag+2 (Rysunek 2.1(i)). To sugeruje aby za € wzig¢ symetrie
wzgledem plaszczyzny przechodzace] przez z1, z4 oraz srodek sfery Sp 2442 (Rysu-
nek 2.1(i)). Cheac sprawdzié¢ czy ten element spelnia zadane wlasnosci, wygodnie
jest go zapisa¢ w generatorach grupy /\/l(ing 19- Aby to zrobi¢ zauwazmy, ze jezeli
o jest symetrig sfery S 2442 wzgledem plaszczyzny przechodzgcej przez wszystkie
naklucia z1,..., 20442 (tzn. jest to symetria wzgledem plaszczyzny zawierajacej
réwnik na Rysunku 2.1(ii) — jedno z podniesien tego elementu jest symetria o z
Twierdzenia 1.7), to na mocy Twierdzenia 1.13, 5 moze by¢ napisany jako pro-
dukt warkoczy o1, ...,02¢41. Ponadto istnieje do$¢ prosty algorytm pozwalajacy
znalez¢ to przedstawienie. Okazuje sig, ze

0& = (02g—3,29—3029g—4,29—3 * * - 02,29—3)02g—102902g—1029+102¢02g—15
gdzie 0; ; = 0;101-;11 . ~a]71 dla 2 < ¢ < j oraz przyjmujemy umowe, ze dla g = 2
iloczyn w nawiasie jest ,pusty”, tj.

02¢g—3,29—-302g—4,2g—3 " * 02,293 = L.
Poniewaz ®(A;) = 0y, wiec jedno z podniesien elementu £ jest réwne:
(2.2.1) € =0(Azg-329-3A2g—429-3 - As2g_3) Aoy 1425 A2g_1A2g11A25A2, 1,

gdzie A; ; = A;lA;_ﬁl . ~Aj_1 dla 2 < i < j oraz tak jak poprzednio,

(2.2.2) Agg_3729_3A29_4,29_3 e A2729_3 =1 dla g = 2.

DowOD TWIERDZENIA 2.1. Przypu$émy najpierw, ze g = 1. Na mocy Twier-
dzenia 1.5, My = (A;, As). Ponadto na mocy relacji (1.7.1), 0 A; i 0 Ay sa syme-
triami. Mamy zatem M;t = (0,041,04).

Zal6zmy teraz, ze g > 2 i niech € € M;t bedzie jak w (2.2.1). Jak zauwazyli-
Smy powyzej, na mocy Twierdzenia 1.8, wystarczy wykazaé, ze € spelnia naste-
pujace warunki:

(1) e2 =1,

(2) MeM =¢,

(3) (By1)? = 1.
Zanim uzasadnimy punkty (1)—(3), potrzebujemy dwéch lematéw. W przepro-
wadzanych rachunkach bedziemy wielokrotnie korzystaé z relacji (1.7.1), (1.14.5)
oraz (1.14.6). Ponadto przyjmijmy umowe, ze w przeprowadzanych rachunkach:

e nawiasy kwadratowe wskazuja elementy przemienne, np.
A1[A2][As] A3z = A1 A5 A2 A3,
e podkreslone elementy wskazujg mozliwe redukcje, np.

A1&A5£ = A1 As,
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e nawiasy {} wskazuja miejsca, w ktérych stosujemy relacje, np.
As{As A1 AT ATV Az = A3 AT Ag As.
LEMAT 2.3. Dla kazdych 1 < i<k <j<29+1 oraza €{0,1},
A jAY = Aj 1A

W szczegolnosci
Aij Akt = A1+ 45
dlal<i<k<l<ji<2g+1.

DowOb.
AigAY =AY AL AT AL A - AT AT

= A7 A {AT AL AR A, AT

= [Az‘_l o Aé_ll][A%H]AElAEilAEiz T Aj_l

= Af1diy

O
LEMAT 2.4. Dla kazdego 1 < k < 2g+1,
Ap A1 g Asg = (Ap1p- 1Ak op—1- - Ao 1) (A1 AT ATY).

DowOD. Dla k = 1,2 réwno$é powyzsza jest spelniona na mocy umowy

(2.2.2), zalézmy zatem, ze k > 3. W ponizszych rachunkach bedziemy wielokrot-
nie korzysta¢ z Lematu 2.3.

AppAp—1pAsg = {A Ap1 - Ao} = (Ap—r - Ao ) A5!
= (Ap1 g1 {A  Ap—o - Ao 1 AS !
= (Ap_1h1Ap_op - Agp) Azt AT

= (A1 1 Ap—o 1 Agp_1) Ayt AF AL

Pokazemy teraz (1).
e2 =0(Agy329-3A25-429-3" Asng3)Asg 1425 A9, 1Ay i1 A25A2, 1
0(Agg_39g-3A2g—142g-3" Ag29—3)Asg—1A29A25 1 A244+1A25A24—1
=0(A2g—3,29—3A2g—1,29—3 - A22g—3){Aog—1A2gA2g— 142511 A24A25 1
0} Aog—39g-3A2g—a2g—3 " A2 29—3][A2g—1429A29—1A254+1A24A25 1]
=0 (Agg-3,29-3A2g-4,29-5 "+~ Az2g-3)0 A5 1 A5 A5 1 A5 1 A5  Agy
Aoy 1As4[Asg_1][A2g+1]A2gAsg—1(A2g—32g—3A2g—4,2g—3 - A22g—3)

—1 —1 4—1 —1
=0(Aag-329-3A2g-42g-3 " A22g-3)0As, 1 A57 Ay 1 Asg 14

Aggi1Asg—1A2gA2g_1(Azg_329-3A29—1429-3- - A2.24-3)

:O'(A2g73,2973142gf4,2g73 T A2,2973)U(A2973,2g73A2g74,2g73 T A2,2973)-
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Wystarczy zatem wykazaé, ze dla dowolnego 1 < k < 2g+ 1
(241) U(Ak,kAk—l,k e AQ,k)U(Ak,kAk—l,k cee AQJC) =1.

Dowéd przeprowadzimy indukcyjnie. Dla & = 1 réwnosé (2.4.1) jest spelniona na

mocy umowy (2.2.2).
Przypu$émy teraz, ze (2.4.1) zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od k.
W ponizszych rachunkach bedziemy korzystaé¢ z Lematow 2.3 i 2.4.

(A pAk—1 - Ao )0 (Ap pAp—1 - Ao )
=0{ Ak Az to(Agk - Asp{Ask A2k })
=0(Ap—1 g1 Aop-1){(A5 - A5 AT o (Apg - - Aap Ao kAo k1)
=0(Ap—1p—1- A p—1)0(Ap - A3A2)(Ap - {As Ao} A2 k—1)
=0(Ap—1p—1""" A2,k—1)U(A2_7]1g)(Ak,k o Ag g Az 1 A2 k—1)

=0 (Ap-1 k-1 Ao p-1)0(Ay 1) (Ao Ar—1 k-1 Az p—1 A2k 1)

=0(Ap—1 k-1 Az p—1)0(Ap_1 -1 Az 1)

Zatem (2.4.1) zachodzi na mocy zalozenia indukcyjnego.
Pokazemy teraz (2).

MeM =(Ag--- Azgy1)(0Asg—329—3A29—429-3" - A229-3

Azg 1A2gA2g 142911429 A2 1)(Ag -+ Azg 2424 1A25A2411)
={Ag- - Azg110} Aoy 329 3A25 4243+ A2243

Agg1A24[Asg 1][A2g11]A2gAsg 142+ Azg 225 1A25A24 11
=o(Ay" - 'A2_g1+1)A2g—3,29—3A29—4,2g—3 o Ag9g-3

Agg 1A2gA2g11{A2g 1A24A2g 1} A2+ Agg 2A25 1A25A2411
=0A2,2g—2(Az_glqu_glAz_gIH)A29—3,29—3A29—4,2g—3 o Ag9g-3

Agg1{A2gAog 11425} Aoy 1[Azg][A2 -+ Agg 2] Aoy 1A25A24 11
=0A2,2g—2(Az_glqu_glAz_gIH)A29—3,29—3A29—4,2g—3 o Ag9g-3

[Agg1][A2g11]A2gAsg 1142 1 A2 - Aoy o{AzgAzg 1 A2} Asg i1
=0A2,2g—2(Az_glqu_glAz_gIH)A29—3,29—3A29—4,2g—3 e Ag9g-3

Azg1Aog—1A2g[Azgi1][Azg—1As -+ Aog2Asg1]A2g[Ag1][A2g41]
=0A2,2g—2(Az_glqu_glAz_gIH)A29—3,29—3A29—4,2g—3 o Ag9g-3

Aggr1{Azg 1A24A2g 1} Az Ay 2A2g 1{A2g11A25A211} A2y 1
=0A2,2g—2(Az_glqu_glAz_gIH)A29—3,29—3A29—4,2g—3 o Ag9g-3

Aggi1AgAgg1[Asgl[Ag - Aoy 9| Asg_1A2gAsg11A29A24-1
=0{Ag 2924293293} Asg—429-3 -+ A229—3

AgAsz - Agg_o{ Aoy Aoy 1 A2} Asgi1AogAag 1

=0Asg—229—2{A22g—2A2g—429-3} -+ A229—3
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AgAg -+ Agg_9Aog_1A25 A0y 1A2g11A25A25 1
=0Asg22g 242432924225 2 A224 3
AgAz -+ Agg 0Agg 1A2gA2g 1 Asg11A25A24 1

=0 (Agg—229-2A2g-329-2 - A3292A224 2)
AgAz -+ Agg 0Agg 1A2g A2y 1 Asg11A25A24 1

=0{Azg—229—2 Az 29242942}
A2A3 e A2972A2g71A2gA2g71A2g+1A2gA2gf1

=0(Aag-329-3- - A3.29-34229-3) (A -~ A7 A57)
AgAg -+ Agg_0Ang 1429 Aoy 1 Aoy 1A2gA24 1

ZU(A29—3,29—3 T A3,2973A2,2973)(A2gflA2gA2g71A2g+1A29A2971) =E&.

Dla dowodu (3) zauwazmy, ze poniewaz no$nik kazdego ze skreceni wystepujacych

w definicji e (patrz (2.2.1)) jest rozlaczny z by (innymi stowy w definicji € nie
wystepuje Asg—2), wiec na mocy relacji (1.7.1), mamy
eBy_1e = 0By 10 = g__ll.

O

Przedstawiony powyzej dowdéd Twierdzenia 2.1 jest uproszczeniem oryginal-

nego dowodu zawartego w pracy [44]. Zasadnicza réznica polega na reprezento-

waniu elementéw M i e w generatorach grupy M;t a nie jako automorfizméow
zewnetrznych grupy podstawowej m1(S,) jak w [44].



ROZDZIAYL. 3

Minimalne zbiory generatoréw skonczonego rzedu dla
hipereliptycznych grup klas odwzorowan

Celem ponizszego rozdziatu jest wykazanie, ze zaréwno hipereliptyczna jak i
rozszerzona hipereliptyczna grupa klas odwzorowan jest generowana przez dwa
elementy skonczonego rzedu. O ile w przypadku grupy MZ powyzsze stwierdzenie
jest dos¢ proste w dowodzie, to w przypadku grupy /\/l}gli dowdd jest o wiele
bardziej skomplikowany.

3.1. Generowanie hipereliptycznej grupy klas odwzorowan przez dwa
elementy skonczonego rzedu

TWIERDZENIE 3.1 (Stukow [45], Twierdzenie 1). Niech g > 2. Hipereliptyczna
grupa klas odwzorowan MZ jest generowana przez dwa elementy rzedow 2g + 2
oraz 49 + 2 odpowiednio.

DowOD. Jak zauwazyliSmy w uwagach poprzedzajacych dowdéd Twierdzenia
2.1, element M = ApAj3--- Azgy1 z Twierdzenia 1.8 jest podniesieniem obrotu
rzedu 2g + 1. Zatem rzad tego elementu jest réwny 2g + 1 lub 4g + 2. Okazuje
sie, ze w istocie jest to 4g + 2 ([20], Lemat 2). Wystarczy zatem wykazad, ze

M) = (B, M),
gdzie B = AjAy--- Ay jest elementem z Twierdzenia 1.14. To jest jednak
natychmiastowa konsekwencja Uwagi 1.15 oraz relacji A; = BM 1. O

3.2. Generowanie rozszerzonej hipereliptycznej grupy klas
odwzorowan przez dwa elementy skonczonego rzedu

Do konica do rozdziatu zalézmy, ze g > 2.

STWIERDZENIE 3.2. Rzqd elementu 3 = oB jest skoriczony i wynosi 2g + 2
jezeli g jest nieparzyste oraz 4g + 4 jezeli g jest parzyste.

DowOD. Po pierwsze zauwazmy, ze na mocy relacji (1.7.1), c A0 = AZ-_1 dla
i=1,2...,2¢9 + 1. Zatem na mocy relacji (1.14.1)—(1.14.3),
(3.2.1) oBo =B ' = 9B.
Dzieki powyzszej réwnosci otrzymujemy

(% = ocBoB = 0B?,
skad na mocy relacji (1.14.7) i (1.14.9),
(042 _ poH1 g29+2 _ ot

Zatem teza wynika z faktu, iz o jest elementem rzedu 2. ([l

22
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STWIERDZENIE 3.3. Rzqd elementu N = UA2_91+1A1A2A1_13A2_§1+1 jest skori-
czony i wynosi 2g jezeli g jest nieparzyste oraz 4g jezeli g jest parzyste.

DowOD. Pokazemy indukcyjnie, ze dla 1 < k < g,
(3.3.1) N?% = Aggi1(Ag- -+ Agp Ao ) (AT -+ Ayl A B AL oF.

Dla k = 1, na mocy relacji (1.7.1), (1.14.1)—(1.14.9) oraz (3.2.1) otrzymujemy
(bedziemy w dalszym ciagu stosowaé ustalona w dowodzie Twierdzenia 2.1 kon-
wencje zapisu rachunkow)

N?% = (UA2_91+1A1A2A_1BA2_;+1)(UA2_91+1A1A2A_1BA2_91+1)
= {UA29+1A1A2A 1BA2g1+1}UA2g+1A1A2A BA2g+1
(33.2) — Aoy {AT A5 A} o] [{ Boo Ay Ap AT} BAG),
= Aog 11 42[AT A5 Ag[A3) Ay T B2 Ay 0
= A29+1(A2A3)(AI1A5 )B2A2g+1Q
Zatézmy teraz, ze
N2 = Aggy1(Ag -+ AgppAgp 1) (AT -+ Ayl g AG ) B2 A5 ) 0"t
Mamy zatem
N =Apgi1(Ag -+ AojoAgj1) (A7 - Ayl AL ,)
{B% 2A29+1[ i 1][@(14#13)(141 2 )}B2A2_g1+1]0
=Aggi1(Az- - Agp o Aop 1) [ATH - Ayl 5 AG ]
[Aog Ao 1] (Ag Ayt )B%A2g+10
=Agg1(Az -+ Ao Ao 1) (AT - Ayl 1A2k)B2kA29+IQ

co konczy dowdd indukeyjny.
Podstawiajac k = g w réwnosci (3.3.1), na mocy relacji (1.16.1) otrzymujemy

9 =Aggy1(Ag- -+ AggAgg 1) (AT -+ Ayl AV BY AL of
=A2g+1(z42'"A2gA29+1A2g+2)(A59+2A11 A2g 1A29)32 A2g+19
—1 _
=Ag1 B{B }BQQA291+199 = Asg+1BoBB’ gA2g+1Qg =o'

Teza wynika zatem z faktu, ze ¢ jest elementem rzedu 2. O

Niech G = (3, N). Naszym celem jest pokazanie, ze G = ./\/lgi (Twierdzenie
3.7). Zanim jednak to zrobimy potrzebujemy kilku, rachunkowo do$é skompliko-
wanych lematow.

LEMAT 3.4. Niech g = 2. Wtedy
N7'BN?BNBN'pINIBN?BN3 = A3



3. GENEROWANIE GRUP M 1 M’,}i PRZEZ DWA ELEMENTY 24

Dowob. Korzystajac z relacji (1.7.1), (1.14.1)—(1.14.9), (1.16.1), (3.2.1), (3.3.2)
otrzymujemy

N71BN2BNBN~13~'N"1BN23N S
=(AsB A1 A AT As)a B(As A A3 AT A B2 AS o) o B
(cAs A1 A AT BAZ o B(AsB 1 A1 Ay AT Aso) B e
(AsB™'A1 A YA As0)a B(As A A3 AT A B2 A Y 0)o B
(cAs A1 A3 AT BAS o B
=As{B ' A1 AT AT A5 BY As Ay As AT A H{ B2 A 0o B}
AT A1 A2 AT BAS  o{BA; 0BT AT As A A BT
A o{BTAT A2 A1 AT oBYAS T A AT A1 As B2 As B
As AT AT A1 o{BA; B}
=As{AgAT A YA A5 A A3 AT AT AT B?
AT A AR AT BYAS T AG AT A A AT BT
A TAGTA A AT AT T AT AT AL Ay { B2 As BY As AT A T Ay Ag B2
=As AT AG A1) [Ag) As Ag A3 AT AT AT
Ay ALAS AT B2 AP A AT Ag Ay AP BT
A YA A A AT AT T AT AS T A A B3 A As AT AT A Ag B2
=As AT AG AL AL Ag Ag A3[AT T AT AT
ASNAG AL A AT T AT AT Ag As A (B P
A TAGTA A AT AT AT AT A A B3 Y Ay As{ AT A T A} Ag B2
=As AT AT AL { AL Ag As Ay AsY AT A AT AS T AT AT AT Ag As A
AT AT AGASATT A AT AG T AL As Ay As] Ay [ AT AT Ag B
=As AT AG AY{BAT A 0B Ag As A
AFTATT AL AR AT T AL AT AT AG T AT A Y Ay As Ay As Ag B2
=As AT AT AL AT A o{ B2 Ag A5 A
AT AT AL A AT AgoBY Ay As AT A { As A3 Ay As Ag ) B?
=As AT Ag T A A AT AR} [An)[ AT AT
(A1 A A5} AT T Ag{ B3 Ay As A1 AL B3Y
=As A7 [Ag 1[AsAs A7 AT AT AT AL A As] Ag Ay As Ar As) AT AT
=As[AT[AaA3) Ay T AT AT AT AT AL AG][A5 ) A Ao { As AT T AS)
= A5 Ay A3 AT AT A HAG T AT T AT AT AT T Y Ao { Ay A Ar Y[ Ao][Ag Y A Ag
=As Ay As AT AT AT BT A} {As A1 As Ay | As As As} AL [AST[AS 1) As
=As Ay A3 AT AT AT A BT BIAT AS Y AT Ag
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=As A Aa{AT Ay AT T AT AT Al A [Ag]
=A5A4A3{0BA1 As} A" = {A5AyA3A2 A1 }oBA3 = B 'oBA;" = A3
O
LEMAT 3.5. Niech g = 3. Wtedy
6’4N*2ﬂ]\7*26*1N*162N26*4NﬂN*364N*16 _ A7A1_1.
DowoOb. Korzystajac z relacji (3.3.2) otrzymujemy:
N3 = (A7A2A3A7 A7 B2 A 0) (0 A7 A AR AT BAZY)
= A7As AsAT Ay B A7 o{o AT A1 A AT BATY
= A7 A2 A3 AT A {B?0AT T A A1 oBY Aro
= A7 A A3 AT AT AT AT A3 B3 Aro
Mamy zatem
ﬁ_4N_2ﬁN_2ﬁ_lN_lﬁQNQﬁ_4NﬁN_3ﬁ4N_lﬁ
=B (0A7B Ay A1 Ay Ay AT o B(0A7 B2 A At A5 T AT AT )BT e
(A7B71A AT AT A70) 0B (A7 A A3 AT A B2 A o) B4
(cA7 A A AT BAT o B(o A7 B3 AT Ay A3 As A1 AT AT AZT)
BY(A;B YA AS AT Aro)o B
={B*0A7B ?} A2 A1 A A AT {0 BoAT B 2 As A1 A3 T AT AT T BT o)
A{B YA AT AT A 00B? A7 As A3 AT A T B2 AT oBTH
o HAZ A Ay AT BYAS Yo Bo A1 B3 A 1 Ay Az A AL AT AT ALY
B*H{B*A7;B~ '} A1 Ay AT (A7) B
=0A3{B*As A1 A7 A AT 0B o AT Y { BT Ay T AT A3 As A7p BT}
A7 As AT AG T Ag{ B~ 0B AT T A AT Ay Ay By { A7 0B
BYAg'As A1 Ag Az o{ BB 3 A B2} AT Ag Ay Ag A7 AT T AG T ALY
A {BA; A1 A AT B}
=0{ A3 A4 A AT AT AT H B3 AT B3 A AT T Ay As Ag
A7 AgATY AT Ag AT AZ T AT { A A3 B3B3 Ay}
A As AL AT AT AT AT AT AT A { A5 Ay A Ag Ay As AT Y AT AR A5
Ay Ag A A1 A B?
=0As Az{Ad AT A AT H{AS T AT AT Y As A7 Ag AT AT Ag As A
AVASTATT AV AT AT AT AT o BT AT AT AT A  Ag An AT AL B
=A4[A3][A5 AT [As AT Y][A5 1Ay T AS As Ar A AT A A Ay
A{AT AT AT AT HAT AT AT AT AT As Ay AL A T AT B
= A AT H{AZAT AT Y As AT A {Ag A7 A YAT T AR Ay
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(A [ATAG AT AT AT AT AT AT AT AV A T AT B
={ Ay AT AT AT A AT A T Ar As A AT AR [ A
ATHAAGT AT AT AT AT A AT AT B
=AT AT AS AT AT AT AT Ag Ar AT A { A
AT AT AT A AT AT A A T AT
= A5 AT AT AT A Ar As Ar AT AT AT AT Y[AT Y] B
AT AT AT AT A A { A AT AT AT ASIB
=A; AT AT AT A A [ATTAS T A AT AT B
= A7 AT AT HAT A AT AR AT AT B
=A7 AT AT AT AT A YA T AT T As B
={A AT AT AT AT AT ATV AT AgB = BT A AgB = AT A

LEMAT 3.6. Niech g > 3. Wtedy Agg+1A eq.

DowOD. Jezeli g = 3 to teza wynika z Lematu 3.5. Zalézmy zatem, ze g > 4.
Zauwazmy najpierw, ze

(3.6.1) BAB ' =0BAB'o=A;' j=i+1 mod2g+2.
Korzystajac z powyzszej relacji oraz z relacji (3.2.1) i (3.3.2), otrzymujemy
(BN (BN (BN P57
=(0Agg 1B 2 Ag Ay AT AT AL {3 Agg 11 Ag As AT AT B AL 0B
(872 Asg As As AT Ay ' B2 Ay 0} {820 Asg 1 B2 As Ay Ay A7 A7\ B%)
=Agg1{B 2 A2 A1 AT AT AL As Ag A7 A A B2 A
Agg 1AggiaiAG) Ay (B Ay} | A\ B P A4 A AT AT AT
=Asg1AsgroAog i1 AT Ayl Ay A [AgAs AT AT AT
[Azg-142g42A1A5) 1 A 0 A 1] As A As AT A AT
:A29+1A2g+2A29+1A1 A5g+2@A1%A29+2A1{A2_91+1 2g+2A291+1}
AgAs AT YA AZ T A AL A3 AT AT AT
:A2g+1A29+2A2g+1AI1A5g1+2{A1A29+2A1}Aggl+2 294-114291-1-2Ali1
=Azg 14291242911 A7 Ay n Azgra A Asg 2 A5 Asy 1 Agy o AT
=Aog11 A7

0

TWIERDZENIE 3.7 (Stukow [45], Twierdzenie 5). Niech g > 2. Rozszerzo-
na hipereliptyczna grupa klas odwzorowan jest generowana przez dwa elementy
skorniczonego rzedu.
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DowoOD. Na mocy Stwierdzen 3.2 i 3.3, wystarczy pokazaé, ze G = (5, N).
Na mocy relacji (3.6.1) i Twierdzenia 1.13 wystarczy pokazaé, ze A; € G dla
pewnego 1 < i < 2¢g + 2 (patrz Uwaga 1.15).

Dla g = 2, na mocy Lematu 3.4, Az € G. Zaldézmy zatem, ze g > 3.

Korzystajac z Lematu 3.6 oraz relacji (3.6.1), otrzymujemy

Agg1 AT Agg Ay ) o, Agg 1 A3 ) €G.
Mamy zatem
G >(Agg- 1A2g—|—1)(A29+1A1_1)(A29+2A29)ﬁ71N<A29+1A2_g1—1)
= Agg 1AL A5g1+2A2g(B_ Q)(QA591+1A1AZAle@)%AE;—l
= Az 1 A7 Ay n Ang { BT Ay AL AR AT BY A
= Agg 1 AT AG )y Agg A Aggya A1 AG ) AL

_ -1 _ 4-1
A29 1A29+2 “l2g—1 = H2g42

3.3. Dodatkowe komentarze

Na zakoniczenie tego rozdzialu wyjasnimy krotko w jaki sposéb udato sie
znalez¢ generatory z Twierdzenia 3.7 oraz relacje z Lematéw 3.4, 3.5 1 3.6.

Zacznijmy od tego, ze jezeli chcemy mieé¢ dwa elementy ¢ i r skonczonego rzedu

generujace grupe M}g’i, to dla kazdego epimorfizmu ¢: /\/llgli — G, o(q) 1 p(r)

musza generowaé G. Ta prosta obserwacja pozwala wyznaczy¢ kilka warunkéw

koniecznych jakie muszg speliacé ¢ i r.

(1) Poniewaz kazdy element f € Mgi permutuje zbiér {21, ..., 22442} punk-

tow statych inwolucji g, wiec mamy epimorfizm ¢: Mgbi — Sog42, gdzie

Sog+2 oznacza grupg permutacji zbioru 2g +2 elementowego. Oczywiscie

©(q) 1 p(r) musza generowaé te grupe.
(2) Korzystajac z przedstawienia grupy M;‘ zawartego w Twierdzeniu 1.13,

tatwo sprawdzié, ze Hl(/\/lZ,Z) = Zm, gdzie m = 4g + 2 dla g parzy-
stego, oraz m = 8¢ + 4 dla g nieparzystego. Niech 7: MZ — Zp, bedzie
rzutowaniem kanonicznym oraz niech G = Zg X Z,,, tzn. w G mamy
dzialanie (bedziemy uzywaé notacji addytywnej)

(a,0) + (c,d) = (a + ¢, (=1)°b+ d).
Kazdy f € M];i mozemy zapisa¢ w postaci f = o°fT, gdzie € € {0,1}
oraz fT € /\/l}gl. Latwo teraz sprawdzié¢, ze odwzorowanie ¢: /\/IZi -G
dane wzorem

o(f) = (e,n(f))
jest epimorfizmem. Jak poprzednio, ¢(q) i ¢(r) musza generowaé G.
(3) Namocy Twierdzenia 1.18, mamy homomorfizm ¢: /\/l’;i — Sp*(2¢,7).
Oczywiscie sprawdzenie czy dla jaki$§ konkretnych ¢,r € ./\/l]gli, v(q) i
(r) generuja go(/\/l;‘i) jest rzecza niezwykle trudna, dlatego wygodniej
jest bra¢ indukowany homomorfizm ¢),: ./\/l’;i — Spi(Qg,Zp), gdzie p
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jest liczba pierwsza. Poniewaz grupy Spi(QQ,Zp) sa skonczone (choé¢
bardzo duze) oraz na og6l cpp(MZi) = Sp*(2g,7Z,), wiec uzywajac pro-
graméw do obliczen symbolicznych (w naszym przypadku byt to GAP
[17]), mozliwe jest wykonanie odpowiedniego sprawdzenia (oczywiscie
tylko dla malych wartosci g i p).
Oczywiscie aby powyzsza procedura szukania dobrych kandydatéw na ¢ i r mo-
gla byé skuteczna potrzebna jest duza ilo$é¢ przyktadow elementéw skonczonego
rzedu w grupie Mgi. Dobrym zrédlem takich przyktadéw (na mocy Twierdzenia
1.10, w pewnym sensie jest to zZrédlo wszystkich przykladéw) jest podnoszenie
elementéw skonczonego rzedu w grupie ./\/loigg 19 — patrz uwagi przed dowodem
Twierdzenia 2.1.

Po znalezieniu kandydatéw na g i r pozostaje problem wykazania, ze rze-
czywiscie generuja one grupe Mgi, co w powyzszym dowodzie sprowadza si¢ do
znalezienia i uzasadnienia odpowiednich relacji (Lematy 3.4, 3.5 i 3.6). Relacje te
zostaly znalezione w oparciu o punkt (3) powyzej. Méwiac bardziej precyzyjnie,
uzywajac komputera, mozna (dla malych wartosci g i p) znalezé relacje wyrazaja-
ce np. pp(A;) w generatorach ¢,(q) i ¢,(r). Wyszukujac wsréd tych relacji takie,
ktore nie zmieniaja sie przy zmianie p mozemy mieé nadzieje, ze znalezliémy rela-
cje pochodzace z grupy Mgi. Oczywiscie trzeba mie¢ przy tym troche szczescia
— w naszym przypadku, kilkumiesieczne poszukiwania zakonczyly sie sukcesem.
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Inwolucje jako generatory hipereliptycznych grup klas
odwzorowan

Jak pokazemy w Stwierdzeniu 4.1 ponizej, grupa MZ nie jest generowana
przez inwolucje. Gléwnym celem tego rozdziatu jest wyliczenie indeksu podgrupy
1, grupy MZ generowanej przez inwolucje (Twierdzenie 4.7). Pokazemy takze, ze

grupa /\/l}gli jest generowana przez trzy symetrie (Twierdzenie 4.8). Podobnie jak
w poprzednim rozdziale, przyjmijmy zalozenie, ze g > 2.

4.1. Inwolucje w hipereliptycznej grupie klas odwzorowan
Na mocy Twierdzenia 1.13, mamy
Zyg+o jezeli g parzyste,
HI(MZaZ) = 9" R .
Zgg+4 jezeli g nieparzyste.

Poniewaz zadna z grup Zyg12 ani Zsgg 4 nie jest generowana przez inwolucje oraz
H,y '(MZ,Z) jest obrazem homomorficznym grupy MZ wiec otrzymujemy naste-
pujace

STWIERDZENIE 4.1. Grupa MZ nie jest generowana przez inwolucje. O
LEMAT 4.2.
(A1A591+QB)2g =0
DowOD. Pokazemy indukcyjnie, ze dla kazdego 1 < k < 2¢g
(4.2.1) (A1A, o B)" = (A1 Ay .. Ap)(Ay) AT+ AL BE

Dla k = 1 powyzsza réwnos¢ jest oczywidcie spelniona. Zatézmy zatem, ze

)
(
= (A1Az .. A1) (Agg o AT A ) BETH (AL AG ), B)
= (A1A2 cee Ak_l)(A2_91+2A1_1 o 'AI;—IQ){Bk_lAlAQ_glJrQ}B
(A1As ... Ap_1)[Ag ) o AT - AL A A B
(A1Az .. A AR (Ao AT - AL, AL BY,

co koniczy dowdd indukeyjny.
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Podstawiajac w réwnosci (4.2.1) k = 2g oraz korzystajac z relacji (1.14.1)—
(1.14.3), (1.14.7), (1.16.1) otrzymujemy

(A1A555B)* = (A1 Az ... Agg)(Ay s AT - Ay ) B
= (A1As.. AggAog 1) (Ay)  Asyp AT -+ Ay 1) BY
— BB 'B% = yB2B% — .

O
LEMAT 4.3. Niech
0 0 0 1
00 10
01 ... 00O
10 0 0

bedzie macierzg wymiaru g X g, gdzie g = 2n + 1. Wtedy
(@) = (1= A2)"(1 =),
W(=Q) = (V2 = 1" (=1 - ),
gdzie x(+) oznacza wielomian charakterystyczny.

Dowo6D. Dodajac do i-tej kolumny macierzy @ — Al kolumne o numerze

(g — 1+ 1) pomnozona przez A\, dlai = 1,...,n, otrzymujemy
det(Q — M) = (1 — X?)"(1 — \).
Druga rownoéé dowodzi sie analogicznie. O

Oznaczmy przez S pélobrét powierzchni T wzgledem osi y jak na Rysun-
ku 1.5.

STWIERDZENIE 4.4. Liczba klas sprzezono$ci inwolucji w grupie M;‘ WYNOosi
2 dla g parzystego, oraz 3 dla g nieparzystego. Przykladami reprezentantow tych
klas sq 0,5 oraz 0,5, 0S odpowiednio.

DowOD. Poniewaz inwolucja ¢ jest centralna, wiec jej klasa sprzezonosci jest
jednoelementowa. Wystarczy zatem zbadaé ilo$¢ klas sprzezonosci inwolucji r6z-
nych od p.

Niech R € ./\/l’; bedzie inwolucja i niech H = (R, g). Oczywiscie H ma rzad
4 i zawiera p. Na mocy Twierdzenia 4 z pracy [43], istnieja doktadnie dwie kla-
sy sprzezonoéci podgrup MZ o tych wtasnosciach. Aby zidentyfikowaé te klasy,
wystarczy znalez¢ dwa niesprzezone przyktady takich podgrup. Pierwszym przy-
ktadem jest grupa (S, ). Drugim przykladem, na mocy Lematu 4.2, jest grupa
cykliczna ((A1A2_91+ZB)9>.

Grupa H, bedac grupa dihedralna, jest zatem sprzezona z (S, ). Otrzymuje-
my wiec, ze R jest sprzezone z S lub z pS. Aby zakonczy¢ dowdd Stwierdzenia,
wystarczy pokazaé, ze S 1 05 sa sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest parzy-
ste.

Przypusémy najpierw, ze g jest parzyste i niech ¢ bedzie okregiem stalym
inwolucji S (w jezyku Rysunku 1.5, t jest czeScia wspdlna T, oraz plaszczyzny
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yz). Niech T;r oraz T, beda domknigciami skladowych spéjnosei zbioru Ty \ ¢,
przy czym TgJr zawiera agg+1 a T, zawiera ap (innymi slowy T;r jest prawa
poléwka a T lewa — patrz Rysunek 1.5). Jezeli teraz wykonamy pélobrot Tg+
wokot osi x w ten sposdéb aby na t mie¢ identycznosé, to otrzymamy pewien
homeomorfizm 6, ktory po przediuzeniu identycznoscia na T, mozemy traktowac
jako homeomorfizm T, (Rysunek 4.1). Wprawdzie dla naszych potrzeb wystarczy

RYSUNEK 4.1. Dzialanie homeomorfizmu 6 dla g = 2n — 2.

powyzsza geometryczna definicja 6, warto jednak odnotowaé, ze nietrudno jest
znalez¢ przedstawienie § w generatorach z T'wierdzenia 1.13 i jest ono nastepujace

0= (Ag+2Ag+3 T Angngrl)gH'

Homeomorfizm 6 jest zwykle nazywany pol—skreceniem, ze wzgledu na oczywista
wlasnosé 2 = T, gdzie T skrecenie wzgledem t. Zauwazmy, ze z geometrycznej
definicji # i S wynika, ze SO71S~! jest tez pot-skreceniem, ale dzialajacym na
T, . Mamy zatem
6(So~1s™ 1 = p,
czyli 6S6~! = oS.
Zalézmy teraz, ze g jest nieparzyste. Jezeli za baze Hy (T}, R) przyjmiemy kla-

sy homologii okregéw as, a4, . .., azq, b1, b2, ..., by, to odwzorowania o i S indukuja
na Hy (7T, R) odpowiednio

0« : (ag,a4,. .., a24,b1,b2,...,bg) — (—ag, —aa, ..., —azqg, —b1, —ba, ..., —by),

S* : (ag,a4, ey GQQ, bl, bg, . ,bg) [ — (—agg, —agg_g, ce.y,—a9, —bg, _bg—la ey —bl),

CO oznacza, ze

s=[3 s =[5 g

gdzie @) jest macierza rozmiaru g X g jak w Lemacie 4.3. Na mocy tego wladnie
lematu

X(8:) = (x(Q))* = (1 = A7 (=1 = N,
X((09)«) = (x(—Q))% = (1 = A*)97H(1 = A)?,
co dowodzi, ze S'i 95 nie moga by¢ sprzezone w grupie /\/l}gL (ani nawet w /\/léc) O

LEMAT 4.5. Dla kazdego 3 < i < 2g, istnieje F; € /\/lg taki, ze F(a1) = a1
oraz F(a;) = agg41.
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DowOD. Niech Dj = AjAj4 dla 3 < j < 2¢g. Latwo sprawdzi¢, ze mamy
wtedy Dj(a1) = a1 oraz Dj(aj) = ajy+1. Mozemy zatem zdefiniowaé F; wzorem

F; = DoyDoy1---D;.
O

Oznaczmy przez I, podgrupe grupy ./\/lzL generowana przez inwolucje. Oczy-
wiscie I jest podgrupg normalng.

LEMAT 4.6. Illoraz MZ/IQ jest grupg cykliczng.

DowOD. Poniewaz S(ap) = agglﬂ, wiec na mocy Stwierdzenia 1.4,

(4.6.1) AAy) = A (SATIST) = (41847 S e I,

Korzystajac z Lematu 4.5, otrzymujemy

(4.6.2) AVAT = F7 N (A1AY,) ) Fi ey dla3<i<2g.

Mamy ponadto

(4.6.3) Agg1 Ayt = S(A143))S™ e I,

Relacje (4.6.1)-(4.6.3) oznaczaja, ze wszystkie skrecenia A1, ..., Aygi1 sa réwne

modulo /;. Poniewaz na mocy Twierdzenia 1.13, generujg one ./\/lg7 oznacza to,
ze grupa M;‘ /14 jest cykliczna. O

TWIERDZENIE 4.7 (Stukow [45], Twierdzenie 8). Iloraz M’;/Ig jest grupq
cykliczng rzedu 29 + 1 dla g parzystego, oraz 4g + 2 dla g nieparzystego.
DowOD. Niech 7: MZ — Hl(MZ,Z) bedzie rzutowaniem kanonicznym. Na
mocy Lematu 4.6, [MI;,MZ] < Iy, a zatem
(47.1) ML) = [ME M M) 1 M, MP)] = [H (MR Z) 7 (1),
g9 g g2/ gl g AR Vg g
Na mocy przedstawienia grupy ./\/l;‘ zawartego w Twierdzeniu 1.13, wiemy, ze
grupa Hl(/\/l;‘ ,Z) jest generowana przez m(A;) oraz
Z jezeli t
Hy (Ml z) = § 7tot2 IO 9 PRTarste,
Zgg+4 jezeli g nieparzyste.

Zauwazmy, ze poniewaz B = Aj--- Aggy1 jest elementem rzedu 2g + 2 (Twier-
dzenie 1.14), to B9 jest inwolucja. Inwolucja ta nie jest centralna, jest zatem,
na mocy Stwierdzenia 4.4, sprzezona z S lub z pS. Korzystajac raz jeszcze ze
Stwierdzenia 4.4 oraz z relacji (1.14.1)—(1.14.3) otrzymujemy

m(ly) =(m(0), (S),w(08)) = (m(0),n(BI™)) = (2(29 + 1), (9 + 1)(29 + 1))

29+ 1) =7 jezeli g parzyste,
~ | (2(29 + 1)) 2 Zy  jezeli g nieparzyste.

W potaczeniu z relacja (4.7.1) konczy to dowéd Twierdzenia. O
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4.2. Generowanie rozszerzonej hipereliptycznej grupy klas
odwzorowan przez trzy symetrie

TWIERDZENIE 4.8 (Stukow [45], Twierdzenie 9). Grupa /\/lgle jest generowa-
na przez trzy symetrie.

DowOD. Niech T € Mgi bedzie symetria wzgledem plaszczyzny xy jak na
Rysunku 1.5. Na mocy Stwierdzenia 1.4, mamy
TBT = 7(A1 Ay Agg1)T = Ayl Ay - AT =BT
oraz TAg 1T = Ag_ir Zatem €1 = 7B oraz €9 = TAy11 s symetriami. Ponadto
Agi1,B € (T,e1,€2), co na mocy Uwagi 1.15 oznacza, ze (T,€1,€2) = M}g’i. g
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