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1 Wstep

Ciagtos¢ jako wlasnosé otaczajacej nas przestrzeni, wydaje si¢ by¢ wlasno-
Scig bardzo podstawowa. Z drugiej strony juz przy najprostszej probie spre-
cyzowania jej cech pojawia sie wiele trudnosci. Najstarsza wlasnoscia, ktora
przypisuje si¢ obiektom ciaglym, jest wlasnos$¢ nieskonczonej podzielnosci. Proé-
by jej zrozumienia, juz w czasach matematyki greckiej, doprowadzaly do wielu
paradokséw.

Inna, znacznie pdézniej dostrzezona, cecha bytu ciaglego jest to, ze jezeli
rozbijemy go na dwie czedci, to przylegaja one do siebie (spdjnoéé). Brak tej
wlasnosci pozbawia charakteru cigglego takie obiekty jak np. zbiér liczb wy-
miernych.

Oczywiscie problem ciaglosci pojawia si¢ przy badaniu wielu réznych zjawisk
— wlasnosé cigglodci maja np. intensywnos$¢ barwy czy bieg czasu.

2 Pierwsze trudnosci

Pierwszy problem na jaki natrafili starozytni to préba zrozumienia nieskon-
czonej podzielnosci, ktéra uwazano za podstawows wlasnosé bytéw ciagtych.
7 jednej strony jest to pewien potencjal przyshigujacy continuum , z drugiej
strony préba zrealizowania tej podzielno$ci, tzn. przyjecie punktow jako jego
budulca, prowadzi do sprzecznosci na co wskazywala np. aporia o lecgcej strzale
Zenona:

Lecgca strzala w chwili teraZniejszej nie porusza sie, lecz spoczywa
w powietrzu i nie przebiega Zadnej przestrzeni; i tak samo jest w
kazdej innej chwili. Ale czas sklada sie z chwil, wiec strzala nie moze
posuwaé sie naprzod w powietrzu, lecz spoczywa.

Tym samym problemem zajmowal sie tez Arystoteles:

Jesliby kto zalozyl, Ze cialo jest pewng rozcigglosciq wszedzie podziel-
ng, natknglby sie na trudnosé. Jesli bowiem rozcigglosé jest wszedzie
podzielna to moglaby byé w koncu podzielona. A jesliby sie tego doko-
nato to co w koricu zostanie? Wtedy, byt dzielony albo bedzie zloZony



z punktow 1 jego sktadniki bedg pozbawione rozciggtosci, albo bedzie
catkowicie niebytem, wobec tego musialby juz powstac z nicosci, a
calo$é nie bylaby zaiste niczym innym niz pozorem. Podobnie, gdyby
byl ztoZony z punktow, nie bedzie rozciggly.

Arystoteles wskazujac na sprzecznosci plynace z podzialu continuum stal sie
jednym ze sprawcéw zaniechania badan nad nieskonczonoscia aktualna.

Poniewaz zalozenie o punktowej budowie continuum doprowadzato do sprzecz-
noéci, predkosé zawsze trwala przez pewien okres czasu — nie miala sensu pred-
kosé chwilowa.

Niemoznosé zrozumienia natury ciggloéci spowodowala wykluczenie z nauk
Scistych nauki o ruchu, w szczegdlnosci krzywe powstajace w sposéb kinema-
tyczny (np. spirale, cykloidy) odgrywaly mniejsza role niz klasyczne okrag i
prosta.

Z ruchem wiazal sie jeszcze jeden problem, mianowicie jak to si¢ dzieje, ze
rzucony w powietrze kamien, pomimo iz nie ma kontaktu ze sprawca ruchu,
nadal porusza sie? Starozytni ttumaczyli to zjawisko srodowiskiem, w ktérym
dokonywal si¢ ruch — uwazano, ze ruch wiaze si¢ z rozchodzacym sie niczym
fala, zaburzeniem Srodowiska. Przenoszac odpowiedzialno$é za ruch na czastki
srodowiska, pozbawiano mozliwosci ruchu obiekty znajdujace si¢ w prozni.

Rozumienie ruchu jako stanu, ktory trwa przez jakis czas dostarczalo jeszcze
jednego paradoksu, mianowicie jak to sie dzieje, ze rzucony kamien najpierw
porusza sie w gére, a potem zaczyna spadac¢? Jedynym wytltumaczeniem byto
takie, ze w pewnym momencie kamien musi si¢ zatrzymac, ale to jest sprzeczne
z zalozeniem o trwaniu predkosci przez jakis czas. Starozytni radzili sobie z tym
problemem rozbijajac ruch kamienia na dwa ruchy: ruch wymuszony(w gére) i
ruch naturalny(w dot).

W inny sposéb z problemem ciaglej zmiany radzit sobie Demokryt, uwazat
on bowiem, ze obiekty zmieniajace sie¢ w sposéb ciagly (np. pola przekrojéow
stozka) lokalnie maja charakter staly (czyli np. tnac stozek dwoma bliskimi
plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy, dostaniemy walec).

Gdy stozek przecigé plaszczyznami rownoleglymi do podstawy, to co
mysle¢ o polach odcinanych czesci? Czy sq rowne, czy nie? Jesli nie
sq rowne, to stozek bedzie mierdwnomierny, jako zawierajgcy wie-
le wcie¢ w formie stopni. Jezeli za$ sq rowne, to stozek bedzie sie
przedstawial w formie walca, co jest absurdem.

Uzywajac tej zasady bez trudu dowodzit twierdzenia, ktére dzisiaj nazywamy
zasadg Cavalieriego (a co tak naprawde jest bardzo szczegblnym przypadkiem
tw. Fubiniego):

Jesli dwie bryly lezgce miedzy dwoma réownoleglymi do siebie plasz-
czyznami majg réowne co do pola przekroje z plaszczyznami lezgcymi
miedzy dwoma wspomnianymsi, to sq réowne co do objetosci.

A tak moglo wygladac¢ rozumowanie Demokryta:
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Kazdy poziom danych bryl lezy w warstwie poziomow, w obrebie kto-
rej przekroje bryly tymi poziomami magjg réowne pola. Obie bryly majq
wiec w tej warstwie poziomow rowne objetosci. Stad, cale bryly sq
réowne co do objetosci, bo sq rozbite na warstwy réownej objetosci.

Postulat Archimedesa i Lemat Eudoksosa

Matematyczne proby zbadania continuum musiaty rozpoczaé si¢ od w miare

Scistego zdefiniowania badanego obiektu. Taka wlasnie role odgrywa aksjoma-
tyka prostej. Posrod wielu aksjomatéw opisujacych geometrie prostej z punktu
widzenia ciaglo$ci najwazniejszy jest tzw. Postulat Archimedesa (we wspdlcze-
snej aksjomatyce zwykle zastepuje sie go zasadg supremum,):

Niech AB i AZ bedqg odcinkami prostej takimi, ze B < Z. Jesli
punkty
B=By <By<...
sq takie, Ze odcinki By, By41 Sq wszystkie przystajace do AB, to przy
pewnym n bedzie
anl < Z < Bn

A B:Bl Bg Bn—l Bn

Postulat Archimedesa w $cisty sposob eliminuje z rozwazan nieskonczonosé

aktualng — kazda wielko$é (dowolnie duza) mozna wyczerpaé w skonczonej ilosci
krokéw kazda inng wielkoscia (dowolnie mala).

Jako wniosek z Postulatu Archimedesa otrzymuje sie Lemat FEudoksosa o

WYCZETPYWANIU:

Dane sq odcinek AB i na nim punkt M. Jesli punkty Ay < Ag < ...
na odcinku AB sq takie, zZe odcinek AA; jest wiecej niz polowq odcin-
ka AB i ze odcinki Ay Am41 @ zawsze wiecej niz polowamsi odcinkow
A B, to istnieje n takie, Ze punkt A, lezy na M B

A A Ay A

A M B

Dowdéd Na mocy zalozen mamy: A1 B < %AB, A2B < %AlB,. ..

Stosujac postulat Archimedesa do odcinkéw AB i M B otrzymujemy ist-
nienie takiego n, ze
AB<(n+1)-MB

Mamy wigc n- MB > @0 MB > LAB > Ay B czyli
A1B<n-MB

Rozumujac jak poprzednio, dostajemy:

A;B < (n—1)-MB



Kontynuujac to rozumowanie dostajemy: A, B < M B.

O

Lemat ten w $cisty sposéb opisuje nieskonczona podzielnosé prostej — prosta
mozna podzieli¢ na czesci dowolnie malej dtugodci.

4 Metoda wyczerpywania

Jednym z miejsc, w ktérym w naturalny sposéb pojawia sie zagadnienie
ciaglosci, jest obliczanie pola figury ograniczonej tukiem krzywoliniowym. Na-
turalng metoda, odkryta przez Grekéw, jest metoda wyczerpywania:

Méwimy, Ze figura P jest wyczerpana wielokgtami Py, Pa,... (za-
kladamy, ze wielokaty nie nakladajq sie na siebie), jesli wielokat Py,
pokrywa co do pola wiecej niz polowe figury nie zakrytej wielokgtami
P17P2a"'aPn71-

Majac dang figure P, wyczerpang wielokatami Py, Ps, ..., obliczenie jej pola
sprowadza sie do znalezienia figury @) o znanym polu, wyczerpanej figurami
®1,Q2, ... o polach rownych figurom Py, Ps, . . ..

Uzywajac metody wyczerpywania mozna np. obliczy¢ pole odcinka paraboli.
Aby to zrobié¢ potrzebne sg jednak dwie geometryczne wlasnosci paraboli:

1. Jesli poprowadzi¢ styczng réownoleglq do danej cieciwy AB i
polgczycé punkt stycznosci P ze $rodkiem M cieciwy, to odcinek
PM ma kierunek jednakowy dla wszystkich cieciw.

2. Niech N bedzie takim punktem, Ze czworokqgt PM BN jest réw-
noleglobokiem, ponadto niech M', N’ bedq $rodkami odcinkdw
MB i PN. Wtedy odcinek M'N' jest dzielony przez tuk paraboli
(w punkcie Q) w stosunku 3:1.

Teraz bez trudu znajdujemy szukane pole:



Tréjkat AP B ma pole wieksze niz potowa pola odcinka paraboli (bo jego
pole jest potowa pola réwnolegltoboku o trzech wierzchotkach A, B, N, kté-
re to pole jest wigksze niz pole odcinka paraboli). Postgpowanie to moze-
my teraz powtérzy¢ dla odcinkéw paraboli odcietych przez PB i PA itd.,
otrzymujac cigg tréjkatéw wyczerpujacych odcinek paraboli. Oznaczmy
pole tréjkata AP B przez e. Wtedy na mocy 2. pole trojkata PQB wynosi
iSPB]y[ = %e. Uzywajac tego spostrzezenia bez trudu otrzymujemy, iz
szukane pole wynosi: e(14+ 1 + (1) +...) = e

Oczywidcie rozumowanie powyzsze opiera si¢ kilku nietrywialnych zatoze-
niach. Po pierwsze zakladamy, Ze istnieje odpowiednio$¢ miedzy polami figur, a
liczbami (tzn. miara); po drugie zakladamy, ze zawieraniu si¢ figur odpowiada
nieréwnosé miedzy ich polami (monotoniczno$é miary); po trzecie, korzystamy
z lematu Eudoksosa gwarantujacego, ze wyczerpywanie rzeczywiscie prowadzi
do obliczenia szukanego pola.

Poniewaz w kazdym kroku zadano aby wyczerpaé¢ co najmniej potowe pozo-
stalego pola figury, wiec uzywajac wspolczesnego jezyka, gwarantowano zbiez-
no$¢ otrzymanego ciggu pol, nie pojawial sie wiec problem ciagltej zaleznosci
pola od parametréw liniowych.

7 dzisiejszego punktu widzenia znaczenie mozliwosci obliczania pol dowol-
nych figur, jest nie do przecenienia — po pierwsze w naturalny(=geometryczny)
sposob pojawia sie tu potrzeba pojecia granicy, ponadto widaé¢ tu ,,dziurawos¢”
zbioru liczb wymiernych oraz jeden z mozliwych sposobéw zalepienia tych dziur
(przez dodanie granic ciagéw liczb wymiernych, lub co na jedno wychodzi pél
dowolnych figur). Oczywiscie potrzeba bylo jeszcze kilku pokolen aby tego typu
spostrzezenia mialy racje bytu, ale wydaja si¢ one nie bez znaczenia.

5 Liczby

Obok geometrii jako modelu opisu swiata uzywano liczb. Jak juz wspomnia-
tem wczesniej liczby wymierne sg pozbawione waznej cechy continuum miano-
wicie spéjnoéci. Tym samym proba opisu cigglosci przy pomocy liczb, a wiec
podwaliny analizy nie mogtly sie oby¢ bez rozszerzenia pojecia liczby. Odkry-
cie przez Pitagorejczykow ,geometrycznych”, a wiec bardzo naturalnych, liczb
niewymiernych bylo niewatpliwie ,kamieniem wegielnym” tego zadania.

A oto dow6d niewspdétmiernoéci przekatnej kwadratu i jego boku:

Zalézmy, ze bok i przekatna kwadratu sa wspdotmierne. Przypuséémy, ze
boku kwadratu mierzy p jednostek, a dtugosé przekatnej ¢ jednostek. Za-
16zmy ponadto, ze p i ¢ sa wzglednie pierwsze. Z tw. Pitagorasa wynika, ze
2p? = ¢°. Poniewaz lewa strona jest parzysta, wiec ¢ = 2r, skad p? = 2r?
co jest niemozliwe, gdyz p jako wzglednie pierwsze z ¢ jest nieparzyste.



W dowodzie tym korzystamy z bynajmniej nieoczywistej wlasnosci liczb cal-
kowitych, mianowicie z jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze. U pod-
staw tego wlasnosci lezy tzw. twierdzenie o dzieleniu z resztq:

Niech a i b bedg nieujemnymi liczbami catkowitymi, b # 0. Istniejg
liczby catkowite nieujemne q i r, wyznaczone przez a i b jednoznacz-
nie i takie, Ze

a=q-b+r

Majac to twierdzenie jestedmy juz o krok od algorytmu Fuklidesa

Zalbézmy, ze mamy dwie liczby naturalne b < a. Stosujac powyzsze tw.
otrzymamy reszte ro. Stosujac je teraz do liczb b i 7o otrzymamy reszte
r1, nastepnie uzywamy liczb r¢ i 71 itd. Poniewaz ro > r1 > r2 > ...
ir; > 0, wigc r, = 0 dla pewnego n (niech n bedzie pierwsza liczba
o tej wlasnosdci). Bez trudu mozna teraz sprawdzié, ze liczba rn—1 jest
najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a i b.

Wazna cecha algorytmu Fuklidesa jest to, ze mozna mu nadaé interpretacje
geometryczng:

Zat6zmy, ze mamy dane odcinki o dlugosciach catkowitych a > b. Odkla-
damy teraz odcinek b od poczatku odcinka a tyle razy ile mozna. Pozo-
stanie odcinek-reszta o dtugosci ro < b. Reszte ro odkltadamy z kolei w
odcinku b tyle razy, ile mozna otrzymujac reszte r1 < ro itd.

b r

Sita takiego geometrycznego dzielenia odcinkéw, polega na mozliwoéci dzie-
lenia dowolnych odcinkéw, niekoniecznie wspétmiernych, tym samym algorytm
FEuklidesa dostarczyl sposobu konstrukeji nowych liczb. Ponadto pokazuje on,
ze fakt wspétmiernosci odcinkéw jest raczej osobliwy, innymi stowy wskazuje na
iloéciowa przewage liczb niewymiernych.

Wspomniana juz mozliwosé otrzymania nowych liczb jako ilorazéow dtugosci
odcinkéw, legla u podstaw teorii proporcji Eudoksosa. Teoria ta miala jedna
niezwykle wazng ceche (ktéra jest jedna z najwazniejszych cech matematyki
wspOlczesnej), mianowicie pytanie ,czym jest?” zastepowala pytaniem ,jakie
ma wlasnoéci?”. Eudoksos powotal do zycia nowe byty, mianowicie pary liczb,
zapisywane jako ,a : b’ i nazywane proporcjami. Podstawowa wlasnoscia pro-
porcji bylo okreslenie, kiedy dwie proporcje sa rowne:

a:b=c:djesli:

1. ma<n-b=m-c<n-d,
2. m-a=n-b=>m-c=n-d,

3. m-a>n-b=m-c>n-d,

dla kazdej pary liczb m i n.



Jako przyklad zastosowania teorii proporcji udowodnijmy tw. Talesa:

Jesli z punktéw B i B’ lezgcych na jednym z ramion kgta o wierzchol-
ku A poprowadzi¢ proste pod tym samym kgtem do tego ramienia, to
przetng one drugie ramie kgta w punktach C i C' takich, ze

AB: AB' = AC : AC’

M, P X

NMQ7 VU

Dowéd Na poczatku zauwazmy, ze jezeli na ramieniu rozwazanego kata
wybierzemy punkty M iN w ten sposéb, ze odcinki AB iM N sg réwnej
dlugosci, to proste poprowadzone przez M i N o kierunku takim jak prosta
BC przetna drugie ramie kata w takich punktach P iQ, ze PQ = AC. Dla
dowodu tej uwagi oznaczmy przez R taki punkt prostej N@Q, dla ktoérego
czworokat M NRP jest rownolegltobokiem. Poniewaz PR = M N = AB
oraz trojkaty ABC i PR(Q) sa podobne, wigc otrzymujemy PQ = AC.

Dla dowodu samego twierdzenia, nalezy udowodnié, ze proporcje AB : AB’
i AC : AC' spelmiajg warunki 1-3 z uwagi o réwnosci proporcji. Dla przy-
ktadu udowodnie warunek 1.

Odtézmy m-krotnie wzdtuz ramienia ABB’ odcinek AB i n-krotnie od-
cinek AB’. Niech X i Y beda koficami odpowiednich odcinkéw m - AB i
n-AB’. Oznaczmy przez U iV punkty przecigcia prostych réwnoleglych do
BC poprowadzonych przez X i Y z drugim ramieniem kata. Z poczynionej
na poczatku uwagi wynika, ze AU =m - AC i AV =n - AC".

Jezeli teraz zatozymy, ze m- AB < n-AB’, tj. X lezy na AY to nietrudno
uzasadnié, ze U musi leze¢ na AV, skad m - AC < n - AC'.

d

FEudoksos postulujac kilka podstawowych wlasno$ci proporcji otrzymal nie-
malze wspdlczes ne pojecie liczby; niemalze, bo jego system byl otwarty, tzn.
wszystkie geometrycznie otrzymane proporcje byly w jego systemie, natomiast
nie miala sensu dowolna (=nie majaca pochodzenia geometrycznego) proporcja,
(uzywajac jezyka przekrojéw Dedekinda kazdej proporcji przyporzadkowano pe-
wien przekréj, ale nie na odwrot).

6 Kinematyka

Przygladajac si¢ matematyce Sredniowiecznej, nalezy zwrdoci¢ uwage na co
najmniej dwa nazwiska: Bradwardine i Oresme.



Pierwszy z nich w swoim obszernym traktacie De continuo dowodzi tezy o
niemoznosci budowy continuum z punktéw lub innego rodzaju niepodzielnych.
O ile teza ta nie byla nowa, o tyle osobliwy jest zasieg argumentacji: od mate-
matycznej do przyrodniczej.

Zmaczenie traktatu Mikolaja Oresme pt. O intensywnosciach cech polega
przede wszystkim na wprowadzeniu pojecia intensywnosci cechy. Pojecie to do-
starczalo abstrakcyjnej analogii miedzy np. szeroko$cia strumienia a predkoscia;
tym samym stworzylo ono myslowe podstawy dla rozwazan nad predkoscig chwi-
lowa.

Problemem bezposrednio zwiazanym z pojeciem predkosci chwilowej byt pro-
blem quies media, a wigc fazy ruchu rzuconego kamienia, pomiedzy wznoszeniem
sie a spadkiem. Konsekwencja Arystotelesowskiego przekonania o tym, ze pred-
kos¢ zawsze trwa przez pewien okres czasu, byla niemoznoséé znikniecia predkosci
na doktadnie jedna chwile, tym samym powolywalo do zycia quies media, czyli
faze pomiedzy wznoszeniem sie a opadaniem kamienia.

...nic nie moze byé w ruchu w chwili obecnej,. .. ,a takie nie moze
byé w spoczynku w chwili obecnej.

ruch wymuszony w gore ruch naturalny w dot

quies media

Tym, ktéry podwazyl istnienie quies media byl Galileusz. Opierajac si¢ na
roznych przyktadach i do$wiadczeniach Galileusz utwierdza si¢ w przekonaniu,
ze predkos¢ nie musi trwaé przez pewien okres czasu; tym samym dopuszcza,
tak starannie obalana przez przez wielu jego poprzednikéw, mozliwosé urze-
czywistnienia sie nieskonczonej podzielnosci continuum — nieskonczenie wiele
nieskonczenie malych moze zlozy¢ sie na calosé. Oczywiscie Galileusz nie byl w
stanie uzasadni¢ swoich przekonan i prawdopodobnie jego poglady zaginetyby
posréd wielu innych, gdyby nie uzyskany przez niego iloéciowy opis zjawiska ru-
chu; empiryczna poprawnosé otrzymanego wzoru, odsuwala na bok filozoficzne
wlasnosci powiazanych nim obiektéw.

s = votfat2

7 Calculus

Przelomowym momentem rozwoju analizy byly, rozwinigte przede wszyst-
kim przez Newtona i Leibniza, podstawy rachunku rézniczkowego i catkowego,
w szczegblnosci zaleznodei miedzy fluksjg i fluentq (a wiec to co dzisiaj nazwa-
libyémy podstawowym tw. rachunku rézniczkowego i catkowego czy tez bardziej
ogélnie tw. Stoksa). Oczywiscie minelo jeszcze sporo czasu zanim zapoczat-
kowane przez nich rachunki zyskaly gruntowne podstawy, ale udowodnilty one
zdumiewajaca sile metod wykorzystujacych subtelne wlasnoéci continuum — me-
tody wykorzystujace nie sprecyzowane jeszcze wtedy pojecia granicy i ciaglodci
doprowadzity do odkrycia praw dynamiki.



Pochodna z 2", wg. Newtona: Jesli h jest przyrostem zmiennej x, to przy-
rostem wielkosci 2™ jest wielko$é (z+h)™ —2™. Podnoszac nawias do n-tej
potegi dostajemy:

(x+h)"—z"=z"4+nz" "h4+.. A" —z" =nz" " h+. ..

gdzie dalsze wyrazy zawieraja wyzsze potegi przyrostu h. Po podzieleniu
przez przyrost h i uwzglednieniu, ze dazy on do zera otrzymujemy: nz™ .

Pochodna z z", wg. Leibniza:

de"  (z4dz)" —z" 4
dr dr =nx +...

gdzie dalsze wyraz odrzucamy, gdyz zawieraja nieskoriczenie malg dx.

Nalezy zwroci¢é uwage na dwie ciekawe idee, wprowadzone przez Leibniza.
Po pierwsze wykorzystywane przez niego w rachunkach ,wielkosSci nieskonczenie
male” staly sie jedna z motywacji rozwoju w latch 70-tych XX wieku, tzw. ,ana-
lizy niestandardowej”, a wiec rozszerzenia pojecia liczby, w sposéb zapewniaja-
cy istnienie zaréwno wielkosci nieskonczenie matych jak i nieskonczenie duzych
(pozwolilo to miedzy innymi usunaé z analizy tzw. ,$mietnik e-owo d-owy”).

Druga ciekawa koncepcja bylo widzenie przestrzeni jako sktadajacej sie z
monad. Stworzony przez niego opis wlasnosci monad sprawia wrazenie archa-
icznego wstepu do topologii mnogosciowe;j.

... kiedy nie bylem jeszcze doskonaly w zakresie geometrii, przekony-
walem siebie, Ze continuum sklada sie z punktow, ale kiedy poznalem
geometrie, porzucitem te mysl.

... czy nie lepiej wyobrazic¢ sobie przestrzen zapelniong materig zdol-
ng do dzielenia sie i dzielgeg sie rzeczywiscie w nieskonczonosé po-
dziatami i podpodziatami.

Rachunki zapoczatkowane przez Newtona i Leibniza zostaja doprowadzone
niemalze do granic mozliwosci przez Eulera i Lagrange’a. Rozwiniecie przez nich
mechaniki oraz podstaw rachunku wariacyjnego z jednej strony ugruntowato role
i zasadnoé¢ analizy, z drugiej za$ strony doprowadzilo analize do momentu, w
ktorym dalszy rozwdj wymagat stworzenia solidnych jej podstaw.

8 Fundamenty

Odpowiedzi na potrzebe budowy podstaw matematyki rozwinety sie w kilku
kierunkach, z jednej strony analityczne podstawy rachunkéw, dostarczone przez
Schwarza, Cauchy’ego, Gaussa, Abela.

ciagtosé wg. Cauchy’ego:

Funkcja f(x) jest ciggla, jesli dla kazdej wartosci x réznica f(x + o) — f(x)
maleje nieograniczenie wraz z liczbowg wartoscig .



7 drugiej strony zapoczatkowana przez Bolzano préba opisu continuum liczbo-
wego, a wiec poczatek badan nad struktura prostej rzeczywistej, ktére mozna
uznaé za zwiastuna rozwinietej pozniej przez Cantora teorii mnogosci.

ciagtos¢ wg. Bolzany:

Funkcja f(xz) zmienia sie w sposéb ciagly, jesli dla kazdej wartosci
x réznica f(x 4+ w) — f(x) moze byé uczyniona mniejszq niz jakakol-
wiek dana wielkosé, jesli za w mozna wzigé tak malg wielkosé, jak
chcemy.

Trzecim wreszcie elementem konczacym ten etap rozwoju pojeé ciaglosci i

continuum , byly podane przez Méray’a, Cantora, Heinego a przede wszystkim
Dedekinda Sciste opisy konstrukcji liczb rzeczywistych.
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