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1 Wstęp

Ciągłość jako własność otaczającej nas przestrzeni, wydaje się być własno-
ścią bardzo podstawową. Z drugiej strony już przy najprostszej próbie spre-
cyzowania jej cech pojawia się wiele trudności. Najstarszą własnością, którą
przypisuje się obiektom ciągłym, jest własność nieskończonej podzielności. Pró-
by jej zrozumienia, już w czasach matematyki greckiej, doprowadzały do wielu
paradoksów.
Inną, znacznie później dostrzeżoną, cechą bytu ciągłego jest to, że jeżeli

rozbijemy go na dwie części, to przylegają one do siebie (spójność). Brak tej
własności pozbawia charakteru ciągłego takie obiekty jak np. zbiór liczb wy-
miernych.
Oczywiście problem ciągłości pojawia się przy badaniu wielu różnych zjawisk

– własność ciągłości mają np. intensywność barwy czy bieg czasu.

2 Pierwsze trudności

Pierwszy problem na jaki natrafili starożytni to próba zrozumienia nieskoń-
czonej podzielności, którą uważano za podstawową własność bytów ciągłych.
Z jednej strony jest to pewien potencjał przysługujący continuum , z drugiej
strony próba zrealizowania tej podzielności, tzn. przyjęcie punktów jako jego
budulca, prowadzi do sprzeczności na co wskazywała np. aporia o lecącej strzale
Zenona:

Lecąca strzała w chwili teraźniejszej nie porusza się, lecz spoczywa
w powietrzu i nie przebiega żadnej przestrzeni; i tak samo jest w
każdej innej chwili. Ale czas składa się z chwil, więc strzała nie może
posuwać się naprzód w powietrzu, lecz spoczywa.

Tym samym problemem zajmował się też Arystoteles:

Jeśliby kto założył, że ciało jest pewną rozciągłością wszędzie podziel-
ną, natknąłby się na trudność. Jeśli bowiem rozciągłość jest wszędzie
podzielna to mogłaby być w końcu podzielona. A jeśliby się tego doko-
nało to co w końcu zostanie? Wtedy, byt dzielony albo będzie złożony
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z punktów i jego składniki będą pozbawione rozciągłości, albo będzie
całkowicie niebytem, wobec tego musiałby już powstać z nicości, a
całość nie byłaby zaiste niczym innym niż pozorem. Podobnie, gdyby
był złożony z punktów, nie będzie rozciągły.

Arystoteles wskazując na sprzeczności płynące z podziału continuum stał się
jednym ze sprawców zaniechania badań nad nieskończonością aktualną.
Ponieważ założenie o punktowej budowie continuum doprowadzało do sprzecz-

ności, prędkość zawsze trwała przez pewien okres czasu – nie miała sensu pręd-
kość chwilowa.
Niemożność zrozumienia natury ciągłości spowodowała wykluczenie z nauk

ścisłych nauki o ruchu, w szczególności krzywe powstające w sposób kinema-
tyczny (np. spirale, cykloidy) odgrywały mniejszą rolę niż klasyczne okrąg i
prosta.
Z ruchem wiązał się jeszcze jeden problem, mianowicie jak to się dzieje, że

rzucony w powietrze kamień, pomimo iż nie ma kontaktu ze sprawcą ruchu,
nadal porusza się? Starożytni tłumaczyli to zjawisko środowiskiem, w którym
dokonywał się ruch – uważano, że ruch wiąże się z rozchodzącym się niczym
fala, zaburzeniem środowiska. Przenosząc odpowiedzialność za ruch na cząstki
środowiska, pozbawiano możliwości ruchu obiekty znajdujące się w próżni.
Rozumienie ruchu jako stanu, który trwa przez jakiś czas dostarczało jeszcze

jednego paradoksu, mianowicie jak to się dzieje, że rzucony kamień najpierw
porusza się w górę, a potem zaczyna spadać? Jedynym wytłumaczeniem było
takie, że w pewnym momencie kamień musi się zatrzymać, ale to jest sprzeczne
z założeniem o trwaniu prędkości przez jakiś czas. Starożytni radzili sobie z tym
problemem rozbijając ruch kamienia na dwa ruchy: ruch wymuszony(w górę) i
ruch naturalny(w dół).
W inny sposób z problemem ciągłej zmiany radził sobie Demokryt, uważał

on bowiem, że obiekty zmieniające się w sposób ciągły (np. pola przekrojów
stożka) lokalnie mają charakter stały (czyli np. tnąc stożek dwoma bliskimi
płaszczyznami równoległymi do podstawy, dostaniemy walec).

Gdy stożek przeciąć płaszczyznami równoległymi do podstawy, to co
myśleć o polach odcinanych części? Czy są równe, czy nie? Jeśli nie
są równe, to stożek będzie nierównomierny, jako zawierający wie-
le wcięć w formie stopni. Jeżeli zaś są równe, to stożek będzie się
przedstawiał w formie walca, co jest absurdem.

Używając tej zasady bez trudu dowodził twierdzenia, które dzisiaj nazywamy
zasadą Cavalieriego (a co tak naprawdę jest bardzo szczególnym przypadkiem
tw. Fubiniego):

Jeśli dwie bryły leżące między dwoma równoległymi do siebie płasz-
czyznami mają równe co do pola przekroje z płaszczyznami leżącymi
między dwoma wspomnianymi, to są równe co do objętości.

A tak mogło wyglądać rozumowanie Demokryta:
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Każdy poziom danych brył leży w warstwie poziomów, w obrębie któ-
rej przekroje bryły tymi poziomami mają równe pola. Obie bryły mają
więc w tej warstwie poziomów równe objętości. Stąd, całe bryły są
równe co do objętości, bo są rozbite na warstwy równej objętości.

3 Postulat Archimedesa i Lemat Eudoksosa

Matematyczne próby zbadania continuum musiały rozpocząć się od w miarę
ścisłego zdefiniowania badanego obiektu. Taką właśnie rolę odgrywa aksjoma-
tyka prostej. Pośród wielu aksjomatów opisujących geometrię prostej z punktu
widzenia ciągłości najważniejszy jest tzw. Postulat Archimedesa (we współcze-
snej aksjomatyce zwykle zastępuje się go zasadą supremum):

Niech AB i AZ będą odcinkami prostej takimi, że B < Z. Jeśli
punkty

B = B1 < B2 < . . .

są takie, że odcinki BmBm+1 są wszystkie przystające do AB, to przy
pewnym n będzie

Bn−1 ¬ Z < Bn

A B=B1 B2 Bn−1 Bn
�
Z

Postulat Archimedesa w ścisły sposób eliminuje z rozważań nieskończoność
aktualną – każdą wielkość (dowolnie dużą) można wyczerpać w skończonej ilości
kroków każdą inną wielkością (dowolnie małą).
Jako wniosek z Postulatu Archimedesa otrzymuje się Lemat Eudoksosa o

wyczerpywaniu:

Dane są odcinek AB i na nim punkt M . Jeśli punkty A1 < A2 < . . .
na odcinku AB są takie, że odcinek AA1 jest więcej niż połową odcin-
ka AB i że odcinki AmAm+1 są zawsze więcej niż połowami odcinków
AmB, to istnieje n takie, że punkt An leży na MB

A M B

A1 A2 An−1 An

Dowód Na mocy założeń mamy: A1B <
1
2
AB, A2B <

1
2
A1B,. . .

Stosując postulat Archimedesa do odcinków AB i MB otrzymujemy ist-
nienie takiego n, że

AB < (n+ 1) ·MB

Mamy więc n ·MB ­ (n+1)
2
·MB > 1

2
AB > A1B czyli

A1B < n ·MB

Rozumując jak poprzednio, dostajemy:

A2B < (n− 1) ·MB
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Kontynuując to rozumowanie dostajemy: AnB < MB.

�

Lemat ten w ścisły sposób opisuje nieskończoną podzielność prostej – prostą
można podzielić na części dowolnie małej długości.

4 Metoda wyczerpywania

Jednym z miejsc, w którym w naturalny sposób pojawia się zagadnienie
ciągłości, jest obliczanie pola figury ograniczonej łukiem krzywoliniowym. Na-
turalną metodą, odkrytą przez Greków, jest metoda wyczerpywania:

Mówimy, że figura P jest wyczerpana wielokątami P1, P2, . . . (za-
kładamy, że wielokąty nie nakładają się na siebie), jeśli wielokąt Pn
pokrywa co do pola więcej niż połowę figury nie zakrytej wielokątami
P1, P2, . . . , Pn−1.

Mając daną figurę P , wyczerpaną wielokątami P1, P2, . . ., obliczenie jej pola
sprowadza się do znalezienia figury Q o znanym polu, wyczerpanej figurami
Q1, Q2, . . . o polach równych figurom P1, P2, . . ..
Używając metody wyczerpywania można np. obliczyć pole odcinka paraboli.

Aby to zrobić potrzebne są jednak dwie geometryczne własności paraboli:
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M ′

P
N ′

N

1. Jeśli poprowadzić styczną równoległą do danej cięciwy AB i
połączyć punkt styczności P ze środkiem M cięciwy, to odcinek
PM ma kierunek jednakowy dla wszystkich cięciw.

2. Niech N będzie takim punktem, że czworokąt PMBN jest rów-
noległobokiem, ponadto niech M ′, N ′ będą środkami odcinków
MB i PN . Wtedy odcinekM ′N ′ jest dzielony przez łuk paraboli
(w punkcie Q) w stosunku 3:1.

Teraz bez trudu znajdujemy szukane pole:
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Trójkąt APB ma pole większe niż połowa pola odcinka paraboli (bo jego
pole jest połową pola równoległoboku o trzech wierzchołkach A,B,N , któ-
re to pole jest większe niż pole odcinka paraboli). Postępowanie to może-
my teraz powtórzyć dla odcinków paraboli odciętych przez PB i PA itd.,
otrzymując ciąg trójkątów wyczerpujących odcinek paraboli. Oznaczmy
pole trójkąta APB przez e. Wtedy na mocy 2. pole trójkąta PQB wynosi
1
4
SPBM =

1
8
e. Używając tego spostrzeżenia bez trudu otrzymujemy, iż

szukane pole wynosi: e(1 + 1
4
+ ( 1

4
)2 + . . .) = 4

3
e

Oczywiście rozumowanie powyższe opiera się kilku nietrywialnych założe-
niach. Po pierwsze zakładamy, że istnieje odpowiedniość między polami figur, a
liczbami (tzn. miara); po drugie zakładamy, że zawieraniu się figur odpowiada
nierówność między ich polami (monotoniczność miary); po trzecie, korzystamy
z lematu Eudoksosa gwarantującego, że wyczerpywanie rzeczywiście prowadzi
do obliczenia szukanego pola.
Ponieważ w każdym kroku żądano aby wyczerpać co najmniej połowę pozo-

stałego pola figury, więc używając współczesnego języka, gwarantowano zbież-
ność otrzymanego ciągu pól, nie pojawiał się więc problem ciągłej zależności
pola od parametrów liniowych.
Z dzisiejszego punktu widzenia znaczenie możliwości obliczania pól dowol-

nych figur, jest nie do przecenienia – po pierwsze w naturalny(=geometryczny)
sposób pojawia się tu potrzeba pojęcia granicy, ponadto widać tu „dziurawość”
zbioru liczb wymiernych oraz jeden z możliwych sposobów zalepienia tych dziur
(przez dodanie granic ciągów liczb wymiernych, lub co na jedno wychodzi pól
dowolnych figur). Oczywiście potrzeba było jeszcze kilku pokoleń aby tego typu
spostrzeżenia miały rację bytu, ale wydają się one nie bez znaczenia.

5 Liczby

Obok geometrii jako modelu opisu świata używano liczb. Jak już wspomnia-
łem wcześniej liczby wymierne są pozbawione ważnej cechy continuum miano-
wicie spójności. Tym samym próba opisu ciągłości przy pomocy liczb, a więc
podwaliny analizy nie mogły się obyć bez rozszerzenia pojęcia liczby. Odkry-
cie przez Pitagorejczyków „geometrycznych”, a więc bardzo naturalnych, liczb
niewymiernych było niewątpliwie „kamieniem węgielnym” tego zadania.
A oto dowód niewspółmierności przekątnej kwadratu i jego boku:

�
�

�
�

�
�

p q

Załóżmy, że bok i przekątna kwadratu są współmierne. Przypuśćmy, że
boku kwadratu mierzy p jednostek, a długość przekątnej q jednostek. Za-
łóżmy ponadto, że p i q są względnie pierwsze. Z tw. Pitagorasa wynika, że
2p2 = q2. Ponieważ lewa strona jest parzysta, więc q = 2r, skąd p2 = 2r2

co jest niemożliwe, gdyż p jako względnie pierwsze z q jest nieparzyste.
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W dowodzie tym korzystamy z bynajmniej nieoczywistej własności liczb cał-
kowitych, mianowicie z jednoznaczności rozkładu na czynniki pierwsze. U pod-
staw tego własności leży tzw. twierdzenie o dzieleniu z resztą:

Niech a i b będą nieujemnymi liczbami całkowitymi, b 6= 0. Istnieją
liczby całkowite nieujemne q i r, wyznaczone przez a i b jednoznacz-
nie i takie, że

a = q · b+ r

Mając to twierdzenie jesteśmy już o krok od algorytmu Euklidesa

Załóżmy, że mamy dwie liczby naturalne b < a. Stosując powyższe tw.
otrzymamy resztę r0. Stosując je teraz do liczb b i r0 otrzymamy resztę
r1, następnie używamy liczb r0 i r1 itd. Ponieważ r0 > r1 > r2 > . . .
i ri ­ 0, więc rn = 0 dla pewnego n (niech n będzie pierwszą liczbą
o tej własności). Bez trudu można teraz sprawdzić, że liczba rn−1 jest
największym wspólnym dzielnikiem liczb a i b.

Ważną cechą algorytmu Euklidesa jest to, że można mu nadać interpretację
geometryczną:

Załóżmy, że mamy dane odcinki o długościach całkowitych a > b. Odkła-
damy teraz odcinek b od początku odcinka a tyle razy ile można. Pozo-
stanie odcinek-reszta o długości r0 < b. Resztę r0 odkładamy z kolei w
odcinku b tyle razy, ile można otrzymując resztę r1 < r0 itd.

a

b r

Siła takiego geometrycznego dzielenia odcinków, polega na możliwości dzie-
lenia dowolnych odcinków, niekoniecznie współmiernych, tym samym algorytm
Euklidesa dostarczył sposobu konstrukcji nowych liczb. Ponadto pokazuje on,
że fakt współmierności odcinków jest raczej osobliwy, innymi słowy wskazuje na
ilościową przewagę liczb niewymiernych.
Wspomniana już możliwość otrzymania nowych liczb jako ilorazów długości

odcinków, legła u podstaw teorii proporcji Eudoksosa. Teoria ta miała jedną
niezwykle ważną cechę (która jest jedną z najważniejszych cech matematyki
współczesnej), mianowicie pytanie „czym jest?” zastępowała pytaniem „jakie
ma własności?”. Eudoksos powołał do życia nowe byty, mianowicie pary liczb,
zapisywane jako „a : b” i nazywane proporcjami. Podstawową własnością pro-
porcji było określenie, kiedy dwie proporcje są równe:

a : b = c : d jeśli:

1. m · a < n · b⇒ m · c < n · d,

2. m · a = n · b⇒ m · c = n · d,

3. m · a > n · b⇒ m · c > n · d,

dla każdej pary liczb m i n.
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Jako przykład zastosowania teorii proporcji udowodnijmy tw. Talesa:

Jeśli z punktów B i B′ leżących na jednym z ramion kąta o wierzchoł-
ku A poprowadzić proste pod tym samym kątem do tego ramienia, to
przetną one drugie ramię kąta w punktach C i C ′ takich, że

AB : AB′ = AC : AC ′

� �
� �
� �
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C ′

V
U

Dowód Na początku zauważmy, że jeżeli na ramieniu rozważanego kąta
wybierzemy punkty M iN w ten sposób, że odcinki AB iMN są równej
długości, to proste poprowadzone przezM iN o kierunku takim jak prosta
BC przetną drugie ramie kąta w takich punktach P iQ, że PQ = AC. Dla
dowodu tej uwagi oznaczmy przez R taki punkt prostej NQ, dla którego
czworokąt MNRP jest równoległobokiem. Ponieważ PR = MN = AB
oraz trójkąty ABC i PRQ są podobne, więc otrzymujemy PQ = AC.

Dla dowodu samego twierdzenia, należy udowodnić, że proporcje AB : AB ′

i AC : AC′ spełniają warunki 1–3 z uwagi o równości proporcji. Dla przy-
kładu udowodnię warunek 1.

Odłóżmy m-krotnie wzdłuż ramienia ABB′ odcinek AB i n-krotnie od-
cinek AB′. Niech X i Y będą końcami odpowiednich odcinków m · AB i
n·AB′. Oznaczmy przez U iV punkty przecięcia prostych równoległych do
BC poprowadzonych przez X i Y z drugim ramieniem kąta. Z poczynionej
na początku uwagi wynika, że AU = m ·AC i AV = n ·AC ′.

Jeżeli teraz założymy, że m ·AB < n ·AB′, tj. X leży na AY to nietrudno
uzasadnić, że U musi leżeć na AV , skąd m ·AC < n ·AC ′.

�

Eudoksos postulując kilka podstawowych własności proporcji otrzymał nie-
malże współczes ne pojęcie liczby; niemalże, bo jego system był otwarty, tzn.
wszystkie geometrycznie otrzymane proporcje były w jego systemie, natomiast
nie miała sensu dowolna (=nie mająca pochodzenia geometrycznego) proporcja,
(używając języka przekrojów Dedekinda każdej proporcji przyporządkowano pe-
wien przekrój, ale nie na odwrót).

6 Kinematyka

Przyglądając się matematyce średniowiecznej, należy zwrócić uwagę na co
najmniej dwa nazwiska: Bradwardine i Oresme.
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Pierwszy z nich w swoim obszernym traktacie De continuo dowodzi tezy o
niemożności budowy continuum z punktów lub innego rodzaju niepodzielnych.
O ile teza ta nie była nowa, o tyle osobliwy jest zasięg argumentacji: od mate-
matycznej do przyrodniczej.
Znaczenie traktatu Mikołaja Oresme pt. O intensywnościach cech polega

przede wszystkim na wprowadzeniu pojęcia intensywności cechy. Pojęcie to do-
starczało abstrakcyjnej analogii między np. szerokością strumienia a prędkością;
tym samym stworzyło ono myślowe podstawy dla rozważań nad prędkością chwi-
lową.
Problemem bezpośrednio związanym z pojęciem prędkości chwilowej był pro-

blem quies media, a więc fazy ruchu rzuconego kamienia, pomiędzy wznoszeniem
się a spadkiem. Konsekwencją Arystotelesowskiego przekonania o tym, że pręd-
kość zawsze trwa przez pewien okres czasu, była niemożność zniknięcia prędkości
na dokładnie jedną chwilę, tym samym powoływało do życia quies media, czyli
fazę pomiędzy wznoszeniem się a opadaniem kamienia.

. . . nic nie może być w ruchu w chwili obecnej,. . . ,a także nie może
być w spoczynku w chwili obecnej.

ruch wymuszony w górę ruch naturalny w dół

quies media

Tym, który podważył istnienie quies media był Galileusz. Opierając się na
różnych przykładach i doświadczeniach Galileusz utwierdza się w przekonaniu,
że prędkość nie musi trwać przez pewien okres czasu; tym samym dopuszcza,
tak starannie obalaną przez przez wielu jego poprzedników, możliwość urze-
czywistnienia się nieskończonej podzielności continuum – nieskończenie wiele
nieskończenie małych może złożyć się na całość. Oczywiście Galileusz nie był w
stanie uzasadnić swoich przekonań i prawdopodobnie jego poglądy zaginęłyby
pośród wielu innych, gdyby nie uzyskany przez niego ilościowy opis zjawiska ru-
chu; empiryczna poprawność otrzymanego wzoru, odsuwała na bok filozoficzne
własności powiązanych nim obiektów.

s = v0t− at
2

7 Calculus

Przełomowym momentem rozwoju analizy były, rozwinięte przede wszyst-
kim przez Newtona i Leibniza, podstawy rachunku różniczkowego i całkowego,
w szczególności zależności między fluksją i fluentą (a więc to co dzisiaj nazwa-
libyśmy podstawowym tw. rachunku różniczkowego i całkowego czy też bardziej
ogólnie tw. Stoksa). Oczywiście minęło jeszcze sporo czasu zanim zapocząt-
kowane przez nich rachunki zyskały gruntowne podstawy, ale udowodniły one
zdumiewającą siłę metod wykorzystujących subtelne własności continuum – me-
tody wykorzystujące nie sprecyzowane jeszcze wtedy pojęcia granicy i ciągłości
doprowadziły do odkrycia praw dynamiki.
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Pochodna z xn, wg. Newtona: Jeśli h jest przyrostem zmiennej x, to przy-
rostem wielkości xn jest wielkość (x+h)n−xn. Podnosząc nawias do n-tej
potęgi dostajemy:

(x+ h)n − xn = xn + nxn−1h + . . . hn − xn = nxn−1h+ . . .

gdzie dalsze wyrazy zawierają wyższe potęgi przyrostu h. Po podzieleniu
przez przyrost h i uwzględnieniu, że dąży on do zera otrzymujemy: nxn−1.

Pochodna z xn, wg. Leibniza:

dxn

dx
=
(x+ dx)n − xn

dx
= nxn−1 + . . .

gdzie dalsze wyraz odrzucamy, gdyż zawierają nieskończenie małą dx.

Należy zwrócić uwagę na dwie ciekawe idee, wprowadzone przez Leibniza.
Po pierwsze wykorzystywane przez niego w rachunkach „wielkości nieskończenie
małe” stały się jedną z motywacji rozwoju w latch 70-tych XX wieku, tzw. „ana-
lizy niestandardowej”, a więc rozszerzenia pojęcia liczby, w sposób zapewniają-
cy istnienie zarówno wielkości nieskończenie małych jak i nieskończenie dużych
(pozwoliło to między innymi usunąć z analizy tzw. „śmietnik ε-owo δ-owy”).
Drugą ciekawą koncepcją było widzenie przestrzeni jako składającej się z

monad. Stworzony przez niego opis własności monad sprawia wrażenie archa-
icznego wstępu do topologii mnogościowej.

. . . kiedy nie byłem jeszcze doskonały w zakresie geometrii, przekony-
wałem siebie, że continuum składa się z punktów, ale kiedy poznałem
geometrię, porzuciłem tę myśl.

. . . czy nie lepiej wyobrazić sobie przestrzeń zapełnioną materią zdol-
ną do dzielenia się i dzielącą się rzeczywiście w nieskończoność po-
działami i podpodziałami.

Rachunki zapoczątkowane przez Newtona i Leibniza zostają doprowadzone
niemalże do granic możliwości przez Eulera i Lagrange’a. Rozwinięcie przez nich
mechaniki oraz podstaw rachunku wariacyjnego z jednej strony ugruntowało rolę
i zasadność analizy, z drugiej zaś strony doprowadziło analizę do momentu, w
którym dalszy rozwój wymagał stworzenia solidnych jej podstaw.

8 Fundamenty

Odpowiedzi na potrzebę budowy podstaw matematyki rozwinęły się w kilku
kierunkach, z jednej strony analityczne podstawy rachunków, dostarczone przez
Schwarza, Cauchy’ego, Gaussa, Abela.

ciągłość wg. Cauchy’ego:

Funkcja f(x) jest ciągła, jeśli dla każdej wartości x różnica f(x+ α)− f(x)
maleje nieograniczenie wraz z liczbową wartością α.
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Z drugiej strony zapoczątkowana przez Bolzano próba opisu continuum liczbo-
wego, a więc początek badań nad strukturą prostej rzeczywistej, które można
uznać za zwiastuna rozwiniętej później przez Cantora teorii mnogości.

ciągłość wg. Bolzany:

Funkcja f(x) zmienia się w sposób ciągły, jeśli dla każdej wartości
x różnica f(x+ ω)− f(x) może być uczyniona mniejszą niż jakakol-
wiek dana wielkość, jeśli za ω można wziąć tak małą wielkość, jak
chcemy.

Trzecim wreszcie elementem kończącym ten etap rozwoju pojęć ciągłości i
continuum , były podane przez Méray’a, Cantora, Heinego a przede wszystkim
Dedekinda ścisłe opisy konstrukcji liczb rzeczywistych.
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